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Данная статья посвящена проблеме определения температуры частиц порошка в процессе 
плазменного напыления. С этой целью рассмотрена третья краевая задача для уравнения 
теплопроводности в однородном шаре. Для аппроксимации температуры плазменного потока 
использованы эрмитовы кубические сплайны. Приведено аналитическое решение данной задачи. 
Рассмотрен комплексный подход к определению температуры частицы с учётом изменения её агрегатного 
состояния. 
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NUMERICALLY-ANALYTICAL DETERMINATION OF THE PARTICLE TEMPERATURE 

FOR PLASMA SPRAYING (REFINED MODEL) 
 
The paper deals with the problem of determining the temperature of the powder particles in plasma 

spraying. To this end, we consider the third boundary problem for the heat equation in a homogeneous sphere. To 
approximate the temperature of the plasma jet used Hermitian cubic splines. The analytical solution of this problem 
is given. An integrated approach to the determination of the temperature of the particles, taking into account changes 
its aggregate state are considered. 
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Постановка проблемы 

Повышение качественных характеристик плазменно-порошковых покрытий во многом 
определяется правильным установлением температурного режима частиц напыляемого порошка. Как 
правило, для обеспечения надежной прочности сцепления данных покрытий необходимо, чтобы 
напыляемые частицы достигали поверхности основы в расплавленном состоянии. При этом важно 
минимизировать потери напыляемых материалов, возникающие из-за перегрева и, как следствие, 
интенсивного испарения с поверхности частиц. Это обуславливает необходимость построения и 
исследования эффективных математических моделей определения температуры частицы в процессе 
напыления. 

 
Анализ публикаций 

Исследованию температурного режима частиц при газотермическом напылении посвящен ряд 
работ. В [1,2] определение температуры в плазменной струе проведено на основе уравнения теплового 
баланса на поверхности частицы. В [3,4] применены численные методы и разработаны пакеты 
компьютерных программ для расчета температуры частицы в плазменном потоке. Ограниченность 
используемых в данных пакетах баз данных напыляемых материалов, технологических режимов, 
конструктивных параметров плазмотронов не позволяет проводить исследование процесса напыления в 
нестандартных условиях за пределами предлагаемых диапазонов. 

При решении задач связанных с газотермическим напылением необходимо знать строение 
плазменной струи, а также законы изменения температуры и скорости по радиусу и по оси струи. 
Результаты данных исследований, в том числе с помощью математического моделирования представлены в 
работах [5]. Аналитическому определению температуры сферической частицы посвящена работа [6], в 
которой рассмотрена третья краевая задача для уравнения теплопроводности. Однако, в данной работе 
авторы ограничились случаем, постоянной температуры плазменного потока, а также аппроксимацией 
температуры только первым членом ряда. В [7] проведено исследование изменения температуры в 
предположении, что температура плазменной струи аппроксимируется квадратичным полиномом, а также 
установлено необходимое количество членов ряда для обеспечения необходимой точности. В [8] предложен 
комплексный подход к определению температуры напыляемых частиц, учитывающий изменение их 
агрегатного состояния в процессе полета. В [9] для увеличения точности расчётов предложено разбиение 
дистанции напыления на участки, на каждом из которых температура плазменной струи достаточно точно 
аппроксимируется квадратичным полиномом. Там же приведены результаты определения изменения 
температуры частиц никеля и оксида алюминия вдоль дистанции напыления с учётом изменения их 
агрегатного состояния. 

Цель работы заключается в уточнении аналитического определения температуры напыляемой 
частицы при помощи методов математической физики с учётом использования эрмитовых кубических 
сплайнов для интерполирования температуры плазменного потока. 

 
Основная часть 

При построении математической модели определения температуры частицы в плазменном потоке 
будем исходить из следующих предположений. Во-первых, частица является однородным телом (в данной 
статье не рассматриваются композиционные порошки). Далее, будем считать, что частицы порошка имеют 
идеальную сферическую форму. Как установлено в [6], время сфероидизации частицы не превосходит 10-8с, 
что существенно меньше времени достижения температуры плавления порядка 10-4с. Поскольку частица в 
потоке, кроме поступательного, подвержена ещё и вращательному движению, и температура плазмы в ее 
окрестности постоянна, то поток тепла через поверхность одинаков в каждой её точке, и можно считать, что 
распределение температур в частице зависит только от расстояния до её центра и времени пребывания в 
потоке, т.е. 0,0),,( ≥≤≤= tRrtrTT . 

В этих предположениях температура частицы может быть найдена как решение уравнения 
теплопроводности. 
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где 
ρ
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c

a =2 ; λ – коэффициент теплопроводности частицы; с – теплоемкость частицы; ρ – плотность 

частицы; R – радиус частицы,  
В начальный момент времени температура частицы постоянна: 

constTrT == 0)0,(      (2) 
а на её поверхности происходит конвективный теплообмен с плазмой, температура которой Tg(t) зависит от 
времени пребывания частицы в потоке: 
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где α – коэффициент теплообмена между частицей порошка и газом.  
 К данному краевому условию добавим условие ограниченности температуры в центре частицы 

+∞<),0( tT       (4) 
В [6] была рассмотрена аналогичная задача. Однако температура плазмы считалась постоянной, что 

оказывает влияние на конечный результат и приводит к расхождениям с экспериментальными данными, 
особенно для тугоплавких частиц оксидов. 

Решение задачи (1)–(4) будем искать в виде 

r
UtTT g −= )(       (5) 

где U≈U(r,t) новая неизвестная функция, являющаяся решением следующей краевой задачи: 
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Применяя к решению задачи (6) метод Фурье, с учетом (5), получаем решение задачи (1) – (4) 

( )∑ ∫
∞

=

−
−−
















′+−

−
−

−=
1

)(

0
0

2

22

2

22

)()0(
sin

cossin
cossin

2)(
i

R
tkat

gR
tka

g
i

i

iii

iii
g deTeTT

R
rk
R
rk

kkk
kkk

tTT
ii

ττ
τ

 

где ki – корни трансцендентного уравнения 

Bi
k

tgk i
i −
=

1
 

где 
λ
αRBi = – число Био, определяющее характер процесса теплопередачи на границе раздела твердое тело 

– газ. 
Таким образом, для окончательного решения задачи (1)–(4) необходимо иметь аналитическое 

выражение для определения температуры плазмы. Однако, решение этой задачи, сформулированной в[4], 
получено не было. На основе численного определения температуры плазмы (см. [4,5])  в ряде работ [7–9] 
предложена  аппроксимация )(tTg полиномом второй степени. Полученные в них результаты достаточно 
точно описывают изменение температуры частиц металлов диаметром от 30 мкм на участке разогрева до 
температуры плавления. Для частиц меньшего диаметра, а также на участке полёта частицы в 
расплавленном состоянии погрешность аппроксимации возрастает. В связи с чем, в [9] было предложено 
разбить дистанцию напыления на отдельные участки, на каждом из которых квадратичная аппроксимация 
была допустимой. Однако, в данном случае, при переходе от одного участка к другому функция, 
аппроксимирующая температуру плазмы терпит разрыв, что может существенно повлиять на адекватность 
модели, особенно для частиц металлов диаметром меньше 30 мкм, оксидов, а также при анализе температур 
расплавленных частиц. 

Данный недостаток можно устранить, используя для аппроксимации )(tTg  эрмитовы кубические 
сплайны, которые по построению являются непрерывными на заданном интервале. Для этого зададим на 
дистанции напыления неравномерное разбиение Lzzzz N =<<<= 2100  и определим 

NjzT jg ,0),( = . 

Далее нам необходимо определить время, за которое преодолеет расстояние jz  частица: 

( )∫=
jz

j zW
dzt

0
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где ( )zW  – скорость частицы. Определению скорости частиц вдоль дистанции напыления посвящен ряд 
работ (см. например [10]). Таким образом, мы проводим согласование времени пребывания частицы в 
плазменной струе с температурой плазмы в её окрестности: )()( jgjg zTtT =  на отрезке 

)(0 210 Lttttt N =<<<<=  .   )(Lt – общее время полета частицы от места ввода в плазменную струю 
до основы.  

Проведем интерполяцию функции )(tTg  эрмитовыми кубическими сплайнами: 
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Здесь jf , 1+jf  – значения функции в узлах интерполяции, а  jf ′ , 1+′jf – значения её производной, 

jjj tth −= +1 . В нашем случае – )( jgj tTf = .          
Отметим, что сплайн является непрерывно дифференцируемой на )](;0[ Lt  функцией. Поскольку 

значения нам неизвестны, то для их аппроксимации используем разделенные разности второго порядка 
точности. 
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Аппроксимация Nf ′~

  в дальнейшем не используется, поскольку при достижении поверхностью 
частицы температуры плавления вычислительный процесс прерывается.    

Перейдём к построению решения задачи (1)–(4). На каждом из промежутков ];[ 1+jj tt  заменим 
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Следовательно 
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Отметим, что количество точек разбиения дистанции напыление до достижения частицей 
температуры плавления, в зависимости от её диаметра, колеблется от пяти до восьми. Поскольку на 
начальном этапе нет резкого уменьшения температуры плазмы, то погрешность сплайн-интерполяции не 
превышает 50 К. 

При достижении поверхностью частицы температуры плавления переходим к следующему этапу: 
определению времени плавления частицы. 

Для этого применим упрощенный подход и, вместо решения задачи Стефана, рассмотрим уравнение 
теплового баланса при условии, что поток тепла через поверхность является постоянным (см. [9]). В этом 
случае 

τ
σρπ

d
dR

RQ k24= , 

а  время плавления частицы 

)(3 плg
пл TT

R
−

=
α

ρστ , 

где σ – теплота плавления; Tпл – температура плавления частицы. Rk – радиус твёрдого ядра. 
После чего переходим к третьему этапу: определение температуры расплавленной частицы. В 

случае металлов мы можем воспользоваться формулой (9), поскольку в силу высокой теплопроводности для 
них можно считать, что constTtrT плплпл ==+ ),( τ , плt  – время достижения поверхностью частицы 
температуры плавления. Что же касается оксидов, то для них температура в центре и на поверхности 
частицы может существенно отличаться, что приводит к необходимости решения более сложной краевой 
задачи. 

Четвёртый этап – затвердевание частицы – аналогичен второму и рассмотрен в [9]. В случае, если 
частица достигает поверхности основы в твёрдом состоянии, не будет обеспечена прочность сцепления, 
поэтому рассматривать этап остывания твердой частицы нет смысла. 

 
Выводы 

Таким образом, сплайн-интерполяция температуры плазменного потока позволяет более точно 
определить температуру частиц металлов вдоль дистанции напыления и устранить недостатки, связанные с 
возможными разрывами, возникающим при квадратичной аппроксимации. В случае же использования для 
напыления порошков оксидов она эффективна лишь на участке разогрева частиц до температуры плавления. 
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Отметим так же, что формула (9) может быть использована в случае применения линейных сплайнов. Для 

этого достаточно положить в (9) 0,0 == jj BA . При этом  .1

j

jj
j h

ff
C

−
= +  

Однако в этом случае погрешность интерполяции будет достаточно большой, что приводит к 
необходимости существенного уменьшения шага интерполяции. Это затруднительно в связи с низкой 
точностью определения температуры плазмы через промежутки времени меньше 10-5с. 

Дальнейшие исследования будут посвящены использованию сплайн-интерполяции температуры 
плазмы для определения температуры частиц с оболочкой. Для данной задачи возникает необходимость 
рассмотрения дополнительно этапов плавления и затвердевания оболочки, а также разогрева ядра до 
температуры его плавления. 
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