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АППРОКСИМАЦИЯ АНИЗОТРОПНЫХ КЛАССОВ ЛИПШИЦА
В МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 𝐿𝜓

Агошкова Т. А., Пiчугов С. О. Апроксимацiя анiзотропних класiв Лiп-
шиця в метричних просторах 𝐿𝜓. Для просторiв, визначених функцiєю 𝜓 – типу
модуля неперервностi, доведенi в багатовимiрному випадку пряма та обернена теореми
типу Джексона та Бернштейна для усереднених наближень кусково-сталими функцiями
та отримана конструктивна характеристика анiзотропних класiв Лiпшица при пiдходя-
щему розбиттi тору перiоду.
Ключовi слова: модуль неперервностi, кусково-стала функцiя, пряма та обернена
теореми типу Джексона та Бернштейна, анiзотропний клас Лiпшиця.

Агошкова Т. А., Пичугов С. А. Аппроксимация анизотропных клас-
сов Липшица в метрических пространствах 𝐿𝜓. Для пространств, опреде-
ленных функцией 𝜓 – типа модуля непрерывности, доказаны в многомерном случае
прямая и обратная теоремы типа Джексона и Бернштейна для усредненных прибли-
жений кусочно-постоянными функциями и получена конструктивная характеристика
анизотропных классов Липшица при подходящем разбиении тора периода.
Ключевые слова: модуль непрерывности, кусочно-постоянная функция, прямая и
обратная теоремы типа Джексона и Бернштейна, анизотропный класс Липшица.

Agoshkova T. A., Pichugov S. A. Approximation of anisotropic Lipschitz

classes in metric spaces 𝐿𝜓. For spaces defined by the function 𝜓 of the type of mod-

ulus of continuity, we prove the direct and converse Jackson- and Bernstein-type theorems

for the mean approximations by piecewise constant functions and we obtain a constructive

characterization of anisotropic Lipschitz classes for a suitable partition of the period torus.
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Введение. Рассмотрим пространство R𝑚 точек x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) , 𝑚 ≥ 1.
Пусть 𝑓(x) –действительнозначные функции, имеющие период 1 по каждой пе-
ременной; 𝑇𝑚 = [0, 1)

𝑚 – основной тор периодов; 𝐿0(𝑇
𝑚) – множество всех таких

функций, которые почти всюду на 𝑇𝑚 конечны и измеримы; Ω – класс функций
𝜓 : R1

+ → R1
+, являющихся модулями непрерывности, то есть 𝜓 – непрерывная

неубывающая функция, 𝜓(0) = 0, 𝜓(𝑥+ 𝑦) ≤ 𝜓(𝑥) + 𝜓(𝑦) для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R1
+.

𝐿𝜓(𝑇
𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿0(𝑇

𝑚) : ‖𝑓‖𝜓 :=
∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓(x)|) 𝑑x <∞} – линейное метриче-

ское пространство с метрикой 𝜌(𝑓, 𝑔)𝜓 = ‖𝑓 − 𝑔‖𝜓. Среди пространств 𝐿𝜓 важ-
нейшими являются пространства 𝐿𝑝(𝑇𝑚), 0 < 𝑝 ≤ 1 (случай 𝜓(𝑡) = 𝑡𝑝) и 𝐿0(𝑇

𝑚)
с топологией сходимости по мере: ‖𝑓‖0 =

∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓(x)|) 𝑑x, 𝜓(𝑡) = 𝑡
1+𝑡 .

c○Агошкова Т. А., Пичугов С. А., 2013
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Определение 1. Под модулем непрерывности функции 𝑓 в пространстве
𝐿𝜓(𝑇

𝑚) при ℎ ∈ R1
+ будем понимать

𝜔(𝑓, ℎ)𝜓 = sup
‖t‖∞≤ℎ

‖ Mt 𝑓‖𝜓,

где ‖t‖∞ = max
𝑖=1...𝑚

|𝑡𝑖|, Mt 𝑓(x) = 𝑓t(x)− 𝑓(x), 𝑓t(x) = 𝑓(𝑥1 + 𝑡1, . . . , . . . , 𝑥𝑚 + 𝑡𝑚).

Определение 2. Для 𝛼 ∈ (0, 1] определим классы Липшица

Λ𝛼𝜓(𝑇
𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇

𝑚) : 𝜔(𝑓, ℎ)𝜓 ≤ 𝐶𝑓ℎ
𝛼, ℎ ∈

(︂
0,

1

2

)︂
}.

Для каждой из 𝑚 координатных осей отрезок [0, 1) разбиваем на отрезки
равной длины с помощью 2𝑗𝑘 равноотстоящих точек вида:

𝑖𝑘
2𝑗𝑘

, 𝑖𝑘 = 0, 1, ..., 2𝑗𝑘 − 1,

где индекс 𝑘 (𝑘 = 1, ...,𝑚) указывает номер оси.

Таким образом получаем разбиение основного тора 𝑇𝑚 на 2

𝑚∑︀
𝑘=1

𝑗𝑘
паралле-

лепипедов вида:

Π𝑖1...𝑖𝑚 = {x ∈ 𝑇𝑚 :
𝑖𝑘
2𝑗𝑘

≤ 𝑥𝑘 <
𝑖𝑘 + 1

2𝑗𝑘
, 𝑘 = 1, ...,𝑚}, (1)

где 𝑖𝑘 = 0, 1, ..., 2𝑗𝑘 − 1, 𝑘 = 1, ...,𝑚.

Определение 3. Определим через 𝐿2𝑗1 ...2𝑗𝑚 пространство 1-периодических
кусочно-постоянных функций 𝑙2𝑗1 ...2𝑗𝑚 , заданых следующим образом:

𝑙2𝑗1 ...2𝑗𝑚 (x) =
2𝑗1−1∑︁
𝑖1=0

...

2𝑗𝑚−1∑︁
𝑖𝑚=0

𝑏𝑖1...𝑖𝑚𝜒Π𝑖1...𝑖𝑚
(x),

где 𝑏𝑖1...𝑖𝑚 ∈ R1 и 𝜒Π𝑖1...𝑖𝑚
(x) =

{︃
1, x ∈ Π𝑖1...𝑖𝑚
0, x ∈ Π𝑖1...𝑖𝑚 .

Определение 4. 𝐸2𝑗1 ...2𝑗𝑚 (𝑓)𝜓 = inf
𝑙
2𝑗1 ...2𝑗𝑚

∈𝐿
2𝑗1 ...2𝑗𝑚

∫︀
𝑇𝑚

‖𝑓t − 𝑙2𝑗1 ...2𝑗𝑚‖𝜓𝑑t –

усредненное приближение на периоде в метрике 𝐿𝜓(𝑇𝑚) функции 𝑓 элементами
подпростанства 𝐿2𝑗1 ...2𝑗𝑚 .

Определение 5. Под частным модулем непрерывности функции 𝑓 по пе-
ременной 𝑥𝑘 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚) в пространстве 𝐿𝜓(𝑇𝑚) при ℎ ∈ R1

+ будем понимать

𝜔𝑘(𝑓, ℎ)𝜓 = sup
|𝑡𝑘|≤ℎ

‖ M𝑡𝑘e𝑘 𝑓‖𝜓, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

где M𝑡𝑘e𝑘 𝑓(x) = 𝑓(x+ 𝑡𝑘e𝑘)− 𝑓(x), e𝑘 – вектор, 𝑘-я координата которого равна
1, а остальные координаты – нули.



Аппроксимация анизотропных классов Липшица 9

Определение 6. Для 𝛼𝑖 ∈ (0, 1], 𝑖 = 1, ...,𝑚, определим анизотропные клас-
сы Липшица

Λ𝛼1,...,𝛼𝑚
𝜓 (𝑇𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇

𝑚) : ∃𝐶, 𝜔𝑘(𝑓, ℎ)𝜓 ≤ 𝐶ℎ𝛼𝑘 , ℎ ∈
(︂
0,

1

2

)︂
, 𝑘 = 1, ...,𝑚}.

Для периодических функций одной переменной из 𝐿𝑝 при 0 < 𝑝 < 1, в случае
приближения тригонометрическими полиномами, прямая и обратная теоремы
Джексона были доказаны независимо в [1] и [2]. Из них следовала конструктив-
ная характеристика классов Липшица Λ𝛼𝑝 (𝑇

1):

Теорема. [1], [2]. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇
1), 0 < 𝑝 < 1. Тогда при ∀𝛼 ∈ (0, 𝑝)

имеет место эквивалентность

𝑓 ∈ Λ𝛼𝑝 (𝑇
1) ⇔ 𝐸*

𝑛(𝑓)𝑝 ≤ 𝐶

(︂
1

𝑛

)︂𝛼
, 𝑛 ≥ 0,

где 𝐸*
𝑛(𝑓)𝑝 = inf

𝑇𝑛
‖𝑓 − 𝑇𝑛‖𝑝 = inf

𝑇𝑛

1∫︀
0

|𝑓(𝑥)− 𝑇𝑛(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 – наилучшее приближение 𝑓

в 𝐿𝑝(𝑇 1) тригонометрическими полиномами степени не выше 𝑛.

А для периодических функций одной переменной из 𝐿𝜓(𝑇
1) прямая и об-

ратная теоремы Джексона, в случае приближения тригонометрическими поли-
номами, были получены в [3], [4]. Выяснилось, что справедливость этих теорем
зависит от нижнего показателя растяжения 𝛾𝜓 функции 𝜓.

Определение 7. [5, c. 75]. Пусть 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ (0,∞), – произвольная строго
положительная всюду конечная функция. Ее функцией растяжения называют
функцию 𝑀𝜙(𝑠), 𝑠 ∈ (0,∞),

𝑀𝜙(𝑠) = sup
0<𝑡<∞

𝜙(𝑠𝑡)

𝜙(𝑡)
.

Общие свойства 𝑀𝜙 в [5, c. 75-78].

Определение 8. 𝛾𝜙 – нижний показатель растяжения функции 𝜙(𝑡) ∈ Ω,
то есть:
1) 𝛾𝜙 ∈ [0; 1];
2) 𝑀𝜙(𝑠) ≥ 𝑠𝛾𝜙 , ∀𝑠 ∈ (0; 1];
3) ∀𝜀 > 0 ∃𝐶𝜀:

𝑀𝜙(𝑠) ≤ 𝐶𝜀𝑠
𝛾𝜙−𝜀, 𝑠 ∈ (0, 1).

Теорема. [3].
1. Если 𝛾𝜓 > 0, то имеют место неравенства Джексона

sup
𝑛

sup
𝑓∈𝐿𝜓(𝑇 1),
𝑓 ̸=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐸*
𝑛(𝑓)𝜓

𝜔
(︀
𝑓, 1

𝑛

)︀
𝜓

<∞.

2. Если 𝛾𝜓 = 0, то неравенства Джексона в форме

sup
𝑛

sup
𝑓∈𝐿𝜓(𝑇 1),
𝑓 ̸=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐸*
𝑛(𝑓)𝜓

𝜔 (𝑓, 𝛼𝑛)𝜓
<∞

невозможны ни при каком выборе последовательности {𝛼𝑛}, 𝛼𝑛 > 0, 𝛼𝑛 ↓ 0.



10 Агошкова Т. А., Пичугов С. А.

Теорема. [4]. Пусть 𝛾𝜓 > 0. Тогда найдется константа 𝐶 = 𝐶(𝜓) такая,
что для всех 𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇

1) и всех ℎ ∈
(︀
0, 12

]︀
имеют место неравенства

𝜔(𝑓, ℎ)𝜓 ≤ 𝐶

[ 1ℎ ]∑︁
𝑗=1

𝑀𝜓(𝑗ℎ)

𝑗
𝐸*
𝑗−1(𝑓)𝜓.

Конструктивная характеристика классов Липшица Λ𝛼𝜓(𝑇
1):

Следствие. [4]. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
1) и 𝛾𝜓 > 0, тогда при ∀𝛼 ∈ (0, 𝛾𝜓) имеет

место эквивалентность

𝑓 ∈ Λ𝛼𝜓(𝑇
1) ⇔ 𝐸*

𝑛−1(𝑓)𝜓 ≤ 𝐾𝑓

(︂
1

𝑛

)︂𝛼
, 𝑛 ∈ N.

Таким образом, в случае приближения тригонометрическими полиномами, в
пространствах 𝐿𝜓(𝑇 1) при 𝛾𝜓 = 0, например в 𝐿0, теорем Джексона нет, а значит
и нет возможности получить конструктивную характеристику классов Липшица.

В [6] для периодических функций одной переменной из 𝐿𝜓(𝑇
1) доказаны

прямая и обратная теоремы Джексона для усредненной аппроксимации кусочно-
постоянными функциями с равномерным разбиением, откуда следовала конструк-
тивная характеристика классов Липшица Λ𝛼𝜓(𝑇

1):

Теорема. [6]. Для ∀𝜓 ∈ Ω, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
1) и ∀𝛼 ∈ (0, 1) имеет место эквива-

лентность

𝑓 ∈ Λ𝛼𝜓(𝑇
1) ⇔ 𝐸2𝑘(𝑓)𝜓 ≤ 𝐶

(︂
1

2𝑘

)︂𝛼
, 𝑘 ∈ N.

В этом проявилось преимущество аппроксимации кусочно-постоянными функ-
циями в сравнении с приближением тригонометрическими полиномами.

В [7] получен многомерный аналог прямой и обратной теорем Джексона для
аппроксимации кусочно-постоянными функциями с равномерным разбиением то-
ра периода и, как следствие, получена конструктивная характеристика изотроп-
ных классов Липшица Λ𝛼𝜓(𝑇

𝑚) :

Теорема. [7]. Для ∀𝜓 ∈ Ω, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
𝑚) и ∀𝛼 ∈ (0, 1) имеет место эквива-

лентность

𝑓 ∈ Λ𝛼𝜓(𝑇
𝑚) ⇔ 𝐸2𝑘...2𝑘(𝑓)𝜓 ≤ 𝐶

(︂
1

2𝑘

)︂𝛼
, 𝑘 ∈ N.

В настоящей работе, в случае приближения кусочно-постоянными функци-
ями с разбиением на 𝑚-мерные параллелепипеды основного тора периода, для
усредненных приближений доказаны прямая и обратная теоремы Джексона. И
при подходящем разбиении получена конструктивная характеристика анизотроп-
ных классов Липшица Λ𝛼1,...,𝛼𝑚

𝜓 (𝑇𝑚).
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Основные результаты.
1. Прямая и обратная теоремы Джексона.

Теорема 1. Для ∀𝜓 ∈ Ω и ∀𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
𝑚) справедливы неравенства:

𝐸2𝑗1 ...2𝑗𝑚 (𝑓)𝜓 ≤
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘

(︂
𝑓,

1

2𝑗𝑘

)︂
𝜓

. (2)

Доказательство. Для оценки сверху достаточно ограничиться всюду плот-
ным в 𝐿𝜓 множеством непрерывных функций. В качестве аппроксимирующей
функции выберем следующим образом определенную функцию 𝑙2𝑗1 ...2𝑗𝑚 из 𝐿2𝑗1 ...2𝑗𝑚 :

𝑙2𝑗1 ...2𝑗𝑚 (𝑓,x) =
2𝑗1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

2𝑗𝑚−1∑︁
𝑖𝑚=0

𝑓

(︂
𝑖1
2𝑗1

, . . . ,
𝑖𝑚
2𝑗𝑚

)︂
𝜒

Π𝑖1,...,𝑖𝑚
(x).

𝐸2𝑗1 ...2𝑗𝑚 (𝑓)𝜓 = inf
𝑙
2𝑗1 ...2𝑗𝑚

∈𝐿
2𝑗1 ...2𝑗𝑚

∫︀
𝑇𝑚

‖𝑓t − 𝑙2𝑗1 ...2𝑗𝑚 ‖𝜓𝑑t ≤

≤
∫︀
𝑇𝑚

‖𝑓t − 𝑙2𝑗1 ...2𝑗𝑚 (𝑓t) ‖𝜓𝑑t =
∫︀
𝑇𝑚

∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓t(x)− 𝑙2𝑗1 ...2𝑗𝑚 (𝑓t,x)|) 𝑑x𝑑t =

=
∫︀
𝑇𝑚

2𝑗1−1∑︀
𝑖1=0

...
2𝑗𝑚−1∑︀
𝑖𝑚=0

𝑖1+1

2𝑗1∫︀
𝑖1

2𝑗1

. . .

𝑖𝑚+1

2𝑗𝑚∫︀
𝑖𝑚
2𝑗𝑚

𝜓
(︀⃒⃒
𝑓t (𝑥1, ..., 𝑥𝑚)− 𝑓t

(︀
𝑖1
2𝑗1
, ..., 𝑖𝑚2𝑗𝑚

)︀⃒⃒)︀
𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑚𝑑t =

=
2𝑗1−1∑︀
𝑖1=0

...
2𝑗𝑚−1∑︀
𝑖𝑚=0

𝑖1+1

2𝑗1∫︀
𝑖1

2𝑗1

...

𝑖𝑚+1

2𝑗𝑚∫︀
𝑖𝑚
2𝑗𝑚

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︀⃒⃒
𝑓t
(︀
𝑥1 +

𝑖1
2𝑗1
, ..., 𝑥𝑚 + 𝑖𝑚

2𝑗𝑚

)︀
− 𝑓 (t)

⃒⃒)︀
𝑑t𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑚 =

=
2𝑗1−1∑︀
𝑖1=0

...
2𝑗𝑚−1∑︀
𝑖𝑚=0

1

2𝑗1∫︀
0

...

1

2𝑗𝑚∫︀
0

∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓 (𝑥1 + 𝑡1, ..., 𝑥𝑚 + 𝑡𝑚)− 𝑓 (t)|) 𝑑t𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑚.

Рассмотрим отдельно полученое подинтегральное выражение

𝜓 (|𝑓 (𝑥1 + 𝑡1, . . . , 𝑥𝑚 + 𝑡𝑚)− 𝑓 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚)|) ≤
≤ 𝜓 (|𝑓 (𝑡1 + 𝑥1, . . . , 𝑡𝑚 + 𝑥𝑚)− 𝑓 (𝑡1, 𝑡2 + 𝑥2 . . . , 𝑡𝑚 + 𝑥𝑚)|)+

+𝜓 (|𝑓 (𝑡1, 𝑡2 + 𝑥2 . . . , 𝑡𝑚 + 𝑥𝑚)− 𝑓 (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 + 𝑥3, . . . , 𝑡𝑚 + 𝑥𝑚)|)+
+ · · ·+ 𝜓 (|𝑓 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚 + 𝑥𝑚)− 𝑓 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚)|) .

Таким образом, получаем

𝐸2𝑗1 ...2𝑗𝑚 (𝑓)𝜓 ≤

≤
2𝑗1−1∑︀
𝑖1=0

...
2𝑗𝑚−1∑︀
𝑖𝑚=0

1

2𝑗1∫︀
0

...

1

2𝑗𝑚∫︀
0

(‖△𝑥1e1
𝑓‖𝜓 + ...+ ‖△𝑥𝑚e𝑚𝑓‖𝜓) 𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑚 =

= 2𝑗1 · ... · 2𝑗𝑚
1

2𝑗1∫︀
0

...

1

2𝑗𝑚∫︀
0

𝑚∑︀
𝑘=1

‖△𝑥𝑘e𝑘𝑓‖𝜓𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑚 =

=
𝑚∑︀
𝑘=1

2𝑗𝑘

1

2𝑗𝑘∫︀
0

‖△𝑥𝑘e𝑘𝑓‖𝜓𝑑𝑥𝑘.

(3)

Из (3) следует (2). Теорема 1 доказана.
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Пусть {𝑗𝑘(𝜈)}∞𝜈=1 – монотонно возрастающие последовательности натураль-
ных чисел 𝑗𝑘(𝜈) при каждом фиксированном 𝑘, где 𝑘 = 1, ...,𝑚. При фикси-
рованном 𝑘 (𝑘 = 1, ...,𝑚) с помощью последовательности {𝑗𝑘(𝜈)}∞𝜈=1 устраиваем
разбиение соответствующей 𝑘-ой оси равноотстоящими точками:

𝑖𝑘
2𝑗𝑘(𝜈)

, 𝑖𝑘 = 0, 1, ..., 2𝑗𝑘(𝜈) − 1.

Для удобства обозначим

𝐸2𝑄𝜈 (𝑓)𝜓 := 𝐸2𝑗1(𝜈)...2𝑗𝑚(𝜈)(𝑓)𝜓, 𝑙2𝑄𝜈 := 𝑙2𝑗1(𝜈)...2𝑗𝑚(𝜈) , 𝜈 ∈ N.

Далее получим неравенства типа Бернштейна для приращений кусочно–по-
стоянных функций, которые будут использованы при доказательстве обратной
теоремы Джексона.

Лемма. Для любой функции 𝑙2𝑄𝜈 из 𝐿2𝑄𝜈 , 𝜈 = 1, ..., 𝑛, 𝑛 ∈ N, при ℎ𝑘 ∈(︁
0, 1

2𝑗𝑘(𝑛)

]︁
и для |𝑡𝑘| ≤ ℎ𝑘 выполняются неравенства:

‖△𝑡𝑘e𝑘 𝑙2𝑄𝜈 ‖𝜓 ≤ ℎ𝑘2
𝑗𝑘(𝜈)+1‖𝑙2𝑄𝜈 ‖𝜓, 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚. (4)

Доказательство. Пусть 𝑙2𝑄𝜈 ∈ 𝐿2𝑄𝜈 , 𝜈 = 1, ..., 𝑛, тогда

‖𝑙2𝑄𝜈 ‖𝜓 =
2𝑗1(𝜈)−1∑︀
𝑖1=0

...
2𝑗𝑚(𝜈)−1∑︀
𝑖𝑚=0

𝑖1+1

2𝑗1(𝜈)∫︀
𝑖1

2𝑗1(𝜈)

...

𝑖𝑚+1

2𝑗𝑚(𝜈)∫︀
𝑖𝑚

2𝑗𝑚(𝜈)

𝜓 (|𝑏𝑖1...𝑖𝑚 |) 𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑚 =

=
𝑚∏︀
𝑠=1

1
2𝑗𝑠(𝜈)

2𝑗1(𝜈)−1∑︀
𝑖1=0

...
2𝑗𝑚(𝜈)−1∑︀
𝑖𝑚=0

𝜓 (|𝑏𝑖1...𝑖𝑚 |) .

(5)

Так как ℎ𝑘 ≤ 1
2𝑗𝑘(𝑛) , 𝑘 = 1, ...,𝑚, то :

‖△𝑡𝑘e𝑘 𝑙2𝑄𝜈 ‖𝜓 =
∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|△𝑡𝑘e𝑘 𝑙2𝑄𝜈 |) 𝑑𝑥 ≤

≤ 2
2𝑗1(𝜈)−1∑︀
𝑖1=0

...
2𝑗𝑚(𝜈)−1∑︀
𝑖𝑚=0

𝜓 (|𝑏𝑖1...𝑖𝑚 |)𝜇
(︁
Π𝑖1...𝑖𝑘−1 𝑖𝑘+𝑡𝑘2

𝑗𝑘 𝑖𝑘+1...𝑖𝑚/Π𝑖1...𝑖𝑚

)︁
,

где 𝜇(𝐴) – 𝑚-мерная мера Лебега множества 𝐴.
Из определения разбиения (1) получаем

𝜇(Π𝑖1...𝑖𝑚) =

𝑚∏︁
𝑠=1

1

2𝑗𝑠(𝜈)
.

Тогда

𝜇(Π𝑖1...𝑖𝑘−1 𝑖𝑘+𝑡𝑘2
𝑗𝑘 𝑖𝑘+1...𝑖𝑚/Π𝑖1...𝑖𝑚) =

𝑚∏︀
𝑠=1

1
2𝑗𝑠(𝜈)

−

−
(︁

1
2𝑗𝑘(𝜈) − 𝑡𝑘

)︁ 𝑚∏︀
𝑠=1
𝑠 ̸=𝑘

1
2𝑗𝑠(𝜈)

≤
𝑚∏︀
𝑠=1

1
2𝑗𝑠(𝜈)

(1− (1− 2𝑗𝑘(𝜈)ℎ𝑘)) =

= 2𝑗𝑘(𝜈)ℎ𝑘
𝑚∏︀
𝑠=1

1
2𝑗𝑠(𝜈)

.

(6)
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Из (5) и (6) вытекает

‖△𝑡𝑘e𝑘 𝑙2𝑄𝜈 ‖𝜓 ≤ 2𝑗𝑘(𝜈)+1ℎ𝑘
𝑚∏︀
𝑠=1

1
2𝑗𝑠(𝜈)

2𝑗1(𝜈)−1∑︀
𝑖1=0

...
2𝑗𝑚(𝜈)−1∑︀
𝑖𝑚=0

𝜓 (|𝑏𝑖1...𝑖𝑚 |) =

= 2𝑗𝑘(𝜈)+1ℎ𝑘‖𝑙2𝑄𝜈 ‖𝜓,

𝑘 = 1, 2, ...,𝑚.
Лемма доказана.

Теорема 2. Для ∀𝜓 ∈ Ω и ∀𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
𝑚) при условии, что последователь-

ности натуральных чисел {𝑗𝑘(𝜈)}𝑛𝜈=1– монотонно возрастающие при каждом
фиксированном 𝑘, где 𝑘 = 1, ...,𝑚 и 𝑛 ∈ N, справедливы неравенства:

𝜔𝑘

(︂
𝑓,

1

2𝑗𝑘(𝑛)

)︂
𝜓

≤ 1

2𝑗𝑘(𝑛)−2

𝑛∑︁
𝜈=1

2𝑗𝑘(𝜈)𝐸2𝑄𝜈 (𝑓)𝜓, 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚. (7)

Доказательство. Фиксируем 𝑛. Так как (𝑙2𝑄𝜈−𝑙2𝑄𝜈−1 ) – кусочно-постоянная
функция, то по лемме для 𝜈 ≤ 𝑛 имеем

𝜔𝑘

(︂
𝑙2𝑄𝜈 − 𝑙2𝑄𝜈−1 ,

1

2𝑗𝑘(𝑛)

)︂
𝜓

≤ 1

2𝑗𝑘(𝑛)
2𝑗𝑘(𝜈)‖𝑙2𝑄𝜈 − 𝑙2𝑄𝜈−1‖𝜓. (8)

Для заданной 𝑓 и произвольного 𝜀 > 0 выберем 𝑙2𝑄𝜈 , 𝜈 = 1, ..., 𝑛, удовлет-
воряющие условиям: ∫︁

𝑇𝑚

‖𝑓t − 𝑙2𝑄𝜈 ‖𝜓𝑑t < 𝐸2𝑄𝜈 (𝑓)𝜓 + 𝜀. (9)

Тогда, учитывая (8) и (9), получаем

𝜔𝑘

(︁
𝑓, 1

2𝑗𝑘(𝑛)

)︁
𝜓
=
∫︀
𝑇𝑚

𝜔𝑘

(︁
𝑓t,

1
2𝑗𝑘(𝑛)

)︁
𝜓
𝑑t ≤

∫︀
𝑇𝑚

𝜔𝑘

(︁
𝑓t − 𝑙2𝑄𝑛 ,

1
2𝑗𝑘(𝑛)

)︁
𝜓
𝑑t+

+𝜔𝑘

(︁
𝑙2𝑄𝑛 ,

1
2𝑗𝑘(𝑛)

)︁
𝜓
=
∫︀
𝑇𝑚

𝜔𝑘

(︁
𝑓t − 𝑙2𝑄𝑛 ,

1
2𝑗𝑘(𝑛)

)︁
𝜓
𝑑t+

+𝜔𝑘

(︂
𝑙2𝑄0 +

𝑛∑︀
𝜈=1

(︀
𝑙2𝑄𝜈 − 𝑙2𝑄𝜈−1

)︀
, 1
2𝑗𝑘(𝑛)

)︂
𝜓

≤
∫︀
𝑇𝑚

𝜔𝑘

(︁
𝑓t − 𝑙2𝑄𝑛 ,

1
2𝑗𝑘(𝑛)

)︁
𝜓
𝑑t+

+
𝑛∑︀
𝜈=1

𝜔𝑘

(︁
𝑙2𝑄𝜈 − 𝑙2𝑄𝜈−1 ,

1
2𝑗𝑘(𝑛)

)︁
𝜓
≤ 2

∫︀
𝑇𝑚

‖𝑓t − 𝑙2𝑄𝑛 ‖𝜓𝑑t+

+ 1
2𝑗𝑘(𝑛)

𝑛∑︀
𝜈=1

2𝑗𝑘(𝜈)
∫︀
𝑇𝑚

‖𝑙2𝑄𝜈 − 𝑓t + 𝑓t − 𝑙2𝑄𝜈−1‖𝜓𝑑t < 2
(︀
𝐸2𝑄𝑛 (𝑓)𝜓 + 𝜀

)︀
+

+ 1
2𝑗𝑘(𝑛)

𝑛∑︀
𝜈=1

2𝑗𝑘(𝜈)2
(︀
𝐸2𝑄𝜈 (𝑓)𝜓 + 𝜀

)︀
≤ 2𝜀+ 2 1

2𝑗𝑘(𝑛)

𝑛∑︀
𝜈=1

2𝑗𝑘(𝜈)2
(︀
𝐸2𝑄𝜈 (𝑓)𝜓 + 𝜀

)︀
=

= 1
2𝑗𝑘(𝑛)−2

𝑛∑︀
𝜈=1

2𝑗𝑘(𝜈)𝐸2𝑄𝜈 (𝑓)𝜓 + 2𝜀

(︂
1 + 1

2𝑗𝑘(𝑛)−1

𝑛∑︀
𝜈=1

2𝑗𝑘(𝜈)
)︂
,

и ввиду произвольности 𝜀 отсюда следует (7).
Теорема 2 доказана.
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2. Конструктивная характеристика анизотропных классов
Липшица.

Теорема 3. Для ∀𝜓 ∈ Ω, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
𝑚) и ∀𝛼𝑘 ∈ (0, 1), 𝑘 = 1, ...,𝑚, имеет

место эквивалентность:

𝑓 ∈ Λ𝛼1,...,𝛼𝑚
𝜓 ⇔ 𝐸

2
[𝑛 ̃︀𝛼
𝛼1
]
...2[𝑛

̃︀𝛼
𝛼𝑚 ] (𝑓)𝜓 ≤ 𝐴

(︂
1

2𝑛

)︂̃︀𝛼
, 𝑛 ∈ N,

где ̃︀𝛼 = 1
1
𝛼1

+...+ 1
𝛼𝑚

и 𝐴 – константа, не зависящая от 𝑛.

Доказательство. Положим 𝑗𝑘(𝜈) =
[︁
𝜈 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︁
, где 𝜈 ∈ N, 𝑘 = 1, ...,𝑚.

Необходимость. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝛼1,...,𝛼𝑚
𝜓 (𝑇𝑚). Тогда, применяя теорему 1, полу-

чаем

𝐸
2
[𝑛 ̃︀𝛼
𝛼1
]
...2[𝑛

̃︀𝛼
𝛼𝑚 ] (𝑓)𝜓 ≤

𝑚∑︀
𝑘=1

𝜔𝑘

(︃
𝑓, 1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
)︃
𝜓

≤ 𝐶
𝑚∑︀
𝑘=1

(︃
1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
)︃𝛼𝑘

<

< 𝐶
𝑚∑︀
𝑘=1

(︂
1

2
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

−1

)︂𝛼𝑘
= 𝐶

𝑚∑︀
𝑘=1

2𝛼𝑘
(︂

1

2
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

)︂𝛼𝑘
= 𝐴

(︀
1
2𝑛

)︀̃︀𝛼
,

где 𝐴 – константа, не зависящая от 𝑛.
Достаточность. Пусть для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝜓 и ∀𝛼𝑘 ∈ (0, 1), 𝑘 = 1, ...,𝑚,

выполняются неравенства

𝐸
2
[𝑛 ̃︀𝛼
𝛼1
]
...2[𝑛

̃︀𝛼
𝛼𝑚 ](𝑓)𝜓 ≤ 𝐴

(︂
1

2𝑛

)︂̃︀𝛼
. (10)

При каждом фиксированном 𝑘 (𝑘 = 1, 2, ...,𝑚) последовательности
{︁[︁
𝜈 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︁}︁𝑛
𝜈=1

монотонно возрастают, поэтому по теореме 2 при ℎ𝑘 = 1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂ и, учитывая (10),

получаем

𝜔𝑘 (𝑓, ℎ𝑘)𝜓 = 𝜔𝑘

(︃
𝑓, 1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
)︃
𝜓

≤ 1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
−2

𝑛∑︀
𝜈=1

2

[︁
𝜈 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︁
𝐸

2
[𝜈 ̃︀𝛼
𝛼1
]
...2[𝜈

̃︀𝛼
𝛼𝑚 ] (𝑓)𝜓 ≤

≤ 𝐴 1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
−2

𝑛∑︀
𝜈=1

2

[︁
𝜈 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︁ (︀
1
2𝜈

)︀̃︀𝛼
< 𝐴 1

2
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

−3

𝑛∑︀
𝜈=1

2
𝜈 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

(︀
1
2𝜈

)︀̃︀𝛼
=

= 𝐴1

2
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

𝑛∑︀
𝜈=1

(︂
2
̃︀𝛼(︁ 1

𝛼𝑘
−1

)︁)︂𝜈
≤ 𝐴2

2
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

2
𝑛̃︀𝛼(︁ 1

𝛼𝑘
−1

)︁
= 𝐴2

(︀
1

2𝑛̃︀𝛼
)︀
=

= 𝐴2

(︂
1

2
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

)︂𝛼𝑘
≤ 𝐴2

(︃
1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
)︃𝛼𝑘

,

где 𝐴2 – константа, не зависящая от 𝑛.
Теперь для произвольного ℎ𝑘 ∈ (0, 12 ] (𝑘 = 1, ...,𝑚) найдем 𝑛 ∈ N такое, что

1

2
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1

2
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𝛼𝑘

]︂
−1

. Тогда
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2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
−1

)︃
𝜓

≤ 2𝜔𝑘

(︃
𝑓, 1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
)︃
𝜓

≤ 𝐵

(︃
1

2

[︂
𝑛 ̃︀𝛼
𝛼𝑘

]︂
)︃𝛼𝑘

≤ 𝐵ℎ𝛼𝑘𝑘 ,



Аппроксимация анизотропных классов Липшица 15

где 𝐵 – константа, не зависящая от 𝑛.
Теорема 3 доказана.

Заключение. В представленной статье для усредненных приближений
функций многих переменных доказаны прямая и обратная теоремы Джексона
в случае приближения кусочно-постоянными функциями с разбиением на 𝑚-
мерные параллелепипеды основного тора периода в пространствах 𝐿𝜓. Важней-
шими представителями пространств 𝐿𝜓 являются пространства 𝐿𝑝, 0 ≤ 𝑝 ≤ 1.
При подходящем разбиении удалось получить конструктивную характеристику
анизотропных классов Липшица Λ𝛼1,...,𝛼𝑚

𝜓 (𝑇𝑚), которая, в случае когда 𝛼1 =
𝛼2 = ... = 𝛼𝑚 = 𝛼, дает конструктивную характеристику изотропных классов
Липшица Λ𝛼𝜓(𝑇

𝑚).
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