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УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ
РЕШЕНИЯ ДЛЯ МНОГОЗНАЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА

В 1969 г. F. S. de Blasi и F. Iervolino рассмотрели многозначное дифференциальное
уравнение (дифференциальное уравнение с производной Хукухары). В дальнейшем
многие авторы изучали вопросы существования, единственности и свойства решений
многозначных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений, уравне-
ний высших порядков, исследовали импульсные и управляемые системы, а также для
таких систем была обоснована возможность применения асимптотических методов (ме-
тод усреднения). В последнее время все эти исследования трансформировались в тео-
рию многозначных уравнений в качестве самостоятельной теории. Также данная тео-
рия имеет широкое применение в теории управления, дифференциальных включений,
нечетких системах и др. В данной работе доказана теорема существования и единствен-
ности для одного из типов многозначных интегральных уравнений Вольтерра.
MSC: 45D05, 03E75.
Ключевые слова: многозначность, интегральное уравнение, существование, единствен-
ность .

Введение. Развитие дифференциального и интегрального исчисления в
метрических пространствах стало объектом пристального внимания многих ис-
следователей, что привело к появлению теории многозначных уравнений. В по-
следнее время в рамках этой теории были рассмотрены свойства решений много-
значных дифференциальных уравнений, многозначных дифференциальных вклю-
чений, многозначных интегро-дифференциальные уравнений и многозначного
интегральные уравнения, а также исследовались импульсные многозначные си-
стемы и управляемые многозначные системы. Обоснована возможность приме-
нения для таких систем асимптотических методов (см.: [1–6] и ссылки в них).

В данной работе мы докажем теорему существования и единственности для
одного из типов многозначных интегральных уравнений Вольтерра.

Основные результаты
1. Основные определения и обозначения. Пусть 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) — метрическое

пространство всех непустых выпуклых компактных подмножеств пространства
𝑅𝑛 с метрикой Хаусдорфа

ℎ(𝐴,𝐵) = min
𝑟>0

{𝐵 ⊂ 𝑆𝑟(𝐴), 𝐴 ⊂ 𝑆𝑟(𝐵)} ,

где 𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), 𝑆𝑟(𝐴) — 𝑟-окрестность множества 𝐴.
Кроме обычных теоретико-множественных операций рассмотрим в простран-

стве 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) еще две: операции суммы и умножения на скаляр:

𝐴+𝐵 = {𝑎+ 𝑏 : 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} и 𝜆𝐴 = {𝜆𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴, 𝜆 ∈ 𝑅}.
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Также справедливы следующие свойства

1. (𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), ℎ) — полное метрическое пространство.

2. ℎ(𝐴+ 𝐶,𝐵 + 𝐶) = ℎ(𝐴,𝐵).

3. ℎ(𝜆𝐴, 𝜆𝐵) = |𝜆|ℎ(𝐴,𝐵) для всех 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) и 𝜆 ∈ 𝑅.

Однако пространство 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) не является линейным пространством отно-
сительно приведенных операций, так как в общем случае нельзя ввести поня-
тие противоположного для 𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) элемента, то есть в общем случае
𝐴 + (−1)𝐴 ̸= {0}, хотя, если 𝐴 ∈ 𝑅𝑛, то для него противоположный элемент
существует.

Отсутствие противоположного элемента в пространстве 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) приводит к
неоднозначному введению понятия разности множеств и условиям ее существо-
вания. В данной статье мы будем использовать разность Хукухары [11].

Определение 1. [11] Пусть 𝑋,𝑌 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), а множество 𝑍 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
такое, что 𝑋 = 𝑌 + 𝑍. Тогда множество 𝑍 мы будем называть разностью по
Хукухаре множеств 𝑋 и 𝑌 и писать 𝑍 = 𝑋 ℎ𝑌.

Основными свойствами разности Хукухары являются следующие:
1) если разность Хукухары двух множеств 𝐴ℎ𝐵 существует, то она един-

ственная;
2) 𝐴ℎ𝐴 = {0}, ∀𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛);
3) (𝐴+𝐵)ℎ𝐵 = 𝐴, ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛).
2. Интегральные уравнения. Рассмотрим следующие многозначные инте-

гральные уравнения Вольтерра

𝑋(𝑡) +

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠 = 𝐺(𝑡), (1)

и

𝑋(𝑡) = 𝐺(𝑡) +

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠, (2)

где 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑋 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), 𝐹 : [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] × 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) →
𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) и 𝐺 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) — известные многозначные отображения. Инте-
грал понимается в смысле Хукухары [11].

Определение 2. Многозначное отображение 𝑋 : [0, 𝜏 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) называ-
ется решением интегрального уравнения (1) ((2)) на [0, 𝜏 ], если оно непрерывно
и удовлетворяет интегральному уравнению (1) ((2)) на интервале [0, 𝜏 ] ⊂ [0, 𝑇 ].

Замечание 1. Условия существования решения для многозначного инте-
грального уравнения (2) при различных условиях были получены в работах [7–
10]. Они обобщают результаты, полученные для обычных интегральнных урав-
нений на многозначный случай.
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В данной работе мы рассмотрим уравнение (1). Используя определение 1,
представим многозначное интегральное уравнение (1) в следующем виде

𝑋(𝑡) = 𝐺(𝑡)
ℎ

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠. (3)

Замечание 2. Очевидно, разность Хукухары в (3) может не существо-
вать для всех 𝑡 > 0. Например, если 𝑛 = 2 и 𝐴 = {𝑎 ∈ 𝑅2 : ‖𝑎‖ 6 1}, 𝐵 = {𝑏 ∈
𝑅2 : |𝑏𝑖| 6 1, 𝑖 = 1, 2}, то разность Хукухары 𝐴ℎ 𝑡𝐵 не существует для всех
𝑡 > 0. Для 𝑡 ∈ (0,

√
2) будет выполняться условие 𝐴 ⊃ 𝑡𝐵. Следовательно, если

𝐺(𝑡) ≡ 𝐴 и 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠)) ≡ 𝐵, то разность в (3) не существует для всех 𝑡 > 0.
Также, если 𝑛 > 1, 𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) и 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴) < 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐵), то разность

Хукухары 𝐴ℎ𝐵 не существует. Например, 𝐴 = 𝐵 = {𝑎 ∈ 𝑅2 : ‖𝑎‖ 6 1}, то
разность Хукухары 𝐴ℎ 𝑡𝐵 не существует для всех 𝑡 > 1. Следовательно, если
𝐺(𝑡) ≡ 𝐴 и 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠)) ≡ 𝐵, то разность в (3) не существует для всех 𝑡 > 1.

Пусть 𝐶𝐶(𝑅𝑛) (𝑛 > 2) — пространство непустых строго выпуклых замкнутых
подмножеств пространства 𝑅𝑛 [5, 12,13] и всех элементов пространства 𝑅𝑛.

Замечание 3. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) и 𝐴+𝐶 = 𝐵, то 𝐶 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) [5,12,13].

Замечание 4. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) и существует 𝑐 ∈ 𝑅𝑛 такое, что 𝐴+𝑐 ⊂
𝐵, то существует 𝐶 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) такое, что 𝐴 + 𝐶 = 𝐵, то есть 𝐶 = 𝐵 ℎ𝐴
[5, 12,13].

Теперь докажем существование единственного решения уравнения (3) на ин-
тервале [0, 𝑑] ⊂ [0, 𝑇 ].

Теорема 1. Пусть в области 𝑄 = {(𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] × 𝐶𝐶(𝑅𝑛)} вы-
полняются следующие условия:

1) для каждого фиксированного 𝑋 многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋) непре-
рывно на [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ];

2) многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋) удовлетворяет условию Липшица
по переменной 𝑋 с постоянной 𝐿 > 0, то есть ℎ(𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋 ′), 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋 ′′)) 6 𝐿ℎ(𝑋 ′,
𝑋 ′′) для всех (𝑡, 𝑠,𝑋 ′), (𝑡, 𝑠,𝑋 ′′) ∈ 𝑄;

3) существует непрерывная функция 𝑚(𝑠) > 0 такая, что ℎ(𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋), {0}) 6
𝑚(𝑠) для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄;

4) многозначное отображение 𝐺(·) непрерывно на [0, 𝑇 ];
5) 𝑖𝑛𝑡𝐺(𝑡) ̸= ∅ для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Тогда уравнение (3) имеет единственное решение на интервале [0, 𝑑] и 𝑑 ∈

(0, 𝑇 ] удовлетворяет неравенству

𝑡ˆ

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 6
𝜃(𝑡)

2
для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑑],

где 𝜃(𝑡) = min
‖𝜓‖=1

|𝐶(𝐺(𝑡), 𝜓)− 𝐶(𝐺(𝑡),−𝜓)|, 𝐶(𝐺,𝜓) = max
𝑥∈𝐺

(𝑥1𝜓1 + ...+ 𝑥𝑛𝜓𝑛).
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Доказательство. Вначале докажем существование решения уравнения (3)
на интервале [0, 𝑑].

a) Так как |𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)| 6 𝑚(𝑠) for (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] × 𝐶𝐶(𝑅𝑛), тогда
𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋) ⊂ 𝑆𝑚(𝑠)(0). Следовательно,

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 ⊂
𝑡ˆ

0

𝑆𝑚(𝑠)(0)𝑑𝑠 = 𝑆 �́�

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠
(0).

Обозначим через 𝑆(𝑡) = 𝑆 �́�

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠
(0). Очевидно, что если 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑇, то

{0} ⊂ 𝑆(0) ⊂ 𝑆(𝑡1) ⊂ 𝑆(𝑡2) ⊂ 𝑆(𝑇 ).
Так как 𝐺(𝑡) ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) и 𝑖𝑛𝑡𝐺(𝑡) ̸= ∅, то существует такое 𝑑 > 0, что мно-

жество 𝑆(𝑡) может быть вложено в множество 𝐺(𝑡) для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑑] (то есть
существует 𝜁(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 такое, что 𝑆(𝑡)+ 𝜁(𝑡) ⊂ 𝐺(𝑡)) и не может быть вложено для
𝑡 > 𝑑. И, следовательно, 𝑑 ∈ [0, 𝑇 ] такое, что должно выполняться неравенство
�́�

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 6 𝜃(𝑡)
2 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑑].

Отсюда, для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄1 = {(𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ [0, 𝑑]×[0, 𝑑]×𝐶𝐶(𝑅𝑛)} множество
�́�

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 вложимо в множество 𝐺(𝑡).

b) Так как 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄1, то
�́�

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 ∈

𝐶𝐶(𝑅𝑛) для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄1 [12]. Следовательно, так как 𝐺(𝑡) ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) и

множество
�́�

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 может быть вложено в множество 𝐺(𝑡) для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑑],

то разность Хукухары 𝐺(𝑡)ℎ
�́�

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 существует для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄1 [12].

c) Теперь возьмем 𝑏 > 0 такое, что 𝑏 = 𝜆𝑀
�́�

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠. Построим следующую

последовательность многозначных отображений

𝑋0(𝑡) = 𝐺(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡) = 𝐺(𝑡)
ℎ
𝜆

𝑡ˆ

0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝐹 (𝑠,𝑋𝑘−1(𝑠))𝑑𝑠 для 0 6 𝑡 6 𝑑. (4)

Из пункта b), 𝑋𝑘(𝑡) существует и 𝑋𝑘(𝑡) ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) для всех 𝑘 ∈ 𝑁 и 𝑡 ∈ [0, 𝑑]. Так-
же из условий 1), 2) и 4) теоремы многозначные отображения 𝑋𝑘(𝑡) непрерывны
на [0, 𝑑] для всех 𝑘 ∈ 𝑁.

Также

ℎ(𝑋𝑘(𝑡), 𝐺(𝑡)) 6 ℎ

⎛⎝𝐺(𝑡)ℎ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋𝑘−1(𝑠))𝑑𝑠,𝐺(𝑡)

⎞⎠ 6

6 ℎ

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋𝑘−1(𝑠))𝑑𝑠, {0}

⎞⎠ 6

𝑡ˆ

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 6 𝑏.
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Отсюда получаем, что последовательность отображений {𝑋𝑘(𝑡)}∞𝑘=0 равно-
мерно ограничена: ℎ(𝑋𝑘(𝑡), 𝐺(𝑡)) 6 ℎ(𝐺(𝑡), {0})+𝑏 6 𝑔+𝑏, где 𝑔 = sup

𝑡∈[0,𝑑]

ℎ(𝐺(𝑡), 0).

Теперь покажем, что последовательность {𝑋𝑘(𝑡)}∞𝑘=0 является фундаменталь-
ной последовательностью. Возьмем произвольные 𝑚, 𝑝 ∈ 𝑁 . Тогда

ℎ(𝑋𝑚+𝑝(𝑡), 𝑋𝑝(𝑡)) 6 ℎ

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋𝑚+𝑝−1(𝑠))𝑑𝑠,

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋𝑝−1(𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ 6

6 𝐿

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑋𝑚+𝑝−1(𝑠), 𝑋𝑝−1(𝑠))𝑑𝑠.

Отсюда,

ℎ(𝑋𝑚+𝑝(𝑡), 𝑋𝑝(𝑡)) 6 𝐿𝑝

𝑝⏞  ⏟  
𝑡ˆ

0

...

𝑡𝑝−1ˆ

0

ℎ(𝑋𝑚(𝑡𝑝), 𝐺(𝑡𝑝))𝑑𝑡𝑝...𝑑𝑡1 6
(𝑔 + 𝑏)𝐿𝑝𝑑𝑝

𝑝!
.

Следовательно, последовательность {𝑋𝑘(𝑡)}∞𝑘=0 является последовательно-
стью Коши. Ее предел существует и является непрерывным многозначным отоб-
ражением, которое обозначим через 𝑋(𝑡). В силу условий теоремы в уравнение
(4) можно перейти к пределу под знаком интеграла. Мы получаем, что много-
значное отображение 𝑋(𝑡) удовлетворяет уравнению (3) на интервале [0, 𝑑], то
есть 𝑋(𝑡) является решением уравнения (3) на интервале [0, 𝑑].

Теперь докажем единственность. Предположим, что существуют два различ-
ных решения 𝑋(·) и 𝑌 (·) уравнения (3) на [0, 𝑑], тогда 𝛿 = max

𝑡∈[0,𝑑]
ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) > 0.

Так как

𝑋(𝑡) = 𝐺(𝑡)
ℎ

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠 и 𝑌 (𝑡) = 𝐺(𝑡)
ℎ

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑌 (𝑠))𝑑𝑠,

то

ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) = ℎ

⎛⎝𝐺(𝑡)ℎ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠,𝐺(𝑡)
ℎ

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑌 (𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ =

= ℎ

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠,

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑌 (𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ 6

𝑡ˆ

0

ℎ(𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠)), 𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑌 (𝑠)))𝑑𝑠 6

6 𝐿

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑋(𝑠), 𝑌 (𝑠))𝑑𝑠 6 𝐿𝛿𝑡 6 𝐿𝛿𝑑.



Многозначные интегральные уравнения Вольтерра 51

Следовательно,

ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) 6 𝐿

𝑡ˆ

0

𝐿𝛿𝑠 𝑑𝑠 6
𝐿2𝛿𝑡2

2!
6
𝐿2𝛿𝑑2

2!
, ..., ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) 6

𝐿𝑘𝛿𝑑𝑘

𝑘!
.

Тогда 𝛿 = max
𝑡∈[0,𝑑]

ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) 6 𝐿𝑘𝛿𝑑𝑘

𝑘! . Отсюда, 1 6 𝐿𝑘𝑑𝑘

𝑘! для любого 𝑘 ∈ 𝑁 ,

что противоречит lim
𝑘→∞

𝐿𝑘𝑑𝑘

𝑘! = 0. Теорема доказана.

Заключение. Можно получить аналогичный результат, если вместо про-
странства 𝐶𝐶(𝑅𝑛) рассмотреть пространство всех непустых 𝑀 -строго выпуклых
замкнутых подмножеств пространства 𝑅𝑛 [13,14] и всех элементов пространства
𝑅𝑛, то есть 𝑀𝐶𝐶(𝑅𝑛).
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Комлєва Т. О., Плотнiкова Л. I., Плотнiков А. В.
Умови iснування та єдиностi розв’язку для багатозначних iнтегральних рiв-
нянь Вольтерра

Резюме

У 1969 р. F. S. de Blasi i F. Iervolino розглянули багатозначне диференцiальне рiвняння
(диференцiальне рiвняння з похiдною Хукухари). Надалi багато авторiв вивчали пи-
тання iснування, єдиностi та властивостi розв’язкiв багатозначних диференцiальних та
iнтегро-диференцiальних рiвнянь, рiвнянь вищих порядкiв, дослiджували iмпульснi i
керованi системи, а також для таких систем була обгрунтована можливiсть застосува-
ння асимптотичних методiв (метод усереднення). Останнiм часом всi цi дослiдження
трансформувалися в теорiю багатозначних рiвнянь в якостi самостiйної теорiї. Також
дана теорiя має широке застосування в теорiї управлiння, диференцiальних включень,
нечiтких системах та iн. У данiй роботi доведена теорема iснування та єдиностi для
одного з типiв багатозначних iнтегральних рiвнянь Вольтерра.
Ключовi слова: багатозначнiсть, iнтегральне рiвняння, iснування, єдиность.

Komleva T. A., Plotnikova L. I., Plotnikov A. V.
Conditions of existence and uniqueness of solutions for set-valued Volterra
integral equation

Summary

In 1969, F. S. de Blasi and F. Iervolino examined set-valued differential equation (differential

equation with derivative Hukuhara). In the future, many authors have studied the question

of the existence, uniqueness and properties of set-valued solutions of differential and integral-

differential equations, higher-order equations, investigated the impulse and control systems,

as well as the possibility of using the asymptotic methods (the averaging method) has been

proved for such systems. In recent years, all of these studies were transformed into the

theory of set-valued equations as an independent theory. As this theory is widely used in

control theory, differential inclusions, fuzzy systems, and others. In this paper we proved

the existence and uniqueness theorem for one of the types of set-valued Volterra integral

equations.

Key words: set-valued, integral equation, existence, uniqueness.
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