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РАЗРАБОТКА ПРЕДИКАТНЫХ МОДЕЛЕЙ ЛОГИЧЕСКИХ СВЯЗЕЙ ПОНЯТИЙ 

Предложен подход к формализации неявных знаний, разработаны предикатные модели логических свя-
зей между понятиями. Такие модели включают в себя предикаты, отражающие понятия равенства и де-
картова произведения, а также кванторы логики. Разработанные предикатные модели обеспечивают воз-
можность итеративного построения предикатного представления неявных знаний в составе совокупно-
сти первичных и вторичных понятий, а также логических связей между этими понятиями. 
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Введение 
Статья является продолжением работы [1], в 

которой были выделены основные составляющие 
неявных знаний и предложен предикатный подход к 
их формализации, который включает в себя форми-
рование в виде предикатов: базового набора поня-
тий; связей между понятиями; шаблонов представ-
ления неявных знаний. Предложенный подход от-
личается от существующих тем, что обеспечивает 
возможность итеративного построения и дополне-
ния иерархической структуры знаний на основе на-
бора базовых понятий, в частности в заданной про-
фессиональной сфере. Иными словами, наработан-
ный опыт людей может быть выделен в форме ие-
рархии шаблонов и преобразован в систему преди-
катов, после чего использован в системах искусст-
венного интеллекта. 

Там же была предложена предикатная модель 
понятия, которая позволяет описать систему поня-
тий при формализации неявных знаний. Понятия 
представлены предикатами, которые характеризу-
ются свойствами. Такие свойства описываются 
уравнениями алгебры предикатных операций. Поня-
тия задаются достаточным набором свойств, из ко-
торых выводятся все остальные свойства понятия. 
Это дает возможность выводить из определений 
понятий нужные свойства и, следовательно, строить 
описание неявных знаний. 

Второй этап предложенного предикатного под-
хода к формализации неявных знаний заключается в 
выделении логических связей между понятиями. 
Очевидно, что данная задача сводится к идентифи-
кации понятий логики.  

1. Логические понятия как средства 
идентификации понятий 

Объекты идентификации будем черпать, для 
начала, из множества тех логических понятий, кото-
рыми пользуется в своей работе математик. Такие 
понятия легко обнаруживаются. Это – элемент, пе-

ременная и множество; наборы элементов и пере-
менных; отношение и предикат; равенство элемен-
тов и их наборов; равенство и включение множеств 
и отношений; декартово произведение множеств и 
отношений; объединение, пересечение и дополнение 
множеств и отношений; функция и отображение; 
эквивалентность и разбиение; замена и перестановка 
переменных, подстановка; кванторы, числа и т. д. 
Одной из важных мер, обеспечивающих эффектив-
ность идентификации, является четкое различение 
логических понятий, используемых в роли средства 
и объекта описания. 

Язык же, в рамках которого мы исследуем 
предметный язык (употребляя при этом те логиче-
ские средства, которые могут понадобиться), мы так 
и назовем языком исследователя. Соответственно 
можно говорить о предметной (или объектной) ло-
гике и логике исследователя. Необходимо все время 
помнить об этом различии между изучаемой (пред-
метной) логикой и логикой как средством такого 
изучения (то есть логикой исследователя). 

Кратко охарактеризуем те логические понятия, 
которые используются в данной работе в качестве 
средства идентификации рассматриваемых понятий. 
Более подробно они описаны в работе [2]. Вводится 
конечное число m предметных переменных х1, х2,…, 
хm и их значения, которые черпаются из заранее вы-
бранного универсума U. Полагаем, что на декартовом 
квадрате универсума определен предикат равенства 
D. На предметном пространстве, представляющем 
собой декартову степень Um универсума, определя-
ются предикаты Р(х1, х2,…, хm). Предикаты записы-
ваются формулами алгебры предикатов с базисными 
элементами в виде предикатов узнавания предмета: 

хi
а=1 хi=a, 

(i=1, m , aU) и базисными операциями дизъюнкции 
 , конъюнкции   и отрицания    Из всевозмож-
ных таких предикатов образуется множество М. 
Далее определяются предикатные операции F: 
Мn  М. 
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Важно ввести ряд условий, которые часто бу-
дут встречаться в дальнейшем, это сделает более 
компактным дальнейшее изложение, да и будут по-
путно введены важные понятия, которые использу-
ются в самом начале теории начальных логических 
понятий. 

Когда квантор берется по предметным пере-
менным, заданным на универсуме, то универсум в 
ключе квантора будем опускать.  

Если множество (отношение) включено в уни-
версум (в предметное пространство), то универсум 
(или его декартову степень) в ключе квантора опус-
каем: 

 хUР(х)= хР(х); 
 А U F(А)= А F(А). 

Квантор существования и единственности оп-
ределяется следующим образом: 

 !хР(х)= хР(х)   х у(Р(х)  Р(у) D(х, у)). 
Ниже формально определяются те свойства би-

нарных предикатов F(х, у) на А×В, которые исполь-
зуются в этой работе: 

всюду определенность 

 хА  уВ F(х, у); 
однозначность 

 хА  уВ  zВ(F(х, у)  F(х,z)D(у, z)); 
сюръективность 

 уА  xВ F(х, у); 
инъективность 

 хА  уA  zВ(F(х, z)  F(y, z)D(x, y)). 
Функциональными (прямо функциональными) 

называются всюду определенные и однозначные 
предикаты, обратно функциональными – сюръек-
тивные и инъективные, взаимно однозначными – 
однозначные и инъективные, биективными – функ-
циональные и инъективные. 

Ниже формулируются на языке алгебры преди-
катных операций свойства бинарных предикатов 
Р(х, у), заданных на А×А, которые используются в 
качестве инструмента в данном главе: 

рефлексивность 

 хАР(х, x); 
симметричность 

 х, уА (Р(х, у) Р(у, x)); 
антисимметричность 

 х, уА(Р(х, у)  Р(у, x)D(х, у)); 
транзитивность 

 х, у, zА (Р(х, у)  Р(у, x) Р(х, у)); 
Рефлексивные, симметричные транзитивные 

предикаты называются предикатами эквивалентно-
сти, рефлексивные, антисимметричные и транзитив-
ные – предикатами порядка. 

2. Формальное определение понятий 
равенства и декартова произведения 

Определение равенства не зависит ни от каких 
вводимых нами логических понятий. Оно опирается 
только на логический язык, то есть только на инст-
рументальную логику. Поэтому его можно давать 
первым. Точно так же можно было бы начинать с 
определения понятия декартова произведения, по-
скольку оно не опирается на понятие равенства. 
Предикат равенства - это всего один предикат, а не 
семейство предикатов, как декартово произведение. 
А по степени фундаментальности эти два понятия, 
пожалуй, равноценны, оба они играют фундамен-
тальную роль в механизме логики. 

Равенство надо давать раньше принадлежно-
сти, поскольку при определении принадлежности 
приходится использовать предикат равенства. Же-
лательно, чтобы в определении принадлежности 
фигурировало не инструментальное равенство, а 
предметное. Это существенно усиливает определе-
ние понятия принадлежности. 

Вводим предикат равенства Р на U×U условием: 

  х, уU(Р(х, у)~ А U(А(х)~А(у))). (1) 

Одно это условие образует полную систему ак-
сиом для понятия равенства. Другую систему акси-
ом образуют рефлексивность и подстановочность 
предиката равенства. Определение равенства – это 
на самом деле – прямое определение. 

Утверждение 1. Решение следующего уравне-
ния единственно: 

 Р(х, у)=  аU(хауа). (2) 
Доказательство. Поскольку определение – пря-

мое, то единственность равенства обеспечена. Су-
ществование доказывается синтаксическими сооб-
ражениями (выводится из свойств логического ин-
струментария). Правая часть равенства (2) получа-
ется просто путем тождественного преобразования 
правой части равенства (1). 

После того, как установлена единственность 
предиката равенства, даем ему индивидуальное имя. 
Это теперь будет предметный предикат D(х, у). 

Выведем из аксиоматики равенства законы 
рефлексивности, симметричности, транзитивности и 
подстановочности. 

Рефлексивность и симметричность предиката ра-
венства непосредственно следуют из его определения. 
Транзитивность и подстановочность выводим: 

 хU D(х, х); 
 х, уU (D(х, у) D(у, х)); 

 х, у, zU (D(х, у)  D(y, z)D(x, z)); 
 P U  х, уU (P(х)  D(x, y)  P(y)); 

и некоторые другие, например: 

 х, у, zU (D(х, у)  D(х, z)D(y, z)); 
 х, уU (D(х, у) ~  zU(D(х, z) D(у, z))); 
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 х, уU (D(х, у) ~  zU (D(х, z) ~ D(у, z))); 
 х, х1, у, у1U(D(х, у1)  D(х1, у1)   

 D(х1, у) D(х, у)). 
Представляется интересным следующий во-

прос: можно ли образовать для предиката равенства 
полную систему из аксиом, не содержащих преди-
катную переменную Р? Если бы это удалось сде-
лать, то появилась бы возможность существенно 
сократить объем экспериментов, необходимых для 
идентификации систем, реализующих предикат ра-
венства. Если же будет доказано, что без предикат-
ной переменной в аксиоматике равенства идей 
обойтись невозможно, то при этом мы кое-что узна-
ем о тех осложнениях, которые встают при иденти-
фикации предиката равенства. 

Рассмотрим, какие полные несократимые сис-
темы аксиом можно предложить еще для предиката 
равенства. Можно попробовать сформулировать еще 
свойство равенства, основанное на том, что равенст-
во представляет собой частный случай эквивалент-
ности, которая порождает одноэлементное разбие-
ние носителя эквивалентности. Тогда аксиоматика 
будет состоять из двух требований: Р есть эквива-
лентность и разбиение множества U одноэлементно. 
Сформулируем формально последнее требование: 

 хU !уU D(х, у). 
Если это верно, тогда возможна система аксиом 

для равенства без квантора по предикату. Она со-
стоит из рефлексивности, симметричности, транзи-
тивности и “одноэлементности” предиката равенст-
ва. Но надо внимательно посмотреть, так как един-
ственность выражается через предикат равенства, 
из-за этого может не получиться ничего хорошего. В 
инструменте придется использовать предикат ра-
венства, а это обесценивает всю систему аксиом. 
Видимо, принципиально невозможно определить 
равенство в логике первого порядка без использова-
ния инструментального предиката равенства. 

Сформулируем определение декартова произ-
ведения. Берем предикат Р на U×U. Содержательно 
его понимаем как декартово произведение А×В ка-
ких-нибудь подмножеств А и В множества U. 

Предлагается следующее формальное (аксио-
матическое, косвенное) определение декартова про-
изведения Р на U×U: 

ДПРА, В(Р)= х, уU(Р(х, у) ~  

  ~ ( у' U Р(х, у')))  (  х' U Р(х', у))). (3) 
Аксиома единственная. Больше аксиом не тре-

буется. 
Утверждение (об общем виде декартова произ-

ведения). Для любого декартова произведения Р на 
U×U найдется единственная пара предикатов А и В 
на U, таких что для любых х, уU 

 Р(х, у)=А(х)  В(у). (4) 

Эти предикаты выражаются формулами: 

 А(х)= уU Р(х, у); (5) 
 В(у)=  хU Р(х, у). (6) 

Доказательство. Равенство (4) можно рассмат-
ривать как общее решение уравнения (3). В нем А и 
В – произвольно выбираемые предикаты, которые 
определены на U. Теорема доказана. 

Из теоремы следует прямое (конструктивное) 
определение декартова произведения: 

(А×В)(х, у)=А(х)  В(у). 
Задача обобщения понятия декартова произве-

дения. Введенное определение декартова произве-
дения явно не дотягивает в уровне своей общности. 
Это видно на примере свойства ассоциативности 
декартова произведения. Очевидно, что декартово 
произведение ассоциативно: 

(А×В×С)(х, у, z)= 
=А(х) В(у)  C(z)=(А(х) В(у))  C(z)= 
=А(х) (В(у)  C(у))=((А×В)×С)(х, у, z)= 

=(А(х)×(В×С)(у, z))= 
=((А×В)(х, у)×С(z))=(А×(В×С))(х, у, z). 

Но доказать это не удается, поскольку для него 
необходимо рассматривать декартовы произведения 
на разных областях. Приходится рассматривать де-
картовы произведения предикатов с разным числом 
существенных переменных. Так что нужно опреде-
лить класс декартовых предикатов как подмножест-
во множества всех многоместных предикатов. И 
раскладывать этот предикат надо в конъюнкцию 
предикатов разной размерности с разными наборами 
предметных переменных. Например, Р(х, у, z)= 
=А(х, у)×В(z). В разложении одна и та же перемен-
ная может повторяться, например: Р(х, у, z)= 
=А(х, у)×В(у, z)=А(х, у)  В(у, z). Предикаты, кото-
рые можно разложить подобным способом, облада-
ют всеми свойствами декартова произведения. Они 
тоже имеют право на жизнь. И они очень важны на 
практике,  

Например, мысли разворачиваются во фразы 
именно таким способом. Если такое обобщение по-
нятия декартова произведения ввести, то его ассо-
циативность доказывается без труда. Но без него это 
доказать невозможно. 

Из определения декартова произведения можно 
вывести все широко используемые свойства декар-
това произведения (например, его ассоциативность, 
дистрибутивности относительно операций объеди-
нения и пересечения множеств и т.д.). 

Докажем, что, вообще говоря, декартово про-
изведение А×В некоммутативно: 

А×В  В×А, 
ассоциативно: 

(А×В)×C=А×(В×C). 
Доказать, что если А, В, С и D не пусты, то 
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А В и С D А×C B×D; 

А=В и С=D А×C=B×D, 
Доказать, что 

(АВ)×(CD)=(A×C) (B×D); 
t

t T
A


 × t

t T
B


 = t t

t T
A B )


 ( . 

Доказать, что 

(A×B) (C×D) (AC)×(BD). 

Доказать, что 

(АВ)×C=(A×C) (В×D); 
А×(ВC)=(A×В) (А×С); 

(AВ)×(СD)= 
=(A×C) (B×С) (A×D) (B×D); 

(A \ B)×C=(A×C) \ (B×C); 
A×(B \ C)=(A×B) \ (A×C); 

A×B=(A×D) (C×D), где А С и В D; 

k
k K

A

 × t

t T
B


 = t t

(k,t) K T
A B )

 
 ( . 

Пусть А. В   и (A×В) (В×А)=С×D. Дока-
жем, что А=В=С=D. Пусть U={a, b}, А={a}, В={b}, 
A(x)=xa, В(у)=уb. Тогда (A×В)(х, у)=A(x)×В(у)=xa уb, 
однако(В×А)(х, у)=В(x)×А(у)= уbxa. Таким образом, 
в данном примере А×В В×А.  

Следовательно, декартово произведение, вооб-
ще говоря, некоммутативно. 

Формальное описание рассмотренных логиче-
ских понятий было выполнено с использованием в 
качестве средства описания тех же самых логиче-
ских понятий. В связи с этим возникает опасность 
совершить ошибку логического круга. Защиту от 
этой опасности может обеспечить проверка факти-
ческой непротиворечивости получаемых результа-

тов идентификации. 

Выводы 
В работе в соответствии с предложенным под-

ходом к формализации неявных знаний, разработа-
ны предикатные модели логических связей между 
понятиями. Такие модели включают в себя предика-
ты, отражающие понятия равенства и декартова 
произведения, а также кванторы логики. Разрабо-
танные предикатные модели обеспечивают возмож-
ность итеративного построения предикатного пред-
ставления неявных знаний в составе совокупности 
первичных и вторичных понятий, а также логиче-
ских связей между этими понятиями. С практиче-
ской точки зрения это дает возможность распарал-
лелить процесс формализации представления неяв-
ных знаний путем выделения и поэтапного форми-
рования несвязанных совокупностей понятий, и ус-
тановления логических связей между группами на 
последующих шагах. 
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РОЗРОБКА ПРЕДИКАТИВНИХ МОДЕЛЕЙ  
ЛОГІЧНИХ ЗВ'ЯЗКІВ ПОНЯТЬ 

С.Ю. Шабанов-Кушнаренко, Кудхаир Абед Тамер, І.А. Лещінська 
Розглянуто застосування логічної математики для формального опису неявних знань. У якості інструменту опи-

су використовується мова алгебри скінченних предикатів і предикатних операцій. Рішення цієї задачі дозволить іте-
ративно будувати предикативне представлення неявних знань. 

Ключові слова: теорія інтелекту, алгебра скінченних предикатів і предикатних операцій, неявні знання. 
 
 

DEVELOPMENT OF CONCEPTS LOGICAL  
CONNECTIONS PREDICATIVE MODELS 

S.Yu. Shabanov-Kushnarenko, Kudhair Abed Tamer, I.A. Leschynskaya 
Application of logical mathematics is considered for the non-obvious knowledge formalization. The eventual predicates al-

gebra language and predicates operations algebra are used as description instrument. The decision of this task will allow to 
build the predicative representation of non-obvious knowledge. 

Keywords: theory of intelligence, algebras of finite predicates and predicate operations, non-obvious knowledge. 


