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Вступ. Природні і синтезовані п’єзоелектричні матеріали завдяки їх здатності 

перетворення електричного поля в механічні деформації (обернений п’єзоефект) та ме-
ханічних деформацій в електричне поле (прямий п’єзоефект) знаходять широке засто-
сування в пристроях радіоелектроніки і зв’язку, обчислювальної техніки, автоматики, 
вимірювальної техніки, приладах для контролю технологічних процесів, генераторах і 
приймачах механічних (акустичних) коливань в кіло-і мегагерцевому діапазоні. Експе-
риментальні і теоретичні дослідження зв’язаного деформування п’єзоелектричних еле-
ментів мають велике фундаментальне і прикладне значення. У зв’язку з цим актуаль-
ними є розробка і вдосконалення теоретичних та  чисельних методів аналізу пружное-
лектричних гармонічних та нестаціонарних коливань на основі дискретних просторо-
вих континуальних рівнянь електропружності і їх варіаційних тлумачень з використан-
ням сіткових апроксимацій по просторовій координаті, реалізація розроблених алгори-
тмів і проведення аналізу коливань напружено-деформованого стану і електричного 
поля типових п’єзокерамічних елементів. 

Для розв’язку задач електропружності широко застосовуються різні методи сіт-
кових апроксимацій, які або безпосередньо алгебраізують задачу або зменшують її ро-
змірність. 

В роботах Москалькова М.Н. [3], Мельника В.Н. і Москалькова М.Н. [4] вивча-
ються переважно математичні питання сіткових різницевих апроксимацій рівнянь елек-
тропружності. 

Варіаційно-різницевий метод (ВРМ) побудови сіткових апроксимацій запропо-
новано в роботах [7-9]. Більш низький порядок похідних, забезпечує перевагу ВРМ над 
безпосередньою різницевою апроксимацією диференціальних рівнянь коливань. При 
побудові рівнянь за допомогою ВРМ вдається уникнути протиріч в кутових точках об-
ласті. У порівнянні з варіаційними методами, в яких використовується єдина для всього 
тіла система базисних функцій, ВРМ має перевагу через відсутність проблеми вибору 
цих функцій. Матриця розв’язуючої системи ВРМ має симетричну стрічкову структуру. 

На початку 70-х років для розв’язання крайових задач про гармонічні електроп-
ружні коливання був застосований метод скінченних елементів (МСЕ) [11–15]. Біль-
шість робіт, опублікованих пізніше [2 та ін.], присвячені аналізу коливань п'єзоелект-
ричних тіл, здійснюваному в рамках двовимірного підходу. Просторовий тривимірний 
аналіз коливань п’єзоелектичного перетворювача наводиться в роботі [12], в якій вико-
ристано ізопараметричні елементи другого порядку у вигляді двадцятивузлового гекса-
едра. Восьмивузловий гексаедричний елемент з нижчою апроксимацією переміщень і 
електричного потенціалу застосовано для тривимірного аналізу в роботі [15]. Питання 
теорії і реалізації МСЕ частково описані в монографії [5]. 

Редукція системи рівнянь гармонічних електропружних коливань п’єзо-
керамічного циліндру на основі сплайн-апроксимацій застосовується в статті [1]. 

В статті [10] використовуються рівняння гамільтонового типу по товщинній ко-
ординаті для аналізу одномірних гармонічних коливань кулі, циліндру і плоского шару. 
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Закладена в цій статті ідея узагальнюється у цій роботі для осесиметричної задачі елек-
тропружності для циліндру. 

Постановка задачі. В теорії електропружності загальноприйнятим [2, 5, 6 та ін.] 
є використання системи рівнянь коливань деформацій твердого тіла  
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та квазістатичного наближення рівнянь Максвелла для електричного поля  
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Далі верхні індекси «a », « E » і «K » будемо опускати. 
Зведемо систему рівнянь (2.1)-(2.3) до операторної гамільтонової системи по ра-
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В попередніх рівняннях використані позначення 
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Величини θθσ , 
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основні функції 
rr
σ , 

z
u , 

r
D , 

r
u , 

rz
σ , ϕформулами 

−
∂

∂








+−+=

z

ue

e

c

c

cc

c

c z

*

*

*

*
rr

*

*

33

13
13

33

13
1312

33

13

ε

σσθθ  

r

ue
e

c

c
ccD

e r

*

*

*

*
r

*

*









+−+−

33

13
13

33

13
1311

33

13

εε

, 

−
∂

∂








+−+=

z

ue

e

c

c

cc

c

c z

*

*

*

*
rr

*

*
zz

33

13
13

33

13
1311

33

13

ε

σσ  

r

ue
e

c

c
ccD

e r

*

*

*

*
r

*

*









+−+−

33

13
13

33

13
1312

33

13

εε

, 

zc

e
e

c

e
D

zrz

∂

∂








+−=

ϕ
εσ

55

51
5111

55

51 .                                     (2.5) 

Приведемо систему рівнянь (2.4) до системи звичайних диференціальних рів-
нянь на основі різницевих апроксимацій по осьовій координаті. 
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Користуючись формулами (2.7) і апроксимаціями необхідних величин з матеріа-
льних залежностей (2.3) та відповідними граничними умовами, знайдемо невідомі зна-

чення основних функцій 
rr
σ , 

z
u , 

r
D , 

r
u , 

rz
σ ,ϕ  на границях 0

0
== zz  і 

lzz
n
== . У результаті отримаємо замкнену систему звичайних диференціальних 

рівнянь першого порядку. 
Висновки. Запропоновано новий метод редукції рівнянь гармонічних  електроп-

ружних коливань в циліндричних координатах до системи звичайних диференціальних 
рівнянь першого порядку на основі гамільтонового формалізму по радіальній коорди-
наті і різницевих апроксимацій по осьовій координаті. 
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КОНТАКТНЫЕ ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОУПРУГОСТИ  

О ВДАВЛИВАНИИ ДВУХ ЖЕСТКИХ ШТАМПОВ КРУГОВОГО СЕЧЕНИЯ  

В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО 
 

Введение. Методы решения пространственных контактных задач для упругих 
тел достаточно хорошо разработаны. Среди работ в данной области можно выделить 
[1-3] и др., а также [4, 5]. В то же время, все возрастающее использование электроупру-
гих материалов, которые отличаются значительной хрупкостью, вызывает необходи-
мость детального изучения распределения силовых и электрических полей в электро-
упругих телах вблизи трещин, штампов [6]. Однако, решение трехмерных задач элек-
троупругости сопряжено со значительными математическими трудностями, поскольку 
исходная система дифференциальных уравнений является связанной относительно си-
ловых и электрических полей. Решению отдельных контактных задач для электроупру-
гих тел посвящены работы [6-8]. Однако до настоящего времени контактное взаимо-
действие двух жестких штампов кругового сечения с электроупругим полупространст-
вом не изучено. 

В данной работе рассмотрены задачи контактного взаимодействия двух жестких 
штампов (плоских и неплоских) кругового сечения. Получены решения новых задач, 
найдены аналитические выражения для распределения контактного давления под 


