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ИССЛЕДОВАНИЕ СОПРОТИВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЮ ВАГОНА 
С КОЛЕСАМИ РАЗЛИЧНЫХ КОНСТРУКТИВНЫХ СХЕМ 

 
 

В работе проведены исследования сопротивления движению вагона с колесами 
различных конструктивных схем с помощью математического моделирования. 
Выявлены потенциальные преимущества при использовании в ходовой части ко-
лес перспективных конструктивных схем. 

Ключевые слова: вагон, конструктивная схема, математическое моделирование, 
сопротивление, показатели, уравнения движения. 

У роботі проведені дослідження опору руху вагона з колесами різних конструк-
тивних схем з допомогою математичного моделювання. Виявлено потенційні 
переваги при використанні в ходової частини коліс перспективних конструктив-
них схем. 

Ключові слова: вагон, конструктивна схема, математичне моделювання, опір, по-
казники, рівняння руху. 

 
Постановка проблемы. Результаты исследований [1, 2] особенностей движения по 

рельсу колеса перспективной конструктивной схемы (ПКС) [3] (схема допускает воз-
можность независимого вращения гребня и  поверхности катания колеса вокруг общей 
оси) показали возможность снижения скорости проскальзывания в гребневом контак-
те, которая определяет уровень дифференциального  сопротивления движению и из-
носа контактирующих поверхностей. В связи с этим представляется целесообразным 
дальнейшее изучение перспектив снижения сопротивления движению вагона за счет 
использования колес ПКС путем математического моделирования. 

Анализ последних исследований и публикаций. Детальный обзор научной лите-
ратуры данного направления исследований показал, что в настоящее время для мате-
матического описания движения рельсовых экипажей предложено значительное  
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количество моделей с различными степенями идеализации системы и подробностей 
описания в зависимости от поставленных задач. Выбор расчетной схемы и математи-
ческое моделирование осуществлялись на основе анализа работ [2, 4-10] с учетом осо-
бенностей взаимодействия колеса ПКС с рельсом.  

Цель статьи – математическое описание движения вагона с колесами различных 
конструктивных схем с целью исследования сопротивления движению. 

Изложение основного материала исследования. Составленная математическая 
модель движения вагона представляет собой развитие моделей,   представленных в 
трудах ученых Днепропетровского национального университета железнодорожного 
транспорта имени акад. В.А. Лазаряна [11-15]. 

Модель вагона рассматривалась как система, состоящая из 19 твердых тел (кузова, 
двух надрессорных балок, четырех боковых рам тележек, четырех колесных пар и 
восьми гребней (имеющих возможность независимого вращения относительно колес 
вокруг их общей оси) с жесткими и упруго-диссипативными связями между ними, 
движущаяся по инерционному упруго-вязкому пути. Расчетная схема системы приве-
дена на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема системы «экипаж-путь» 
 

Для описания колебаний тел системы использовалась система координат , 

движущаяся вдоль пути по некоторому закону  ( - пройденное расстояние, - 

время) так, что ось  направлена в сторону движения экипажа, ось  направлена 

вправо, если смотреть по направлению движения, а ось  нормальна плоскости пути 

и направлена вниз. При этом предполагалось, что точка  движется с постоянной 
скоростью V (таким образом, ), а путь представляет собой прямую или круговую 

кривую кривизны . 

Координаты центров тяжести тел системы обозначаются буквами , , , снаб-
женными следующими индексами. Верхний индекс «a» обозначает кузов, «b» – 
надрессорную балку, «s» – боковую раму тележки, «w»– колесную пару, «g» – гре-

бень, «r» – рельс. Нижний индекс  обозначает номер тележки по ходу движения, ин-

декс  обозначает одну из сторон экипажа (1 – левая сторона, 2 – правая),  – колес-
ную пару в тележке (1 – первая по ходу движения, 2 – вторая). Угловые перемещения 

относительно осей , ,  обозначаются символами , ,  с соответствую-
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щими индексами, массы и моменты инерции – индексированными символами , , 

, . 
Составляющие сил и моментов обозначаются соответствующими большими бук-

вами, нижние индексы при которых имеют тот же смысл, что и нижние индексы при 
координатах, а верхние представляют собой разделенные запятой обозначение тела, со 
стороны которого действует сила (момент), и обозначение тела, на которое она дей-
ствует. Общее число степеней свободы всех тел системы – 84. 

Уравнения колебаний тел системы. Кузов вагона имеет шесть степеней свободы 
(перемещения и повороты относительно трех взаимно перпендикулярных осей), и на 

него действуют продольные силы в автосцепных устройствах , продольные  

и вертикальные  силы в скользунах, силы , ,  и моменты , 

 в пятниковых узлах. Движение кузова вагона описывают следующие 
дифференциальные уравнения: 
 

 

                                      

                                      

                                                    (1)  

               

                                   , 
 

где – непогашенное ускорение; 

       – расстояние от центра тяжести кузова до плоскости опирания кузова на тележ-
ки; 
       – база вагона; 

      – расстояние между скользунами;  

       – ускорение свободного падения. 
Каждая надрессорная балка обладает пятью степенями свободы (вращение относи-
тельно оси Oy не рассматривается). Кроме соответствующих сил со стороны кузова 
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                                                        (2) 

                                          
 
где 12b  – расстояние между комплектами рессорного подвешивания одной тележки. 

Каждая боковая рама имеет пять степеней свободы: , , , , , – и на 

нее действуют силы, возникающие в рессорном подвешивании и в буксах , , 

 а также моменты , приложенные в буксовых узлах. 
 

                                         

                                         

                                             (3) 

                                          

                                          
 
где 12l  – база тележки. 

Каждая колесная пара имеет шесть степеней свободы. Со стороны рельсов на нее 

действуют силы , ,  и моменты , ,  (которые представляют 
собой проекции момента поворотного крипа). Со стороны подвижных гребней на нее 

действуют моменты . 
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                             (4) 

 

                     

                     
 
где b2  – расстояние между средними кругами катания колес,  
       imjr  – радиус соответствующего колеса. 

В математической модели предусматривается возможность использования колес 
ПКС с независимым вращением гребней относительно соответствующих колес вокруг 
их общей оси. Каждый гребень колеса ПКС имеет одну степень свободы. Со стороны 

рельсов на него действует момент , а со стороны соответствующего колеса колес-

ной пары – момент .  
Уравнения движения гребней колеса ПКС 

 

,                                     (5) 
 

где - момент инерции гребня колеса ПКС относительно его оси вращения, 

      – момент сил крипа, действующих на j-й гребень i-й колесной пары m –й те-
лежки вагона в продольной вертикальной плоскости. 

Момент  фактически является моментом сопротивления в узле сопряжения 
колеса и гребня. Величина этого момента зависит от выбранной конструкции узла 
сопряжения и, в общем случае, определяются выражением вида 

 

,                               (6) 
 

где  – максимальное значение момента сопротивления в узле сопряжения коле-
са и гребня. 

Выражения для определения соответствующих силовых факторов в уравнениях 
приведены ниже. 
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Отказ от обычно вводимой связи  существенен для изучения процес-
сов сопротивления движению и износа гребней, так как в кривых малого радиуса, в 
которых наблюдается наибольшая интенсивность этих процессов, колесные пары 
движутся со значительными проскальзываниями, и вышеупомянутое соотношение 
становится неверным. Кроме того, модель становится пригодной для изучения пере-
ходных режимов движения. 

Уравнения колебаний рельса имеют вид: 
 

,                         (7) 

                                                 , 
 

где  – приведенная масса пути в горизонтальном направлении; 

       – приведенная масса пути в вертикальном направлении; 

       – коэффициент жесткости пути в горизонтальном направлении; 

       – коэффициент жесткости пути в вертикальном направлении; 

       – коэффициент вязкости пути в горизонтальном направлении; 

       – коэффициент вязкости пути в вертикальном направлении. 
Силовое взаимодействие колеса и соответствующего гребня в направлении коор-

динаты i  моделировалось постоянным моментом сопротивления сМ  в узле их со-

пряжения.   
 Результаты многочисленных исследований [10-16] свидетельствуют о том, что 

тангенциальные силы взаимодействия деформируемых колес и рельсов могут быть 
выражены через относительные скорости проскальзывания в точках контакта. Совре-
менные модели касательных сил в контакте колесо-рельс (сил крипа) основаны на 
нелинейных зависимостях вида 

 

),,,,(, pNfF xxyx  ,                                 (8) 

 
где xF , yF  – продольная и поперечная силы крипа, действующие в касательной к 

точке контакта плоскости;  
       N  – нормальная реакция в точке контакта;  

       xx  ,  – продольная и поперечная составляющие относительного проскаль-

зывания в точке контакта;  

        – спин; 

       p  – набор геометрических параметров, характеризующих профили колеса и 
рельса в точке контакта.  
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Составляющие относительных проскальзываний в точках контакта соответственно 

в продольном x  и поперечном y  направлениях и полное относительное проскаль-

зывание   рассчитывались по следующим зависимостям:  
 

,.

v

v xck
x      ,.

v

v yck
y       

22
ух   ,            (9) 

где xckv . , yckv . – соответствующие компоненты скорости точки колеса в точке 

контакта относительно рельса;  
        v  – скорость продольного движения колесной пары. 
В составленной математической модели расчет сил крипа каждой колесной пары 

осуществлялся по следующим нелинейным аналитическим зависимостям с заданием 

коэффициента крипа ck  по Мюллеру [17, 20]:  

, 

,                           (10) 

, 
 

, 

xyxx FF   ,    xyyy FF   . 

. 
Рекомендуемые значения параметра m 3, 4 [16]. 

xyF , xF , yF  – соответственно сила крипа в точке контакта и ее продольная и 

поперечная составляющие, 

 f – коэффициент трения. 
Относительные проскальзывания в точках контакта определялись следующим об-

разом: 
- в основном контакте колеса с рельсом  
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где ir  – текущий радиус качения левого ( 1i ) и правого ( 2i ) колеса:  
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 yrr i
i )1(                                    (13) 

- в гребневом контакте  
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где гir – расстояние от точки гребневого контакта до оси вращения гребня. 

Направление векторов скоростей проскальзываний и сил крипа в гребневых кон-
тактах определялись в соответствии с установленными  особенностями движения ко-
лес ПКС [1, 2]. 

Координаты 1  и 2  принимались как малые углы поворота колес относительно 

общей оси колесной пары при учете ее конечной крутильной жесткости 0C . 

Для интегрирования системы уравнений был использован двухшаговый метод Рун-
ге-Кутта второго порядка [17], применение которого обусловлено наличием в модели-
руемой системе большого числа пружин большой жесткости, односторонних ограни-
чителей с зазорами и элементов сухого трения, делающих  часть системы уравнений 
негладкой. Шаг интегрирования подбирался экспериментально и обычно принимался 
равным нескольким стотысячным долям секунды. 

На базе составленной математической модели разработано программное обеспече-
ние для ЭВМ, реализующее интегрирование приведенных выше уравнений движения 
экипажа и проведены предварительные расчеты. 

На рис. 2 показаны результаты сравнения некоторых расчетных динамических по-
казателей с данными экспериментов соответственно для порожнего (а) и груженого (б) 
состояния вагона для случая его движения в прямом участке пути.  
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в кривой R= 350 м
 
Исходя из анализа построенных графиков установлено, что значения общего 

удельного сопротивления при движении порожнего и груженого вагона с колесами 
ПКС на различных режимах движения ниже, чем значения этого показателя с колеса-
ми ТКС при тех же условиях. В прямых участках пути это снижение может составить 
в зависимости от скорости движения 10...12% для груженного вагона и 13...15% для 
порожнего вагона. В кривых радиусом 350 м, 750 м и 1200 м – соответственно 
20...22% и 23...25%, 16...18% и 17...19%, 13...15% и 14...16%. 

Наблюдается достаточно близкое совпадение характера расчетных кривых и эмпи-
рических, полученных по формулам ПТР.  Количественное соответствие расчетных и 
экспериментальных значений рассматриваемых величин также удовлетворительно – 
максимальное расхождение результатов не превышает 9 % для груженого вагона и 16 
% для порожнего вагона. Это также подтверждает пригодность составленной матема-
тической модели и программного обеспечения для решения поставленных задач. 

Выводы. Вышеизложенные результаты математического моделирования свиде-
тельствуют о том, что применение колес ПКС в ходовых частях рельсовых экипажей 
может позволить уменьшить сопротивление движению рельсового подвижного соста-
ва за счет минимизации дифференциального кинематического проскальзывания греб-
ней колес по рельсам. Это подтверждает  целесообразность использования колес ПКС 
в экипажных частях рельсовых транспортных средств для снижения затрат на тягу 
поездов и уменьшение износа контактирующих поверхностей гребней колес и боко-
вых граней головок рельсов.  
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RESEARCH OF RESISTANCE TO MOVEMENT THE  WAGON WITH 
WHEELS OF VARIOUS CONSTRUCTIVE SCHEMES 

 
In the work the researches of resistance to movement of the vagon with wheels of vari-

ous constructive schemes by mathematical modeling are carried out. Potential advantages 
are revealed when using perspective constructive schemes in the running gear. 

Keywords: wagon, constructive scheme, mathematical modeling, resistance, indicators, 
equations of motion. 
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