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Метод конечно-элементной
аппроксимации для исследования
дивергенции крыла самолета

Пропонується метод скiнченно-елементної апроксимацiї (МК–
ЕА), призначений для дослiдження схильних до аеродинамiчного
впливу конструкцiй та, зокрема, для визначення величини швид-
костi лiтальних апаратiв, при якiй настає явище дивергенцiї, не-
стiйкого вiдносного руху конструктивних елементiв.
Згiдно МК–ЕА реальна конструкцiя замiнюється набором еквi-
валентних скiнченних елементiв, що мiстять пружну i аероди-
намiчну частини. При цьому показано, що аналогiчнi властиво-
стi еквiвалентного скiнченного елемента має базовий фрагмент
МК–ЕА, що складається з пружного i антипружного елементiв,
на основi якого будується розрахункова схема. Обчислювальним
ядром МК–ЕА служить метод вузлової конденсацiї, в якому крiм
традицiйних пружних елементiв, що обумовлюють виникнення
пружних вiдновлювальних сил, вводяться антипружнi елементи,
що характеризують дiю перекидальних аеродинамiчних момен-
тiв.
Наведено приклад застосування розробленого методу для розра-
хунку швидкостi дивергенцiї прямого крила лiтака. Порiвняння
результатiв розрахунку з точним рiшенням показало високу ефе-
ктивнiсть МК–ЕА.

c⃝ И.В. Балабанов, Т.В. Балабанова, Ю.И. Бондарь, 2014
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Введение. Метод конечно-элементной аппроксимации
(МК–ЭА) предназначен для численного и аналитического
расчета конструкций, подверженных аэродинамическому
воздействию.

Целью МК–ЭА является исследование действия аэродина-
мических сил на конструктивные элементы изделия и, в ча-
стности, определение величины скорости летательных аппара-
тов, при которой наступает явление дивергенции, неустойчиво-
го относительного движения элементов конструкции.

Основой МК–ЭА служит метод узловой конденсации (МУК)
[1], в котором помимо традиционных упругих элементов, обу-
словливающих возникновение упругих восстанавливающих сил,
вводятся антиупругие элементы, характеризующие действие
опрокидывающих аэродинамических моментов. При этом ре-
альная конструкция (например, крыло самолета) фактически
заменяется набором эквивалентных конечных элементов, содер-
жащих упругую и аэродинамическую части (рис.1).
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Рис. 1: Эквивалентный конечный элемент крыла самолета.

Рассмотрим свойства эквивалентного конечного элемента
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крыла самолета, разделенного на n участков.
Каждый из участков характеризуется своим углом атаки

αi(i = 1, n) и углом упругого закручивания θi(i = 1, n), которые
измеряются на конце участка (рис.1).

При этом является очевидным, что αi =
i∑

l=1

θl.

Проведем анализ действующих на рассматриваемый коне-
чный элемент обобщенных сил. Причем в соответствии с постав-
ленной задачей ограничимся исследованием взаимодействия
только упругих и аэродинамических сил.

Таким образом, в конце i-го участка действует система сле-
дующих обобщенных сил:
— упругий восстанавливающий момент MCi = c[i−1,i]4,4θi;
— аэродинамический опрокидывающий моментMAi = a[0,i]4,4αi.

Здесь коэффициенты c[i−1,i]4,4 и a[i−1,i]4,4 представляют со-
бой соответствующие элементы матриц жесткости C[i−1,i] и ан-
тижесткости A[i−1,i], описывающие угловые упругую жесткость
и аэродинамическую антижесткость эквивалентного конечного
элемента относительно оси OxN системы нормальных коорди-
нат OxNyNzN (рис.1).

Является очевидым, что отмеченными свойствами эквива-
лентного конечного элемента будет обладать базовый фрагмент
расчетной схемы МК–ЭА, состоящий из упругого и антиупру-
гого элементов, соединяющих базовый узел (i) соответственно
с предыдущим (i− 1)-ым узлом и с основанием (рис.2).
Описание расчетной схемы объекта исследования. Рас-
смотрим методику построения расчетной схемы МК–ЭА, в ко-
торую преобразуется подлежащая расчету пространственная
упругая конструкция, подверженная аэродинамическому во-
здействию.

Построение расчетной схемы, соответствующей исследуемой
конструкции, проводится следующим образом:
— в расчетной схеме каждый из упругих и антиупругих элемен-
тов исследуемой конструкции заменяется упругой и антиупру-
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Рис. 2: Базовый фрагмент расчетной схемы.

гой межузловыми связями, ограниченными с двух концов узла-
ми и характеризуемыми соответствующими матрицами жестко-
сти и антижесткости;
— в расчетной схеме инерционные абсолютно жесткие элемен-
ты исследуемой конструкции отображаются узлами;
— в расчетной схеме группа узлов, соединяемых в исследуемой
конструкции с помощью абсолютно жестких связей (включая
жесткую связь через основание), объединяется в один общий
узел;
— каждый из узлов расчетной схемы нумеруется, соответству-
ющие номера присваиваются межузловым упругим и антиупру-
гим связям.

Таким образом, рассматриваемая расчетная схема (рис.3)
представляет собой упорядоченную систему, состоящую из
узлов, соединенных между собой с помощью упругих и анти-
упругих связей.

Жесткостные характеристики каждой упругой связи расче-
тной схемы описываются матрицами жесткости. В частности,
матрица жесткости r-ой упругой связи, проходящей от узла k
к узлу m, описывается следующим выражением:

C
(r)
{d}[k,m] =

[
c
(r)
{d}[k,m]i,j

]
, (i, j = 1, 6). (1)

Здесь введены обозначения:
— в верхнем индексе (r) матрицы жесткости записан номер



22 И.В. Балабанов, Т.В. Балабанова, Ю.И. Бондарь

0 

0 

],0[ k
С !

0 0 

k n 

]0,[m
A !

],[ mk
С !

m 

( )

[ , ]

r

k m
С !

( 1)

[ , ]

r

k m
С

−
!

]0,[n
A !

]0,[k
A !

Рис. 3: Расчетная схема исследуемой конструкции.

упругой связи;
— в нижних индексах {d} и [k,m] указан номер базовой коорди-
натной системы Odxdydzd, в которой данная матрица жесткости
определена, и номера узлов, между которыми находится рас-
сматриваемая упругая связь;
— c

(r)
{d}[k,m]i,j(i, j = 1, 6) — элементы матрицы жесткости, пред-

ставляющие собой соответствующие коэффициенты пропорци-
ональности между обобщенными силами и перемещениями в
уравнениях равновесия, записанных в координатной форме.

Характеристики антиупругих связей расчетной схемы опи-
сываются матрицами антижесткости A

(r)
{d}[0,m], индексы, в обо-

значениях которых имеют смысл аналогичный обозначениям,
введенным для матриц жесткости C(r)

{d}[0,m].
Причем, элементами матриц антижесткости являются ко-

эффициенты пропорциональности из соответствующих уравне-
ний равновесия. Так, например, матрица антижесткости коне-
чного элемента (рис.1) в своей системе нормальных координат
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OxNyNzN будет иметь диагональный вид

A
(r)
{N}[0,m] = diag

(
0 0 0 a

(r)
[0,m]4,4 0 0

)
,

где коэффициент a
(r)
[0,m]4,4 описывает угловую аэродинамиче-

скую антижесткость относительно оси OxN .
Решение задачи методом конечно-элементной аппро-
ксимации. В рамках общей постановки задачи может рассма-
триваться два типа решений.

— Первый тип содержит численное решение в виде матриц
жесткости межузловых связей, эквивалентных всей рассматри-
ваемой системе, либо отдельным ее частям. В рамках данного
решения матрицы антижесткости A

(r)
{d}[k,m] задаются в числен-

ном виде, причем рассмотрению подлежат только докритиче-
ские скорости самолета, уступающие скорости дивергенции.

— Второй тип решений заключается в определении величи-
ны скорости дивергенции. В рамках данного решения матрицы
антижесткости A

(r)
{d}[k,m] задаются в аналитическом виде, как

функции от искомой скорости дивергенции, причем матричные
операции, предусмотренные МК–ЭА, должны выполняться в
символьном виде.

Методика решения МК–ЭА основана на соответствующих
методиках МУК [1].

Прежде всего, необходимо задаться единой глобальной си-
стемой координат Ox0y0z0 и определить относительно нее поло-
жение локальных координатных систем, применяемых в каче-
стве базовых систем координат для получения матриц жестко-
сти или антижесткости межузловых связей в рассматриваемой
расчетной схеме. Так, в частности, смещение начала координат
Ow локальной системы координат Owxwywzw относительно гло-
бальной координатной системы Ox0y0z0 будет характеризова-

ться вектором-столбцом R0w =
[
r
(w)
x0 r

(w)
y0 r

(w)
z0

]T
и построенной
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на его основе кососимметричной матрицей

Ř0w =

 0 −r(w)
z0 r

(w)
y0

r
(w)
z0 0 −r(w)

x0

−r(w)
y0 r

(w)
x0 0

 , (2)

где r(w)
x0 , r

(w)
y0 и r

(w)
z0 соответствующие координаты точки Ow в

системе координат Ox0y0z0.
В свою очередь, угловое положение осей локальной коорди-

натной системы Owxwywzw относительно глобальной системы
координат Ox0y0z0 будет характеризоваться матрицей направ-
ляющих косинусов

D0w =

cos(x0ˆxw) cos(x0ˆyw) cos(x0ˆzw)
cos(y0ˆxw) cos(y0ˆyw) cos(y0ˆzw)
cos(z0ˆxw) cos(z0ˆyw) cos(z0ˆzw)

 , (3)

где в качестве элементов матрицы выступают косинусы углов
между соответствующими осями локальной (Owxwywzw) и гло-
бальной (Ox0y0z0) координатных систем.

Кососимметричная матрица Ř0w и матрица направляющих
косинусов D0w формируют матрицу преобразования коорди-
нат Λ0w, позволяющую осуществлять переход из локальной
(Owxwywzw) в глобальную (Ox0y0z0) базовые координатные си-
стемы и имеющую следующий вид:

Λ0w =

[
D0w O

Ř0wD0w ±D0w

]
, (4)

где O =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 — нулевая матрица третьего порядка;

отрицательный знак в формуле (4) ставится перед матрицей
D0w в случае, если локальная координатная система Owxwywzw,
в отличие от глобальной системы координат Ox0y0z0, представ-
ляет собой левую координатную систему.
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Для получения матриц жесткости упругих связей МК–ЭА
прежде всего необходимо матрицы жесткости и антижесткости
всех межузловых связей расчетной схемы перевести из локаль-
ных координатных систем в единую глобальную систему ко-
ординат Ox0y0z0. В частности, расположенная между k-ым и
m-ым узлами расчетной схемы r-я упругая связь, характеризу-
емая матрицей жесткости C

(r)
{d}[k,m], определяемой в локальной

системе координат Odxdydzd, будет описываться матрицей жес-
ткости C(r)

{0}[k,m], определяемой в глобальной системе координат
Ox0y0z0,

C
(r)
{0}[k,m] = Λ0dC

(r)
{d}[k,m]Λ

T
0d,

где Λ0d — матрица преобразования координат, описываемая
выражениями (2)–(4) и позволяющая осуществлять переход из
локальной базовой системы координат Odxdydzd в глобальную
базовую координатную систему Ox0y0z0.

Аналогичным образом проводится расчет матриц антижес-
ткости при переходе из локальной базовой системы коорди-
нат Odxdydzd в глобальную базовую координатную систему
Ox0y0z0:

A
(r)
{0}[km] = Λ0dA

(r)
{d}[km]Λ

T
0d.

При этом, учитывая "параллельность" соединения связей, опи-
сываемых матрицами жесткости C

(r)
{0}[k,m] и антижесткости

A
(r)
{0}[k,m], матрица жесткости C{0}[k,m] межузловой упругой свя-

зи, лежащей между k-ым и m-ым узлами системы, может опре-
деляться по формуле

C{0}[k,m] =
∑
(∀r)

(
C

(r)
{0}[k,m] +A

(r)
{0}[k,m]

)
.

Таким образом, в результате преобразований, проведенных в
расчетной схеме, получена упорядоченная система МК–ЭА, со-
стоящая из узлов, связанных между собой соответствующими
связями. При этом в качестве характеристик межузловых упру-
гих связей выступают матрицы жесткости C{0}[k,l] ∈M6(k, l =
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= 1, n; k ̸= l), а в качестве характеристик межузловых
антиупругих связей используются матрицы антижесткости
A{0}[k,l] ∈ M6(k, l = 1, n; k ̸= l), определенные в глобальной
базовой системе координат Ox0y0z0.

Алгоритм, рекуррентные формулы и основные виды
решений в методе конечно-элементной аппроксимации.
Сущность МК–ЭА состоит в последовательном преобразовании
исходной системы в эквивалентные системы с меньшим коли-
чеством узлов.

На каждой итерации МК–ЭА исключается только один узел,
а преобразованию подлежат только связи, находящиеся между
теми узлами, которые имели непосредственную связь с исклю-
ченным узлом.

На рис.4 показано проводимое в соответствии с МК–ЭА пре-
образование исходной системы, состоящее в исключении l–го
узла. Здесь при обозначении матриц жесткости в преобразо-
ванной системе (например, C{0}[k,m](l)) в нижних индексах по-
сле фигурных и квадратных скобок, содержащих соответству-
ющие данные, вводится индекс в круглых скобках с указанием
номеров всех узлов, исключенных в рассматриваемой преобра-
зованной системе.

Рекуррентная формула МК–ЭА представляет собой форму-
лу для расчета матриц жесткости межузловых связей, полу-
чаемых при эквивалентных преобразованиях исходной систе-
мы. Например, при преобразовании, состоящем в исключении
l–го узла (рис.4), матрицы жесткости C{0}[k,m](l) определяется
по следующей рекуррентной формуле:

C{0}[k,m](l) = C{0}[k,m]+

+
(
C{0}[k,l] +A{0}[k,l]

) (
C{0}[l]

)−1 (
C{0}[l,m] +A{0}[l,m]

)
,

(5)

где C{0}[l] ≡
∑
(∀s)

(
C{0}[l,s] +A{0}[l,s]

)
— сумма матриц жесткости

всех межузловых связей, непосредственно примыкающих к l-му
узлу.
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Рис. 4: Преобразование упругой системы в соответствии с МК–
ЭА.

Необходимо отметить ряд замечаний:
— обязательным условием работы алгоритма МК–ЭА является
положительная определенность матрицы жесткости C{0}[l], сви-
детельствующая об устойчивости исследуемой конструкции;
— получающиеся в результате преобразований МК–ЭА матри-
цы могут терять или, наоборот, приобретать свойства антижес-
ткости, становясь обычными матрицами жесткости C{0}[k,m](l)

или антижесткости A{0}[k,m](l).
Рассмотрим методику получения с помощью МК–ЭА реше-

ний основных типов рассматриваемых задач.
— Пусть требуется определить жесткостные характеристики

эквивалентной межузловой связи, которая наряду с прямыми
связями учитывает также непрямые связи, связывающие обо-
значенную пару узлов через другие узлы исследуемой системы.

Для решения поставленной задачи необходимо в соответ-
ствии с МК–ЭА выполнить преобразования исходной системы и
найти решение в виде матрицы жесткости соответствующей ме-
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жузловой связи. Например, если требуется определить матрицу
жесткости эквивалентной связи, расположенной между узлами
k и m, то необходимо исключить в соответствии с МК–ЭА все
узлы упругой системы, кроме узлов k и m, между которыми и
будет находиться эквивалентная упругая связь с искомой ма-
трицей жесткости C{0}[k,m](∀l=1,n; l ̸=k,m).

— Предположим теперь, что требуется найти решение МК–
ЭА в виде скорости дивергенции, которая способствует сниже-
нию до нуля результирующей жесткости системы и, как след-
ствие, приводит к бесконечному возрастания относительных пе-
ремещений узлов системы, например, узлов k и m.

В ходе решения этой задачи исключаются в соответствии
с МУК все узлы рассматриваемой системы, кроме узлов k
и m. При этом определяется матрица жесткости эквивален-
тной межузловой связи, расположенной между узлами k и
m, C{0}[k,m](∀l=1,n; l ̸=k,m)(Vдив), как функция от искомой ско-
рости дивергенции Vдив, которая находится из уравнения

det
(
C{0}[k,m](∀l=1,n; l ̸=k,m)(Vдив)

)
= 0. (6)

Пример определения скорости дивергенции методом
конечно-элементной аппроксимации. Продемонстрируем
МК–ЭА на примере определения скорости дивергенции прямо-
го крыла самолета.

Отметим, что, полученное в соответствии с теорией несущей
полосы [2], точное значение скорости дивергенции идеализиро-
ванного прямого крыла самолета Vдив описывается формулой

Vдив =
π

2lslc

√
2GJkp
ρkake

. (7)

Здесь введены следующие обозначения:
ρ — плотность газа;
Jkp и G — момент инерции поперечного сечения и модуль упру-
гости материала при кручении крыла;
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ls и lc — длина крыла и хорды крыла;
ka и ke — коэффициенты пропорциональности, характеризую-
щие наклон кривой подъемной силы и эксцентриситет аэроди-
намического центра.

Сначала разделим исследуемое идеализированное крыло на
n(n ≥ 2) одинаковых участков. Затем, согласно требований
МК–ЭА, составим расчетную схему (рис.5), где матрица жес-
ткости C

(n)
[k−1,k] обусловливается действием упругих восстанав-

ливающих сил, а матрица антижесткости A
(n)
[k−1,k] характери-

зует влияние опрокидывающих аэродинамических сил на k-
ом участке крыла. Теперь, проведем "конденсацию" всех про-
межуточных узлов и определим результирующую матрицу
C

(n)

[0,n](1,n−1)
(n ≥ 2). При этом искомая скорость дивергенции на-

ходится из уравнения

det
(
C

(n)

[0,n](1,n−1)

)
= 0, (n ≥ 2). (8)
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Рис. 5: Расчетная схема МК-ЭА идеализированного прямого
крыла.

Отметим, что в связи с симметричностью идеализированно-
го крыла [3] матричные операции, предусмотренные МК–ЭА,
заменяются на математические действия между скалярными
величинами, соответствующими однокомпонентному случаю. В
этом случае, матрице жесткости C(n)

[k−1,k] ставится в соответствие
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угловая жесткость c(n)∂ k-го участка крыла, а матрице антижес-
ткости A(n)

[k−1,k] будет соответствовать коэффициент c(n)∂ опроки-
дывающего аэродинамического момента на k-ом участке крыла.
К тому же при определении искомой скорости дивергенции V (n)

див
вместо уравнения (8), где проводится расчет общего определи-
теля результирующей матрицы жесткости, относительно V

(n)

див
решается полиномиальное уравнение

c
(n)

[0,n](1,n−1)l,l

(
V

(n)

див

)
= 0, = 0, (n ≥ 2). (9)

Здесь нижний индекс l, l диагонального элемента c
(n)

[0,n](1,n−1)l,l

результирующей матрицы должен соответствовать угловой ко-
ординате, характеризующей кручение крыла.

При этом согласно введенным обозначениям величина жес-
ткости c

(1)
∂ и антижесткости c

(1)
∂ крыла, представленного в

конечно-элементном виде, состоящим из одного участка, будут
описываться выражениями [2]

c
(1)
∂ =

GJkp
ls

; a
(1)
∂ = −ρV

2
0

2
kakelcls, 0 ≤ V0 ≤ Vдив. (10)

В свою очередь должно быть очевидным, что величины жес-
ткости c(n)∂ и антижесткости a(n)∂ каждого из n(n ≥ 2) участков
крыла могут записываться в виде

c
(n)
∂ = nc

(1)
∂ ; a

(n)
∂ =

a
(1)
∂

n
. (11)

Согласно МК–ЭА и формулам (9)–(11) проведем расчет при-
ближенных величин скоростей дивергенции идеализированного
прямого крыла в зависимости от количества участков разбивки
n и соответствующему ему числа конечных элементов.

Рассмотрим сначала случай, когда крыло состоит из одного
участка разбивки (n = 1). Согласно расчетной схеме (рис.5)
результирующая матрица C[1,0] равна

C[1,0] = C
(1)
[0,1] +A

(1)
[0,1]. (12)
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Проводя замену матриц в выражении (12) на соответствую-
щие скалярные величины, получим следующее уравнение:

c
(1)
∂ + a

(1)
∂

(
V

(1)

див

)
= 0. (13)

Подставляя в уравнение (13) значения из формул (10), полу-
чим приближенное выражение для скорости дивергенции

V
(1)

див =
1

lslc

√
2GJkp
ρkake

. (14)

При результирующая матрица, получаемая согласно расче-
тной схеме идеализированного прямого крыла (рис.5), примет
следующий вид:

C
(2)
[2,0](1) =

[(
C

(2)
[1,0] +A

(2)
[1,0]

)−1
+
(
C

(2)
[1,2]

)−1
]−1

+A
(2)
[2,0]. (15)

Заменяя матрицы в выражении (15) на соответствующие ска-
лярные величины, получаем следующее уравнение:[(

c
(2)
∂ + a

(2)
∂

)−1
+
(
c
(2)
∂

)−1
]−1

+ a
(2)
∂ = 0. (16)

Решением уравнения (16) будет выражение

a
(2)
∂

(
V

(2)

див

)
= −3−

√
5

2
c
(2)
∂ . (17)

Подставляя в выражение (17) значения из формул (11) и (14),
получим следующее приближенное выражение для скорости
дивергенции

V
(2)

див = 1, 236 · V (1)

див =
1, 236

lslc

√
2GJkp
ρkake

.
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В свою очередь, рассматривая расчетную схему идеализиро-
ванного прямого крыла (рис.5) при n = 4, получим следующую
результирующую матрицу:

C
(4)
[4,0](1,2,3) =

[(
C

(4)
[3,4]

)−1
+
(
C

(4)
[3,0](1,2)

)−1
]−1

+A
(4)
[4,0], (18)

где

C
(4)
[3,0](1,2) =

[(
C

(4)
[2,3]

)−1
+
(
C

(4)
[2,0](1)

)−1
]−1

+A
(4)
[3,0];

C
(4)
[2,0](1) =

[(
C

(4)
[1,0] +A

(4)
[1,0]

)−1
+
(
C

(4)
[1,2]

)−1
]−1

+A
(4)
[2,0].

(19)

Заменяя матрицы в выражениях (18)–(19) на соответствую-
щие скалярные величины, получаем следующее уравнение:{[(

c
(4)
∂ + a

(4)
∂

)−1
+
(
c
(4)
∂

)−1
]−1

+ a
(4)
∂

}−1

+

+

{[(
a
(4)
∂

)−1
+
(
c
(4)
∂

)−1
]−1

+ a
(4)
∂

}−1

+
(
c
(4)
∂

)−1
= 0.

(20)

Получая решение из уравнения (20) и подставляя в него ве-
личины из формул (11) и (14), получим следующее приближен-
ное выражение для скорости дивергенции:

V
(4)

див = 1, 391 · V (1)

див =
1, 391

lslc

√
2GJkp
ρkake

.

Проведя аналогичный расчет при n = 8 и n = 16, получим
следующие приближенные выражения для скоростей диверген-
ции:

V
(8)

див = 1, 475 · V (1)

див = 1,475
lslc

√
2GJkp
ρkake

;

V
(16)

див = 1, 522 · V (1)

див = 1,522
lslc

√
2GJkp
ρkake

.
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Точное значение скорости дивергенции идеализированного
прямого крыла Vдив, используемое для расчета величин отно-
сительных погрешностей получаемых результатов, будет опре-
деляться в соответствии с формулой (7).

Результаты расчета приближенных значений скорости ди-
вергенции идеализированного прямого крыла, обладающего
упругой угловой жесткостью на кручение c

(1)
∂ и антиупругой

угловой жесткостью от действия аэродинамических сил c
(1)
∂ , в

случае его представления в конечно-элементном виде с разли-
чным количеством участков разбивки приведены в таблице.

Как следует из результатов, приведенных в таблице, увели-
чение числа конечных элементов при представлении идеали-
зированного прямого крыла в конечно-элементном виде суще-
ственным образом уменьшает погрешность определения скоро-
сти дивергенции. При этом абсолютно очевидно, что при беско-
нечном увеличении числа конечных элементов величина ско-
рости дивергенции, получаемой в соответствии с МК–ЭА, бу-
дет приближаться к точному значению скорости дивергенции,
определяемой согласно теории несущей пластины [2].
Заключение. Разработанный МК–ЭА характеризуется рядом
достоинств:
— простота алгоритма, обусловленная хорошей наглядностью и
понятной физической интерпретацией метода;
— возможность проверки промежуточных результатов, которая
следует из их простой физической трактовки;
— возможность аналитического расчета, обусловленная просто-
той рекуррентных формул.
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Таблица

Количес-
тво
конечно-
элемент-
ных
участков
n

Жест-
кость
упругого
коне-
чного
элемента
c
(n)
∂ =

nc
(1)
∂

Жесткость
антиу-
пругого
конечного
элемента
a
(n)
∂ =

a
(1)
∂

n

Приближен-
ное значе-
ние скорос-
ти дивер-
генции
V

(n)

див

Относи-
тельная
погре-
шность
при опре-
делении
скорости
диверген-
ции η =∣∣∣∣∣Vдив−V (n)

див
Vдив

∣∣∣∣∣·
100%

1 c
(1)
∂ a

(1)
∂ V

(1)

див =
2
πVдив

36,35%

2 2c
(1)
∂ 0,5 ·a(1)∂ 1, 236 ·V (1)

див 21,3 %

4 4c
(1)
∂ 0,25 ·a(1)∂ 1, 391 ·V (1)

див 11,5 %

8 8c
(1)
∂ 0,125 ·a(1)∂ 1, 475 ·V (1)

див 6,1 %

16 16c
(1)
∂ 0,0625 ·a(1)∂ 1, 522 ·V (1)

див 3,1 %

Недостатками МК–ЭА являются:
— на каждой итерации необходимость проверки обращаемых
матриц на положительную определенность, что связано с их
возможной вырожденностью;
— при определении скорости дивергенции необходимость про-
ведения матричных операций в символьном виде, а также по-
лучение корней полиномов высокого порядка.
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