
МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБЪЕКТОВ И СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 
 

ААЭКС, 2007, №2   41

УДК 519.3:515.2 

НОВЫЕ РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ БЮФФОНА 

Хомченко А.Н. 

 Посвящается 300-летию со дня рождения Жоржа 
Бюффона – французского естествоиспытателя 

Введение 
Знаменитая задача “об игле” (G. Buffon, 1777 г.) представляет исключительный ин-

терес не только для специалистов, развивающих и применяющих современные техноло-
гии рандомизированных вычислений. Идеи Бюффона стимулировали возникновение и 
развитие геометрической вероятности, заложили основы интегральной геометрии, создали 
теоретический фундамент метода Монте-Карло. Кроме того, геометрический подход ока-
зался плодотворным для построения базисных функций конечно-элементной интерполя-
ции. Появились новые задачи прикладной геометрии и новые приемы геометрического 
моделирования. Известный парадокс Бертрана [1], ослабивший на какое-то время доверие 
к геометрической вероятности, после убедительных разъяснений Бореля и Пуанкаре стал 
источником многочисленных обобщений. Надо отметить, что первое обобщение задачи 
“об игле” принадлежит самому Бюффону. К сожалению, Бюффон не нашел правильного 
решения обобщенной задачи. Это не удивительно. В математике нет другого такого раз-
дела, в котором столь же легко допустить ошибку, как в теории вероятностей. Правильное 
решение удалось получить Лапласу [2]. Представляет интерес анализ причин возникнове-
ния “ошибочных” решений. “Ошибочными” мы называем решения, не совпадающие точ-
но с решением Лапласа. “Ошибки” являются результатом некоторой предвзятости авто-
ров, которая нередко допускается в математическом (в особенности, стохастическом) мо-
делировании. Понятно, что качество решения нетрудно установить по экспериментальным 
оценкам знаменитой константы π . 

Анализ предшествующих публикаций, постановка задачи 
Задача “об игле” Бюффона была сформулирована в 1733 г., а опубликована вместе 

с решением только в 1777 г. [1, 2]. Появление геометрических вероятностей стало вы-
дающимся событием в науке. Оно способствовало формированию нового языка, стиля и 
облика теории вероятностей [3]. Благодаря геометрическим вероятностям возникла и бур-
но развивается интегральная геометрия [4]. Классические результаты Бюффона лежат в 
основе современного и весьма универсального метода статистического моделирования [5]. 
В последние годы геометрические вероятности успешно применяются в конечно-
элементном анализе [6, 7]. 

Цель статьи – проиллюстрировать простой и наглядный способ решения классиче-
ской и обобщенной задачи Бюффона. Особенность предложенного подхода в том, что он 
обнаруживает одну из причин возникновения “ошибочных” решений обобщенной задачи 
Бюффона. 

Основная часть. 
Классическую задачу Бюффона с подробным решением можно найти практически 

в каждом учебнике или задачнике по теории вероятностей. Обобщенная задача встречает-
ся гораздо реже. Например, в [2] можно найти формулировку и ответ Лапласа, а в [8] – 
формулировку, решение и ответ, не совпадающий с ответом Лапласа. Именно с этими 
двумя результатами мы будем сопоставлять другие возможные модели. 

Сформулируем классическую задачу Бюффона, используя обозначения [2]. Пусть 
плоскость разграфлена параллельными прямыми на расстоянии  а  друг от друга. На плос-
кость наугад бросается игла (отрезок) длины  ar <2 . Найти вероятность того, что игла 
пересечет какую-нибудь из прямых. 
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Выберем на рис.1 одну из множества горизонтальных прямых – контрольную гори-
зонталь (КГ). 

 

 
Рис.1  К выбору модели Рис. 2 К вычислению 

р(А) 
Рис. 3 К вычислению )(ABp  

 

Игла бросается на плоскость наугад. Это понимается так, что все пары точек, рас-
стояние между которыми  2r, одинаково возможны. Мы можем (не теряя общности) огра-
ничить пространство Ω элементарных событий кругом радиуса  а  с центром на КГ. Это 
естественно, так как по условиям симметрии опыта область Ω должна быть инвариантна 
относительно параллельного переноса и поворота системы параллельных прямых. Эти 
круги образуют бесконечную полосу шириной  2а (рис.1). Нас интересует событие 
А={игла пересекает КГ}. Область “благоприятствования” – полоса шириной  4r (рис. 1). 
Если исключить наложение соседних кругов, получим модель для геометрического опре-
деления искомой вероятности (рис.2) по формуле 

Ω

=
S
SAp A)( , (1)

где  −AS площадь ромба (заштрихована);  −ΩS площадь круга. Заметим, что в стандарт-
ном решении площадь AS , как правило, вычисляется с помощью интегрирования [8]. 
Предложенная здесь модель в этом смысле проще. Как и следовало ожидать, она дает тот 
же результат: 

a
rAp

π
4)( = . (2)

Замечание. Условия симметрии опыта позволяют ограничиться лишь одной чет-
вертью области. Именно такую конфигурацию мы используем в обобщенной задаче. 

Обобщенную задачу сформулировал Бюффон, а правильное решение нашел Лаплас 
(1812 г.). В этом случае плоскость разграфлена двумя системами параллельных прямых: гори-
зонталями с интервалом  а  и вертикалями с интервалом  b. На плоскость наугад бросается 
игла длины  bar <<2 . Найти вероятность того, что игла пересечет хотя бы одну из прямых. 

Теперь плоскость покрыта ортогональной сеткой с прямоугольными ячейками. По-
нятно, что неравномерная дискретизация ( ba < ) деформирует круг  Ω в эллипс. Обычно с 
помощью такой сетки моделируют физическую ортотропию среды, а эллиптическое диф-
фузионное пятно можно наблюдать в лабораторных экспериментах. В центре эллипса пе-
ресекаются контрольная горизонталь (КГ) и контрольная вертикаль (КВ). Кроме события  
А  в рассмотрение вводится случайное событие  В={игла пересекает КВ}. Поскольку  А и  
В  совместны, вычислительная формула имеет вид: 

)()()()( ABpBpApBAp −+=+ . (3)
При вычислении  р(А) используется прямоугольный треугольник с катетами 2r и  b. 

При вычислении р(В) используется треугольник с катетами 2r и  а. А вот при вычислении  
p(AB) применяются различные, иногда недостаточно обоснованные, гипотезы [3]. Глав-
ный вопрос: являются ли события  А и В  независимыми? Опубликованные решения сви-
детельствуют о том, что здесь единого мнения нет. По нашему мнению, лучше пользо-
ваться геометрической вероятностью, подбирая подходящие размеры и форму области  
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АВ. Например, на рис. 3 показана область “благоприятствования” событию АВ. Именно 
при таком выборе мы получаем известное решение Лапласа [2]:  

( )
ab

rbar
BAp

π

244
)(

−+
=+  (4)

Стоит обратить внимание на то, что в модели Лапласа ( ) ( ) ( )BpApABp ⋅≠ , что оз-
начает зависимость случайных событий  А и В. При решении этой же задачи авторы [8] 
опираются на независимость  А и В. Возможно, поэтому их ответ 

( )
ab

rbarBAp 2

2164)(
π

π −+
=+  (5)

не совпадает с ответом Лапласа. Кстати, в формуле (5) нелегко усмотреть геометрическое 
содержание. 

Если аппроксимировать область АВ астроидой с вершинами на контрольных пря-
мых в точках ( ) ( )rr 2;0,0;2 ±± , то можно получить новое решение обобщенной задачи 
Бюффона: 

( )
ab

rbarBAp
π

π
2

38)(
2−+

=+  (6)

Тестирование нелапласовых решений показывает, что формула (6) “ближе” к ре-
шению Лапласа. Решение с астроидой можно существенно улучшить, если вершины аст-

роиды выбрать в точках ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛± rr

6
11;0,0;

6
11 . Незначительное сжатие астроиды дает бо-

лее реалистичную область АВ. 
Фактически в решении Лапласа использована идея детерминизации математиче-

ской модели путем замены случайной величины её математическим ожиданием. Это из-
любленный прием статистической физики. Случайной величиной является ширина поло-
сы, образованной иглами, пересекающими контрольную прямую. Легко заметить, что 
средняя ширина полосы (математическое ожидание) равна 2r. Поэтому область “благо-
приятствования” для  АВ – квадрат со стороной  2r. 

Выводы 
Обобщенная задача Бюффона – весьма интересный объект для компьютерных экс-

периментов. Эмпирические оценки числа π  дают представления о качестве той или иной 
аппроксимации. 

 

Three different solutions of generalized Buffon problems are analyzed. 
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