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АСИМПТОТИКА СИСТЕМИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛІННЯ 
З ДВОМА МАЛИМИ СИНГУЛЯРНО-ЗБУРЮЮЧИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

 
Анотація .  Предметом досліджень статті є динамічні системи управління з оптимальними повільними рухами. 
Метою роботи є отримання асимптотичного наближення управління в формі зворотного зв’язку, яке, не будучи рів-
номір-ним за областю визначення системи, формує рівномірно наближені до оптимальних повільні рухи системи. 
Завдання дослідження полягають у проведенні асимптотичного аналізу регулятору при малих значеннях параметрів. 
Застосовувані методи: методи мінімізації квадратичних функцій та методи матричної алгебри. Отримані результати: 
розглянуто задачу оптимального рівняння з двома малими сингулярно збуджуючими параметрами. Введені вимоги 
на характеристики та керованість обраної системи. Завдання, що розглядається, пов’язане, на відміну від відомих 
досліджень, з принциповою проблемою: при спрямуванні в нуль параметрів системи певні компоненти матриці, що 
задовольняє рівнянням Рікатті, в силу граничної умови для неї, набувають особливості в певних проміжках часу. 
Практична значущість роботи полягає у тому, що з використанням методів мінімізації отримані загальні методи 
побудови рівномірної області асимптотики систем оптимального управління з двома малими сингулярно-збурюю-
чими параметрами за іншим малим параметром. 
 

Ключові  слова:  оптимізація; рівномірна область асимптотики; стохастична динамічна система; простір параме-
трів, збурюючі параметри. 
 

Вступ 
Завдання оптимального управління в якісному 

плані досліджені досить повно. Основні проблеми 
чисельного розв'язання зазначених завдань пов'язані 
з урахуванням фазових обмежень за наявності 
власних обмежень на керуючі впливи, і наявності 
деяких збурюючих параметрів [1, 2, 5]. 

В даний час у цій галузі є певний набір 
чисельних методів різного характеру та ступеня 
спільності. Як правило, у цих методах ігноруються 
або вважаються тривіальними зазначені особливості 
[1, 3, 8, 14]. При розв'язанні завдань з наявністю 
власних обмежень виділяють методи типу можливих 
напрямів, які суворо зберігають на кожному кроці 
ітераційного процесу загальні обмеження як на 
управління, так і на фазові змінні. При розв'язанні 
завдань з деякими збурюючими параметрами основні 
методи зводяться в наближенні області визначення 
системи до рівномірних значень. 

У разі лінійної керованої системи дослідження 
завдання зазвичай проводиться у фазовому просторі 
кінцевих станів і метод розв'язку будується відносно 
відповідного завдання математичного програмуван-
ня [4, 6, 7]. Кожне допоміжне завдання методу 
пов'язане з відшуканням сідлової точки для біліній-
ної функції на прямому добутку множини досяжності 
та деякого багатогранника. 

Окремо стоять завдання за принципами 
зворотного зв'язку [9 – 13]. Управління за принципом 
зворотного зв’язку є головним у теорії керування. 
Класична теорія регулювання, що базується на дете-
рмінованих моделях невисокого порядку, основну 
увагу приділяла зворотним зв’язкам за станом, що 
припускає можливість точного вимірювання всіх 
компонент поточного стану системи. 

В сучасній теорії управління, що має справу і з не-
визначеними системами високого порядку, розгляда-
ються найчастіше зворотні зв’язки за виходом. Вони 
працюють на інформації, яка постачається доступними 
недосконалими вимірювальними пристроями (сенсо-
рами). В даний час найбільшого розвитку набула теорія 
оптимальних лінійних зворотних зв’язків по виходу для 
лінійно-квадратичних завдань зі стохастичною гаусо-
вою невизначеністю [2]. Для систем з нестохастичною 
невизначеністю велика кількість робіт останніми ро-
ками присвячена побудові лінійних зворотних зв’язків 
за виходом методами Н∞ -теорії управління [3]. 

Мета роботи – отримання асимптотичного на-
ближення управління в формі зворотного зв’язку, 
яке, не будучи рівномірним за областю визначення 
системи, формує рівномірно наближені до оптималь-
них повільні рухи системи. 

Завдання дослідження полягають у проведенні 
асимптотичного аналізу регулятору при малих зна-
ченнях параметрів. 

Формування задачі  
оптимального керування 

Розглянемо задачу оптимального рівняння з 
двома малими сингулярно збуджуючими парамет-
рами. Необхідно мінімізувати квадратичний функці-
онал виду: 

 1

0
( ) | ( )

T

f t TI u x H FHx x Dx u Ru dt−
=′ ′ ′ ′= + +∫λ  (1) 

на траєкторіях системи 

 
0

1 2 0
0

3 4 0

/ , | ;

/ , | ,
t

z t

dy dt A x A y y y

dz dt A x A y B u z z
=

=

= + =

= + + =λ
 (2) 
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заданої на фіксованому відрізку часу 0 t T≤ ≤ , де
0>λ  і 0f >λ  – деякі малі параметри ny E∈ ; 

mz E∈ ; [ , ]x col y z= ; u E′∈ , а штрих означає транс-
портування. 

Нехай на відрізку 0 t T≤ ≤  виконуються насту-
пні вимоги: 

1. Матриці ( )D D t= , ( )R R t= , ( )i iA A t= , 
____
1, 4i =  і ( )z zB B t=  безперервно диференційовані;

( )D t  та ( )R t  – позитивно визначені; H  – постійна 
матриця блочного вигляду [ 0]yH H= , де yH  – мат-
риця q n×  ( q n≤ ); F  – позитивно визначена мат-
риця розміру q q× ; 

 21

32

DD
D

DD


= 
 

,  

де 1D  – блок, розмірність якого складає n n× , 3D  – 
блок, розмірність якого m m× ; 3( ) 0.D t =  

2. Система (2) цілком керована. 
3. Усі власні числа матриці 4 ( )A t  лежать у лівій 

півплощині та: 

 1
2 4 2 4 2[ ( ), ( ) ( ),..., ( ) ( )]mrank B t A t B t A t B t m− = .  

Позначимо: 

 
1 2

1 1 1
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A A
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A A B
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= =   

     

′=
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За умов 1 та 2 оптимальне управління має вигляд: 

 1u R B Px− ′= − , (3) 

де l l×  матриця ( )P l n m= +  задовольняє рівняння 
Ріккаті: 

 1

/ ;

| .t T f

dP dt PA A P PSP D

P H FH−
=

′= − − + −

′= λ
  

В роботах [3, 4] виконаний асимптотичний ана-
ліз регулятора (3) окремо по кожному з параметрів λ  
і fλ , інший параметр вважався при цьому фіксова-

ним, скажімо, рівним одиниці. Матриця H  була 
прийнята одиничною.  

Вивчимо асимптотику системи (2), (3) за умови 
одночасно малих значень λ  і fλ  та для прямокутної 

матриці H , що має разом із матрицями D  і B  час-
тинний вигляд. 

Завдання, що розглядається, пов’язане, проте, 
на відміну від [3, 4], з принциповою проблемою. 

При спрямуванні fλ  в нуль певні компоненти 

матриці P , в силу граничної умови для неї, набува-
ють особливості при t T= . 

Загальні методи побудови рівномірної області 
асимптотики таких систем за іншим малим парамет-
ром λ  нині відсутні.  

Побудуємо вказану асимптотику нульового на-
ближення. Підстановкою в рівняння Ріккаті легко пе-
реконатися, що:  

 1 1( ) ,fP K W M F W− −′= + + λ  (4) 

де матриці K , W  і M задовольняють рівнянням 
виду: 

 
/ , | 0;

/ ( ), | ;
/ , | 0.

t T

t T

t T

dK dt KA A K KSK D K
dW dt W A SK W H

dM dt WSW M

=

=

=

′= − − + − =

= − − =
′= − =

  

За аналогією з роботою [3] можна сказати, що 
вимога 2 еквівалентна умові 0M >  для всіх 0 t T≤ ≤

. Тому матриця 1 1( )fM F− −+ λ  існує для всіх 

0 t T≤ < , 0f ≥λ  Матриці K  і W  розіб’ємо на 

блоки 1 2

2 3

K K
K K

 
 
 

λ
λ λ

, [ ]y zW W W= λ  і перетворимо рі-

вняння для K , W  і M  до вигляду: 

1
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λ
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1 2 3

0;

| 0; | 0; | 0,t r t T t TK K K= = =

=
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де 1
z z zS B R B− ′= ; 3 3 2k zA A S K ′= − ;  

 4 4 3k zA A S K= − .  

Відповідно до роботи [2] у припущеннях 1…3 
маємо асимптотичні розкладання: 

 

1 01 1

0 0

0

0 0

0

( , ) ( ) ( , );
( , ) ( ) ( ) ( , ),

2,3;
( , ) ( ) ( , );

( , ) ( ) ( ) ( , );
( , ) ( ) ( , ),

j j j kj

y y wy

z z z wz

M

K t K t O t
K t K t П K O t

j
W t W t O t

W t W t П W O t
M t M t O t

= +

= + +

=
= +

= + +

= +

λ λ λ
λ τ λ λ

λ λ λ

λ τ λ λ
λ λ λ

  

де ( ) /t T= −τ λ , а величини виду ( , )O t λ  обмежені 
при 0 t T≤ ≤ , 0 < ≤ ∆λ , 0∆ >  – будь-яке фіксоване 
число. Головні члени підпорядковуються рівнянням: 

 01 1 02 4 2

0 2 0 4

0 ;
0 ;y z

K A K A D
W A W A

= − − −

= − −
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де 3 3 2 02kA A S K ′= − ; при 3 0D ≡  03 0 3 0K П K= ≡ . 

Позначимо 
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Запишемо нову систему з наближеним регуля-
тором виду: 

 

0
1 2 0

0
3 4 0

, | ;

, | ;

t

z t

d A A y
dt

d A A B u z
dt

=

=

= + =

= + + =

η η ξ η

λ ξ η ξ ξ
 (5) 

 1u R B P− ′= − 

 ξ ; (6) 

 1 1
0( )fP K W M F W− −= + +   λ , (7) 

де nE∈η ; mE∈ξ ; [ ],col=ξ η ζ ; зворотна матриця 
(7) існує для всіх 0 t T≤ ≤ , 0f >λ  в силу 0F >  та 

0R > . 
Зазначимо, що матриця P  не дає рівномірного 

асимптотичного наближення для матриці P  на жод-
ному з проміжків 0t t T≤ ≤  при 0→λ , 0f →λ , де

00 t T≤ ≤ . Більше того, для будь-якого 0>λ  і будь-
якого досить малого 0f >λ  знайдуться такі t  (бли-

зькі до T ) що норма різниці || ||P P−   буде більше 
будь-якого великого наперед заданого числа. 

Сформуємо твердження, що при виконанні умов 
1…3 та додаткової вимоги позитивної визначеності 
матриці 1 1 1

2 4 2 4[ ] |y z y z t TL H A A B R H A A B− − −
=′= ×  (об-

численої при t T= ) відхилення траєкторій оптималь-
ної (2) – (4) та наближеної (5) – (7) систем підпоряд-
ковуються оцінкам виду: 

{ }
{ }

[ ]{ }

|| ( , , ) ( , , ) || exp ( ) / ;

|| ( , , ) ( , , ) || exp ( ) / ;

|| ( , , ) ( , , ) || exp ( ) / ;

f f

f f

f f

y t t C t T

z t t C t T

u t u t C t T

 − ≤ ℘ − + 

 − ≤ ℘ − + 

− ≤ ℘ − +

δ δ

δ

λ λ η λ λ λ λ λ

λ λ ξ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

 

де 0C >  і 0℘>  – деякі постійні, що не залежать від 
t , λ  і fλ  при 0 t T≤ ≤ ; 0 < ≤ ∆λ ; 0 f< ≤ ∆λ ; 

0 1< <δ  і 0∆ > – будь-які фіксовані числа. 
Наведемо короткий виклад доказу твердження. 

Нехай 

 

1 1 0
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1 1 0
0 0 0

1 1 1 0
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λ λ

ϕ λ η λ ξ ϕ ϕ

λ λ ϕ ϕ

  

Неважко перевірити, що / 0df dt ≡ , 0f f≡  та виве-
сти рівняння: 
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ξ
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Маємо, що розв’язок [ , ]x col y z=  рівнянь (2), 
(3) обмежений при 0 t T≤ ≤ , 0 < ≤ ∆λ , 0 f< ≤ ∆λ . 

Для доказу достатньо записати для векторів x  і 
[ , ]V Px col a b= = λ , na E∈ , mb E∈  систему дифере-

нціальних рівнянь з умовами 0
0|ty y= = , 0

0|tz z= = ,
0

0| ( , )t fa a= = λ λ , 0| 0tb = =  та застосувати теорему 

[2]. Тоді згідно з цією роботою на тій же області t , 
λ  і fλ : 

 , , ,

1,2,

|| ( , , ) || exp( );

|| ( , , ) || .
h W f

f

П t C

O t C

≤ ℘

≤
η ζ

ζ

λ λ τ

λ λ
  

При 0 t T≤ ≤ , 0 < ≤ ∆λ  справедлива оцінка 

 1|| ( , ) || ( )zW t C T t−≤ − λ λ ,  (9) 
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що встановлюється за допомогою теореми Лангража 
про середнє значення, яка застосовується до різниці 

( , ) ( , )z zW t W T− λ λ , враховуючи, що ( , ) 0zW t = λ , а 
матриця 4 ( )A t  – матриця Гурвіца. 

З розкладання у ряд Тейлора 
2

0 ( ) ( ) ( ) (1)M t T t L T t O= − + − , t T→  та умов 0L > , 
0R >  легко отримати, що 0 ( ) 0M t >  для 0 t T≤ < , а 

при 0 t T≤ ≤ , 0f >λ : 

 1 1 1
0|| ( ( ) ) ( )fM t F C T t− − −+ ≤ −λ . (10) 

На підставі оцінок (9) і (10) знаходимо при 
0 ht T≤ ≤ , 0 < ≤ ∆λ , 0 f< ≤ ∆λ : 

 { }1|| ( , , ) || min 1; ( ) ;

|| ( , , ) || .
h f

h f

A t C T t

S t C

−≤ −

≤

λ λ λ

λ λ
 (11) 

Проаналізуємо вагові матриці, які пов’язані із 
системою (8). Маємо для вагової матриці

( , , , )h fG t θ λ λ  третього рівняння (8): 

 
1

0

;

| ; 0 ,

h
h h

h t q

dG
S G

dt
G E t T

−

=

= −

= ≤ ≤ ≤

λ

θ
 (12) 

де qE  – одинична матриця q q× . 

Покажемо, що || ||hG C≤  при 0 t T≤ ≤ ≤θ , 
0 < ≤ ∆λ , 0 < ≤ ∆λ . Нехай спочатку 
0 t T≤ ≤ ≤ −θ λ . Рівняння (12) можна переписати в 
еквівалентній інтегральній формі: 

 
0

0

( , , , ) ( , , )

1( , , ) ( , , ) ,

h f f
t

f s f

G t G t

G t p П p dp

= −

−∫
θ

θ λ λ θ λ

λ λ λ
λ

  

де 0G  – розв’язок рівняння 

10
0 0 0 0

0
1 1

0 0 0 0

, | , 0 ;

;

( ) .

t q

s h

z z z f

dG
S G G E t T

dt
П S S

S W S W M F

−
=

− −

= − = ≤ ≤ ≤ −

= −

′= +

λ θ λ

λ λ

 

Легко переконатися, що  
1 1 1

0 0 0[ ( ) ][ ( ) ]f fG M t F M F− − −= + +λ θ λ .  

Отже, 0|| ||G обмежена. В силу (9) та (10)
|| ( , , ) || exp( )s fП t C≤ ℘λ λ τ  на виділеній області. За-
стосовуючи метод послідовних наближень 

0 1
0 0 0

1,
t

n n
h h s hG G G G G П G dp−= = − ∫

θ λ
, 1, 2,...n = , зна-

ходимо, що || ||hG C≤  на виділеній області. 
На решті області визначення обмеженість 

|| ||hG  очевидна, оскільки довжина проміжку інтег-
рування рівняння (12) у цьому разі не перевищує λ , 

1 1|| ||f hS C− −≤λ λ , 0|| | ||h tG C= ≤ . Твердження дове-
дено. 

Оцінимо вагову матрицю ( , , )Г t θ λ перших двох 
рівнянь (8). Рівняння для неї має вигляд: 

 
1 2
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1 ,

| ; 0 ,
k

t l

A AdГ Г
A Adt

Г E t T=

 
=  

 
= ≤ ≤ ≤



θ

λ λ
λ

θ

 (13) 

де lE  – одинична матриця l l× . Покажемо, що для 

блочного представлення 1 3

2 4

Г Г
Г

Г Г
 

=  
 

 викону-

ються оцінки: 

 1,2 3

4

|| || ; || || ;

|| || {exp[ ( ) / ] },

Г C Г C

Г C t

≤ ≤

≤ ℘ − +

λ

θ λ λ
  

при 0 t T≤ ≤ ≤θ , 0 < ≤ ∆λ . Перепишемо рівняння 
для Г  в інтегральній формі: 

 

3

( , , ) ( , , )

0 01 ( , , ) ( , , ) ,
( ) 0

l

Г t G t

G t p Г p dp
П p

= +

 
+  

 
∫
θ

θ λ θ λ

λ θ λ
λ

 (14) 

де 1 3

2 4

G G
G

G G
 

=  
 

 – блокова матриця, що задовольняє 

рівняння виду (13), в якому 3kA


 замінена на 3kA ;

3 33 kkП A A= −


.  
На підставі теореми з роботи [2] маємо: 

 1,2 3

4

|| || ; || || ;

|| || exp[ ( ) / ],

G C G C

G C t

≤ ≤

≤ ℘ −

λ

θ λ
  

при 0 t T≤ ≤ ≤θ , 0 < ≤ ∆λ . Застосовуючи далі ме-
тод послідовних наближень до рівняння (14), нева-

жко встановити приведені оцінки для iГ , 
____
1,4i = . 

Спираючись на отримані оцінки, аналогічно мо-
жна проаналізувати поведінку вагової матриці всієї 
системи (8) ( , , , ),fG t∆ θ λ λ  яка задовольняє рівнянню 

при 0 t T≤ ≤ ≤θ : 

1 2

43

0
1 , |h h h t n m qk

h

A A
dG

A A A G G E
dt

П П S

∆
= + +

 
 

= = 
 − − −  

 θ

η ξ

λ λ

λ
, 

де n m qE + +  – одинична матриця розміром ( )n m q+ + , 

з урахуванням, що стовпці матриці G∆  з номерами 
від 1n +  до n m q+ +  обмежені при 0 t T≤ ≤ ≤θ , 
0 < ≤ ∆λ , 0 f< ≤ ∆λ . 

Висновки 
Перейдемо до аналізу розв’язків системи (8). 

Використовуючи оцінки для G∆  легко довести спо-
чатку обмеженість величин y∆ , z∆  і h  на області 
0 t T≤ ≤ , 0 < ≤ ∆λ , 0 f< ≤ ∆λ .  
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Для цього достатньо записати (8) у формі: 

( )1

1
2

| ( , , ), ( , , ), ( , , ) |

( , , , ) | 0, ( ), ( ) , ,

( ) ( ) |

f f f
t

f f

h

col y t z t h t

G t col O O z

П O d−

∆ ∆ =

= ∆ ⋅ − ∆ +

+ +

∫ ζ
θ

λ λ λ λ λ λ

θ λ λ θ θ θ λ λ

λ θ θ θ

 

і застосувати спосіб послідовних наближень. 
Для отримання остаточних оцінок y∆ , z∆  і u∆  

скористаємося першими двома рівняннями (8), запи-
савши їх у формі: 

 

1 3

2 40

1

( , , ) ( , , ) ( , , )1
( , , ) ( , , ) ( , , )

0
.

( ) ( , , ) ( )

lf f f

f f f

h f

y t Г t Г t

z t Г t Г t

d
A h O

∆   
= ×   

∆      
 

× + 

∫
λ λ θ λ θ λ

λ λ θ λ θ λλ

θ
θ θ λ λ λ θ

  

Нехай 0 1< <δ  – будь-яке фіксоване число. Тоді 
за допомогою (11) легко знайти при 0 t T≤ ≤ , 
0 < ≤ ∆λ , 0 f< ≤ ∆λ : 

0
|| || || || || ||

T l

h h
T

y C A d A d C
−

−

 
 ∆ ≤ + + ≤
 
 

∫ ∫
δ

δ

λ
δ

λ

λ θ θ λ . 

Очевидно також, що || ||y C∆ ≤ λ  для 00 t t≤ ≤ ,
0 < ≤ ∆λ , 0 < ≤ ∆λ , де 0t T< . 

Підсумовуючи ці оцінки, переконуємось у спра-
ведливості твердження щодо величини y∆ . 

Аналогічно отримуємо оцінки для z∆  і, викори-
стовуючи (3), (6), (9) та (10), для u∆ . Твердження до-
ведено. Зауважимо, що справедливість твердження 
збережеться, якщо умову 3 0D ≡  замінити умовою

3 3( )D d t= λ . 
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Асимптотика системы оптимального управления с двумя малыми сингулярно-возбуждающими параметрами 
 

Е. И. Калинин, Д. А. Лисица, А. С. Нечаусов, Г. Я. Крыховецкий 
 

Аннотация.  Предметом исследований статьи являются динамические системы управления с оптимальными 
медленными движениями. Целью работы является получение асимптотического приближения управления в форме об-
ратной связи, которое, не являясь равномерным по области определения системы, формирует равномерно приближенные 
к оптимальным медленные движения системы. Задачи исследования заключаются в проведении асимптотического ана-
лиза регулятора при малых значениях параметров. Применяемые методы: методы минимизации квадратических функ-
ций и методы матричной алгебры. Полученные результаты: рассмотрена задача оптимального уравнения с двумя ма-
лыми сингулярно возбуждающими параметрами. Введены требования на характеристики и управляемость выбранной си-
стемы. Рассматриваемая задача связана, в отличие от известных исследований, с принципиальной проблемой: при стрем-
лении к нулю параметров системы определенные компоненты матрицы, удовлетворяющей уравнению Рикатти, в силу 
предельного условия для нее, приобретают особенности в определенных промежутках времени. Практическая значи-
мость работы состоит в том, что с использованием методов минимизации получены общие методы построения равно-
мерной области асимптотики систем оптимального управления с двумя малыми сингулярно-возбуждающими парамет-
рами по другому малому параметру. 

 

Ключевые слова:  оптимизация; равномерная область асимптотики; стохастическая динамическая система; про-
странство параметров, возмущающие параметры. 
 

Asymptotic behavior of an optimal control system with two small singularly excitatory parameters 
 

Yevhen Kalinin, Dmytro Lysytsia, Artem Nechausov, Heorhii Krykhovetskyi 
 

Annotat ion .  The subject of research in the article is dynamic control systems with optimal slow motions. The goal of 
the work is to obtain an asymptotic approximation of the control in the form of feedback, which, not being uniform in the domain 
of the system definition, forms slow motions of the system uniformly close to optimal ones. The objectives of the study are to 
conduct an asymptotic analysis of the controller for small values of the parameters. Applied methods: methods of minimization 
of quadratic functions and methods of matrix algebra. The obtained results: the problem of the optimal equation with two small 
singularly exciting parameters is considered. Requirements for the characteristics and controllability of the selected system have 
been introduced. The problem under consideration, in contrast to well-known studies, is connected with a fundamental problem: 
as the system parameters tend to zero, certain components of the matrix that satisfies the Ricatti equation, due to the limiting 
condition for it, acquire singularities in certain time intervals. The practical significance of the work lies in the fact that with the 
use of minimization methods, general methods are obtained for constructing a uniform region of asymptotics for optimal control 
systems with two small singular-exciting parameters with respect to another small parameter. 
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