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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ
Вирішення широкого кола завдань більшості

галузей народного господарства грунтується на
оптимізації складної сукупності залежностей,
описаних математично за допомогою лінійного
програмування. На сьогодні, воно є одним з
найбільш важливих напрямків удосконалення пла$
нування й аналізу діяльності компанії. Транспор$
тна задача є однією з найрозповсюджених задач
лінійного програмування. Застосування даної за$
дачі полягає в знаходженні плану перевезення пев$
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TRANSPORTATION PROBLEM OF LINEAR PROGRAMMING

У статті розглянуто методи складання опорного плану розв'язування транспортної задачі. Акцент зроблено на
обгрунтування методів та наведено приклади застосувань цих методів. Крім того, у статті проведено порівняння пред*
ставлених методів складання опорного плану та обрано найбільш ефективний. Стаття буде корисна студентам та
викладачам, які цікавляться лінійним програмуванням, економічними задачами, а також для тих, хто працює у сфері
автомобільних перевезень.

This article discusses the methods of preparing the reference plan of solving the transportation problem. Emphasis is
placed on justification of the methods and examples of applications of these methods. In addition, the article presents a
comparison of methods for the preparation of the basic plan and selected the most effective. The article will be useful to
students and teachers who are interested in linear programming, economic problems, and also for those who work in the
field of road transport.
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них обсягів ресурсів від постачальників до спожи$
вачів, з урахуванням витрат на транспортування.
Тому постає проблема: отримати оптимальний
план між усіма складовими транспортного проце$
су для розподілу матеріальних, трудових і фінан$
сових ресурсів. Для розробки планів такого типу
використовують методи складання опорного пла$
ну транспортної задачі.

Дані методи дуже широко застосовуються в
прикладній економіці, системах аналізу даних і в
різних галузях прикладної математики.
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АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ

І ПУБЛІКАЦІЙ
У сучасній науковій літературі проблеми скла$

дання опорного плану розв'язування транспорт$
ної задачі розглядаються у роботах таких учених,
як: О.Ю. Зайченко, Ю.П. Зайченко, О.М. Ісакова,
О.М. Шевченка, С.І. Наконечного, С.С. Савіна.

ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАВДАННЯ
ДОСЛІДЖЕННЯ

Метою статті є дослідження структури та по$
становки транспортної задачі, а також визначен$
ня найбільш раціональних методів та способів
транспортування товарів. До основних завдань
дослідження можна віднести: розгляд основних
методів складання опорного плану розв'язування
транспортної задачі; демонстрація прикладів за$
стосування цих методів.

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ
ДОСЛІДЖЕННЯ

Перш ніж перейти до розгляду основних методів
складання опорного плану розв'язування транспор$
тної задачі, визначимо основні принципи її форму$
лювання. Класична транспортна задача лінійного
програмування формулюється так: деякий одно$
рідний продукт, що знаходиться у m постачальників
Аі в обсягах  одиниць відповідно необх$
ідно перевезти n споживачам в обсягах nbbb ,...,, 21

одиниць. При цьому виконується умова, що загаль$
ний наявний обсяг продукції у постачальників дорі$
внює загальному попиту всіх споживачів. Відомі вар$
тості  перевезень одиниці продукції від кожного
Аі$го постачальника до кожного Вj$го споживача, що
подані як елементи матриці виду:
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Необхідно визначити план перевезень, за яко$
го вся продукція була б вивезена від постачаль$
ників, повністю задоволені потреби споживачів і
загальна вартість всіх перевезень була б мінімаль$
ною.

У такій постановці задачі ефективність плану
перевезень визначається його вартістю і така за$
дача має назву транспортної задачі за критерієм
вартості перевезень [6].

Отже, треба визначити множину змінних

,  , що задовольняють умови:

miax
n

j
iij ,1

1
(2)

nibx
m

j
jij ,1

1
(3),

і таких, де цільова функція досягає мінімаль$
ного значення:
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ijij xcF
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min (4).

При виконанні умови (2) продукт вивозиться з
усіх пунктів виробництва, а умова (3) означає по$
вне задоволення попиту в усіх пунктах споживан$
ня.

Тоді умови транспортної задачі зручно пода$
вати у вигляді таблиці (табл. 1).

Транспортну задачу називають збалансова$
ною, або закритою, якщо виконується умова (5).
Якщо ж така умова не виконується, то транспорт$
ну задачу називають незбалансованою, або відкри$
тою.

Планом транспортної задачі називають будь$
який невід'ємний розв'язок системи обмежень,
який позначають матрицею X= ,  .
Значення невідомих величин — обсяги продукції,
що мають бути перевезені від i$х постачальників
до j$х споживачів, називають перевезеннями.

Розрізняють два типи транспортних задач: за
критерієм вартості (план перевезень оптимальний,
якщо досягнуто мінімальних витрат на його реал$
ізацію) і за критерієм часу (план оптимальний,
якщо на його реалізацію витрачається мінімум
часу) [6].

Крім того, необхідною та достатньою умовою
існування розв'язку транспортної задачі є її зба$
лансованість:

n

j
j

m

i
i ba

11
(5).

Якщо при перевірці збалансованості (5) вияви$
лося, що транспортна задача є відкритою, то її
необхідно звести до закритого типу. Це здійс$
нюється введенням фіктивного (умовного) поста$

чальника   у разі перевищення загального по$
питу над запасами:
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із ресурсним обсягом: 
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Таблиця 1. Загальний вид транспортної
матриці
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Якщо ж загальні запаси постачальників пере$
вищують попит споживачів:
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(8),

то до закритого типу задача зводиться введен$

ням фіктивного (умовного) споживача  з по$

требою 
n

j
j

m

i
in bab

11
1 (9).

Вартість перевезення одиниці продукції від
фіктивного постачальника  (або фіктивного
споживача ) до кожного зі споживачів (вироб$
ників) має дорівнювати нулю або бути набагато
більшою за реальні витрати [1, с. 9—13; 4, с. 428—
429; 6, с. 184—186].

Розв'язування транспортної задачі полягає не
тільки в правильній постановці задачі, а й у цілес$
прямованому виборі найбільш оптимального опор$
ного плану. Початком такого процесу є побудова
першого опорного плану.

Перший опорний план транспортної задачі
можна побудувати графічним, симплексним мето$
дами, але це призводить до надто складних розра$
хунків. Позаяк існують інші методи побудови
опорного плану, до яких відносять: метод північно$
західного кута, метод мінімальної вартості, метод
подвійної переваги та метод апроксимації Фоге$
ля. Розглянемо кожний з наведених вище методів.

Ідея методу північно$західного кута полягає в
тому, що заповнення таблиці починають, не вра$
ховуючи вартостей перевезень, з лівого верхнього
(північно$західного) кута. У клітину записують
менше з двох чисел а1 та b1. Далі переходять до на$
ступної клітини в цьому ж рядку або у стовпчику і
заповнюють її, і т. д. Закінчують заповнення таб$
лиці у правій нижній клітинці. У такий спосіб зна$
чення поставок будуть розташовані по діагоналі
таблиці [2, с. 119; 5, с. 19].

Дослідимо цей процес детальніше на прикладі.
Спираючись на наведені вище принципи подан$

ня транспортної задачі, представимо умови обра$

ного прикладу у таблиці 2. Спочатку, не врахову$
ючи вартості перевезень, завжди задовольняють
потреби першого споживача В1, використовуючи
запаси першого постачальника А1. У нашому при$
кладі потреби споживача В1 становлять b1= 110, а
запаси постачальника — a1 = 150 одиниць (тобто
із запасів першого постачальника можна повністю
задовольнити потреби першого споживача), тому
в клітинку А1В1 записуємо менше із значень, b1,
тобто 110.

Тепер потреби першого споживача повністю
задоволені, переходимо до задоволення потреб
наступного (другого) споживача В2. Обсяг його
потреб b2= 50. Після задоволення потреб першого
споживача залишок запасів першого постачальни$
ка становить 150$110 = 40. Отже, від першого ви$
робника другому споживачеві можна перевезти
лише 40 одиниць продукції, тому в клітину А1В2
записуємо число 40.

Після проведених операцій, запаси першого
постачальника повністю вичерпані, переходимо до
використання запасів наступного постачальника
А2. Його запаси a2 = 60, а незадоволені потреби
другого споживача 50$40=10, тому в клітинку А2В2
записуємо число 10, і другий споживач у такий
спосіб також повністю отримав необхідну
кількість продукції.

Далі переходимо до задоволення потреб на$
ступного споживача В3. У результаті часткового
використання запасів другого постачальника його
залишок продукції становить 60 — 10 = 50. Отже,
від другого виробника до третього споживача
можна перевезти 50 одиниць продукції. Клітинка
А2В3 міститиме зазначене число 50, і цим запаси
постачальника А2 будуть повністю вичерпані.

На кінець переходимо до розподілу запасів
третього постачальника А3. Залишились незадово$
леними потреби третього споживача в обсязі 60 $
50 = 10. Для їх задоволення скористаємося запа$
сами постачальника А3. У клітинку А3В3 записує$
мо число 10, і потреби споживача В3 також по$
вністю задоволені. Переходимо до останнього спо$
живача В4 з потребами b4 = 80, які повністю задо$

  

 

B1 B2 B3 B4 

 

b1 = 110 b2 = 50 b3 = 60 b4 = 80 

1 1= 150 
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Таблиця 2. Умови транспортної задачі — метод північно8західного кута
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вольняються за рахунок залишку
запасів третього постачальника:
90 — 10 = 80.

Отже, у таблиці 2, у заповне$
них клітинках, знаходяться числа,
що означають можливий план пе$
ревезень продукції. Сума чисел
(перевезень) по рядках дорівнює
обсягам запасів постачальників, а
сума чисел по стовпцях — обсягам
потреб відповідних споживачів.

Аналогічний результат можна
отримати, починаючи розподіл
поставок з лівого нижнього кута і
рухаючись до правого верхнього по діагоналі.
В такому разі спосіб розподілу перевезень мож$
на було б назвати методом південно$західного
кута, тому цей метод ще називають діагональ$
ним [6].

Визначимо загальну вартість перевезень згідно
з початковим опорним планом. Від першого поста$
чальника до першого споживача необхідно пере$
везти 110 одиниць продукції за ціною 4 ум. од. (ціна
записана в правому верхньому куті кожної кліти$
ни), отже, це коштуватиме   (ум.од.).
Крім того, необхідно перевезти від першого поста$
чальника 40 одиниць продукції до другого спожи$
вача за ціною 4 ум. од. і т. д. У такий спосіб визна$
чимо загальну вартість усіх перевезень:

F=
( (ум. од).

Метод північно$західного кута є найпрості$
шим, однак і найменш ефективним. Тому що отри$
мане рішення транспортної задачі, швидше за все,
виявиться не оптимальним, оскільки в ньому не
враховуються ціни доставки [6, с. 195—197; 7].

Ідея методу мінімальної вартості полягає в
тому, що на кожному кроці заповнюють клітинку
таблиці, яка має найменшу вартість перевезення
одиниці продукції. Такі дії повторюють доти, доки
не буде розподілено всю продукцію між поста$
чальниками та споживачами [6, с. 198].

Даний метод відрізняється від методу північно$
західного кута тільки порядком заповнення клітин
транспортної таблиці. На кожному кроці методу
заповнюється не викреслена клітина, якій відпо$

відає найменше значення транспортних витрат
(спосіб заповнення клітин залишається тим са$
мим). Тому слід очікувати, що в більшості випадків
при використанні методу мінімального елемента
отримаємо більш економічний опорний план у по$
рівнянні з методом північно$західного кута [3, с.
23].

Складемо за допомогою цього методу план
розглянутої вище задачі. Для подання умов дру$
гого прикладу транспортної задачі використаємо
таблицю 3.

Найменшу вартість мають перевезення, які
здійснюються від А2 до В3 та від А3 до В2 (ціна пе$
ревезення одиниці продукції — 1 ум. од.). Запов$
нимо будь$яку з них, наприклад, А2В3. Оскільки
постачальник має 60 одиниць продукції, а спожи$
вач потребує саме такої її кількості, то в клітину
А2В3 ставимо значення 60. У такий спосіб запаси
другого постачальника повністю вичерпані, а по$
треби третього споживача повністю задоволені.
Також мінімальною є вартість перевезень від тре$
тього постачальника до другого споживача, тому
заповнимо також клітину А3В2.

З клітинок таблиці, що залишились незапов$
неними, вибираємо наступне мінімальне значен$
ня вартості перевезень, яке дорівнює 2 ум. од. —
для клітин А1В3, А2В4, А3В1 та А3В4. Заповнення
клітин А2В4 та А1В3 неможливе, оскільки поста$
чальник А2 вже повністю вичерпав власний обсяг
запасів, задовольняючи потреби споживача В3, а
споживач В3 повністю задовольнив свої потреби.
Отже, можна заповнити тільки клітину А3В1 чи

ai 
bj 

b1 = 110 b2 = 50 b3 = 60 b4 = 80 
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Таблиця 3. Умови транспортної задачі —
 метод мінімальної вартості
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А3В4. Заповнимо А3В1. Обсяг запасів а3 = 90, при$
чому 50 одиниць продукції вже надано другому
споживачеві. Отже, маємо залишок 90 — 50 = 40,
а потреби b1 = 110, тому від третього постачаль$
ника до першого споживача плануємо перевезти
40 одиниць продукції. Тепер у клітину А3В4 не
можна записати будь$який обсяг постачання, ос$
кільки запаси третього постачальника вже по$
вністю вичерпані.

Знову вибираємо найменшу вартість для клітин
таблиці, що залишилися пустими, і продовжуємо
процес доти, поки всі запаси не будуть розподі$
лені, а потреби — задоволені.

У результаті ми отримуємо початковий опор$
ний план, загальна вартість перевезень для якого
становить:

F=
(ум. од.).

Значення цільової функції менше за попе$
редній варіант, значить цей план ближчий до оп$
тимального [2, с. 120; 6, с. 198—199].

Якщо розмірність задачі досить велика, то пе$
ребір за методом мінімальної вартості усклад$
нюється. В такому разі спростити пошук клітин з
найменшими вартостями можна, застосовуючи
метод подвійної переваги.

Ідея методу подвійної вартості полягає в тому,
що перед початком заповнення таблиці необхідно
позначити будь$якими символами клітинки (по$
значимо символом *), які містять найменшу
вартість у рядках, а потім — у стовпчиках. Табли$
цю починають заповнювати з клітинок, позначе$
них двічі (які містять вартості, що є мінімальними
і в рядку, і в стовпчику). Далі заповнюють клітин$
ки, позначені один раз (що містять мінімальні вар$
тості або в рядку, або в стовпчику), а вже потім —
за методом мінімальної вартості [6]. Для подання
умов другого прикладу транспортної задачі вико$
ристаємо таблицю 4.

 (ум.од.).
Застосування для побудови опорного плану

даного методу уможливлює отримання найменшо$
го у зіставленні з розглянутими вище значення

цільової функції. Отже, такий план є найближчим
до оптимального [6, с. 199—200].

Ідея методу апроксимації Фогеля полягає в
тому, що на кожному кроці визначають різницю
між двома найменшими вартостями в кожному
рядку і стовпчику транспортної таблиці. Ці різниці
записують у спеціально відведених місцях таблиці
— знизу та справа у кілька рядків та стовпчиків,
що відповідають крокам заповнення таблиці. З$
поміж усіх різниць вибирають найбільшу і у відпо$
відному рядку чи стовпчику заповнюють клітинку
з найменшою вартістю. Якщо ж однакових най$
більших різниць кілька, то вибирають будь$який
відповідний рядок або стовпчик. Коли залишаєть$
ся незаповненим лише один рядок або стовпчик,
то обчислення різниць припиняють, а таблицю
продовжують заповнювати за методом мінімаль$
ної вартості [6].

Даний метод побудови опорного плану врахо$
вує не лише маршрути з мінімальними витратами
перевезень продукції, але й співвідношення витрат
у рядку чи стовпчику, тобто розраховується на$
скільки, може збільшитися вартість постачання на
наступних кроках процедури, якщо не здійснити
на поточному кроці постачання в клітину з міні$
мальною вартістю.

Метод апроксимації Фогеля дає змогу, особ$
ливо для задач великих розмірностей, скласти най$
кращий опорний план. Розглянемо застосування
цього методу на прикладі. Для подання умов дру$
гого прикладу транспортної задачі використаємо
таблицю 5.

У таблиці 5 навпроти кожного рядка і стовпчи$
ка записані величини, які знайдені як різниці між
мінімальним значенням вартості та наступним за
ним по рівню. Максимальне значення такої різниці
на першому кроці відповідає четвертому стовпчи$
ку і означає, що у разі, коли не буде задоволена
потреба четвертого споживача перевезенням про$
дукції від третього постачальника за ціною 2 ум.
од. за одиницю, то на наступних кроках вартість
перевезення може бути на 3 ум. од. більшою. Тоб$
то інакше може статися, що потребу четвертого
споживача необхідно буде задовольняти переве$
зенням продукції від першого постачальника, що

bj 

ai 
b1 = 110 b2 = 50 b3 = 60 b4 = 80 
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призведе до збільшення вартості цього перевезен$
ня в 2,5 рази. Водночас для всіх інших споживачів
та постачальників такі різниці є меншими. Отже,
найдоцільніше на першому кроці заповнити кліти$
ну А3В4. Після цього потреби В4 повністю задово$
лені, і всі клітини четвертого стовпчика виключа$
ються з наступного розрахунку різниць по рядках
і стовпцях.

На другому кроці максимальна різниця дорів$
нює 2 і відповідає першому і другому рядкам та
першому і другому стовпчикам, тому можна запов$
нювати будь$яку їх клітину з мінімальною варті$
стю, наприклад, А2В3. Після цього з розгляду ви$
ключаються одразу всі клітини другого рядка та
третього стовпця, оскільки потреби третього спо$
живача повністю задоволені, а запаси другого по$
стачальника вичерпані.

Останній розрахунок різниць (найбільше
значення 3 відповідає другому стовпчику)
свідчить про доцільність введення поставки від
третього постачальника до другого споживача.
Решту клітин заповнимо методом мінімальної
вартості та визначимо загальну вартість переве$
зень:

(ум. од.).
Результат збігся із значенням цільової функції

для опорного плану, що складений за попереднім
методом. Ефективність методу апроксимації Фо$
геля є очевидною для задач більшої розмірності [6,
с. 200—202].

ВИСНОВКИ
У роботі розглянуті найбільш, на думку ав$

торів, ефективні методи складання опорного пла$
ну транспортної задачі:

— метод північно$західного кута;
— метод мінімальної вартості;
— метод подвійної переваги;
— метод апроксимації Фогеля.
Отже, порівнюючи дані методи було встанов$

лено, що метод північно$західного кута є найпро$
стішим, однак і найменш ефективним, адже при
заповненні таблиці для складання опорного пла$
ну, спочатку завжди задовільняють потреби спо$
живачів, а вже потім враховують вартість переве$
зень. Слід зауважити, що метод мінімальної вар$
тості дозволяє знайти опорний план транспортної
задачі, при якому загальна вартість перевезень
вантажу менша, ніж загальна вартість перевезень
при плані, знайденому для даної задачі за допо$
могою північно$західного кута. Тому найбільш
доцільно використовувати опорний план транс$
портної задачі складений методом мінімальної
вартості. Використовуючи метод подвійної пере$
ваги у порівнянні з попередніми методами, можна
отримати найменше значення цільової функції.
Метод Фогеля є найбільш ефективним, адже при
його застосуванні можна скласти опорний план
для задач великих розмірностей, а також даний
метод враховує співвідношення витрат та маршру$

ти з мінімальним перевезенням продукції. Для
кожного методу було розроблено програму і про$
тестовано на багатьох прикладах, результати ро$
боти програм показали що, дійсно, метод Фогеля
має найкращий результат порівняно з іншими ме$
тодами.

Для кожного методу наведено математичне
обгрунтування, та показано корисність застосу$
вання опорних планів для розв'язування транспор$
тної задачі.
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