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УСТОЙЧИВОСТЬ КОНЕЧНЫХ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН С НОРМАЛЬНО 
ОРИЕНТИРОВАННЫМИ ГЛАВНЫМИ НАПРАВЛЕНИЯМИ С ДВУМЯ  

СВОБОДНО ОПЕРТЫМИ И ДВУМЯ ЖЕСТКО ЗАДЕЛАННЫМИ СТОРОНАМИ 
ПРИ СОВМЕСТНОМ ДЕЙСТВИИ ПОПЕРЕЧНОЙ И ПРОДОЛЬНОЙ  
НОРМАЛЬНЫХ НАГРУЗОК. УСТОЙЧИВОСТЬ ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ  

КОНСТРУКЦИИ ПРИ ПРОДОЛЬНОМ СЖАТИИ (ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД) 
 

Решена задача устойчивости ортотропной пластины конечных размеров с двумя свободно опертыми и 
двумя жестко заделанными сторонами при нормально ориентированных направлениях осей упругости 
относительно действующих продольных и поперечных нагрузок и устойчивости геодезической пластины 
при продольном сжатии. Результаты получены автором до 1946 года и ранее не публиковались. 

 
устойчивость, ортотропная  пластина конечных размеров, двухстороннее сжатие, частный случай 
геодезической пластины, продольное сжатие 
 

§1. Рассматривается задача 
устойчивости ортотропной  пластины  
при двухстороннем сжатии в системе  

координат, в которой оси x  и y   
совпадают с главными направлениями 

осей упругости (рис. 1) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Системы координат и нагрузок на 
ортотропную пластину конечной длины 

Данная задача отличается от решенной ранее 

общей задачи [1] тем, что здесь должны быть удов-

летворены еще четыре граничных условия  

01  yМW    при   ay 1 .               (1) 

Мы удовлетворим этим требованиям, сохранив 

уравнение связи (30) работы [1], выбирая   таким, 

чтобы число полуволн, укладывающихся вдоль сто-

роны 1у , было конечно, а гребни волны были па-

раллельными оси 1х . Но последнее условие в нашем 

случае обеспечивается автоматически тем, что мы 

главные направления связываем с осями 1х  и 1у  

(рис. 1). 

При совпадении главного направления (несущего 

максимальную жесткость) с осью 1х  0 , а с осью 

1у   . 

Определим константы характеристического 

уравнения (7) работы [1].  

При 0 : 

0СА ; 
x

xy

D
D

В
2

 ; 
x

y

D
D

D  ;  1E .    (2) 

При  : 

И.Г. Неман 

 И.Г. Неман  
АВИАЦИОННО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА И ТЕХНОЛОГИЯ, 2007, № 1 (37)
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0СА ; 
у

xy

D
D

В
2

 ; 
y

x
D
D

D  ; 
y

x
D
D

E  .     (3) 

Найдем корни характеристического уравнения. 

Из уравнения (8) работы [1]  21 . 

Уравнение (10) работы [1] запишется в следую-

щем виде: 

  02 22  ,                         (4) 

откуда  . 

Полученные зависимости показывают, что корни 

i  могут быть записаны в следующей форме: 

1 ; 2 ;  23    и 14  .             (5) 

Коэффициенты нагрузки определяются из фор-

мул (9) и (10) работы [1]: 

22
2

2
1 1  BEKq ;                     (6) 

242
2

2
1 2 qEKD .                   (7) 

Из (6) получим: 

22
2

2
11  BEKq .                    (8) 

Из (7) следует: 

12

2
2

2
1

4

2 qq nEK
D

EK 



 .             (9) 

Установим уравнение связи. 

Приняв во внимание (5), получим уравнение свя-

зи (30) работы [1] в следующем виде: 

   2 2
1 2 1 2sin        

   2 2
1 2 1 2sin      .                (10) 

  1 2 1 2 1 2sin cos cos sin          

  1 2 1 2 1 2sin cos cos sin          .   (11) 

Последнее уравнение дает нам следующие воз-

можные две связи: 

2211  tgtg ;                          (12) 

2

2

1

1





 tgtg .                             (13) 

Оба эти уравнения имеют нетривиальные реше-

ния, если их аргументы лежат в разных квадрантах 

(отличающихся  на кратное  ). 

Докажем, что уравнение (3) должно быть отбро-

шено. Для этого рассмотрим график тангенсов 

(рис. 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2. График тангенсов параметра 

 

Уравнение (2) связывает между собой пару кор-

ней   геометрическим условием равенства площа-

дей прямоугольников, построенных на   и tg . 

Уравнение (3) связывает эти корни условием их 

нахождения на одной прямой, проведенной из нача-

ла координат. 

Из уравнений (8) и (9) определяем параметр n : 

22
2

2
1

2
2

2
1

4

2
1








B

D
n .                  (14) 

Для определенного n  при фиксированном   мы 

получим из уравнений (2) и (3) разные пары значе-

ний 1  и 2 . Но при заданном n  та пара  , кото-

рая дает большее произведение, должна дать мень-

шую сумму квадратов, и наоборот. Из уравнения (8) 

видим, что нам нужно оставить то уравнение, кото-

рое дает меньшую сумму квадратов. 

Допустим, одно из уравнений дает пару значений 

1  и 2 , а второе – 1  и 2 . 

Если              2
2

2
1

2
2

2
1

  , 

то должно быть       2121 . 

tgλ 

λ 

0 2
 λ2 λ1 1

π 
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Но отсюда    221
2

21
    

и   2121 . 

Итак, меньшую сумму квадратов дает та пара 

значений  , которая лежит ближе между собой. 

Рассматривая рис. 2, видим, что при нашем тре-

бовании постоянства n  уравнение (12) дает пару 

корней  , лежащих ближе между собой, чем значе-

ния, полученные из уравнений (13). 

Следовательно, уравнение (13) может быть от-

брошено. Из уравнений (8) и (9) определяем  2 : 

2
1

2

42
1

24
2
2






n
nBnD                  (15) 

при  

022
1

2  nBnD       2  – вещественно. 

при 

022
1

2  nBnD       2  – мнимое. 

В последнем случае уравнения (12) и (13) пере-

писываем в следующем виде: 

2211  thtg ;                      (16) 

2

2

1

1





 thtg ,   где   22  i .             (17) 

При любом 2  нетривиальные решения получа-

ем с минимальным значением 1  для уравнения 

(16) при 


12
, а для уравнения (17) при 


2
3

1 . 

Уравнения (8) и (9) показывают, что при опреде-

ленном 2  меньшие значения обоих коэффициен-

тов qК  получаются при меньшем 1 . Следователь-

но, уравнение (17) может быть отброшено. 

Приведем технику подсчета графика совместно-

го действия усилий. 

Вычисленные кривые tg  для первой и второй 

четверти,   tg  – третьей четверти показаны на 

рис. 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Графики ( )tg   для 1, 2 и 3 квадрантов 

 

Пользуясь данным графиком, можно построить 

графики совместного действия усилий для пластин-

ки с любым соотношением сторон при любом соот-

ношении жесткостей.  

Для конечной пластины со сторонами а  и в2  

имеем  


 К
в
а ,                              (18) 

где К  – произвольное целое число, дающее число 

полуволн. Приняв какое-либо К  из уравнения (18), 

определяем соответствующие ему  . Проводим ряд 

прямых, параллельных оси абсцисс, и берем отсе-

|λtgλ| 
th   

λ 

0 π 

1 3 2 
4 

π/2 3/2π 
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каемые ими значения на кривой 1 и соответствую-

щие им 1  кривой 2. Вставив эти значения 1  1  и 

2 , в уравнения (8) и (9), получаем пару значений 

коэффициентов устойчивости 
1qК и 

2qК , по кото-

рым строим линию совместного действия усилий. 

Данное построение нужно вести также и для 

кривых 3 и 4. 

Отметим, что 2
2  в уравнение (8) входит с отри-

цательным знаком. 

Построив линии 
1qК  и 

2qК  для значений 

321 , , К  , оставляем те отрезки, которые дают их 

наименьшие значения. При подсчете значений 
1qК  

и 
2qК  удобно пользоваться следующими четырьмя 

точками, дающими наиболее простое выражение 

искомых величин. 

1. 
1qК  изолированного действия нагрузки. В 

этом случае n =0. Из уравнения (9) получаем:  

42
2

2
1  D  или 2

21  D .             (19) 

Параметры 1  и 2  находятся следующим по-

строением (рис.4).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Определение параметров 1  и 2   
для квадантов 1 и 2 

Проводятся несколько горизонталей и на оси   

строятся полуокружности на диаметрах 10 . Радиу-

сом 4 D  засекаем полуокружности. Берем 1  и 

2 , соответствующие той полуокружности, на ко-

торой радиус 4 D  и нормаль к 2  пересекаются. 

2. 22
2

2
11  BEKq  

02 2  .                               (20) 

Уравнение связи дает: 

011  tg . 

Отсюда 01 tg  и 1 , 

22
1  BEKq ,                        (21) 

2
2  DEKq .                           (22) 

3. 2
1

2
2  1111  tgtg . 

Отсюда  

 753,01 ;                            (23) 

2
1  BEKq ;                            (24) 

2

44 321,0
2 




DEKq .                  (25) 

4. 2qK  – изолированное действие нагрузки 

В этом случае n . Из уравнения (8) получаем: 

 22
1

2
2  B ;                      (26) 

22
1

22
111  BthBtg ,       (27) 

1  и 2  находятся следующим построением графи-

ка (рис. 5). 

Проводим несколько горизонталей, пересекаю-

щих кривые 1 и 2, и горизонталь на расстоянии 

B  от оси абсцисс. Проводим дуги радиусами 2 . 

Берем ту пару 1  и 2 , для которых вертикаль 1  

пересекается с дугой 2  на горизонталь B . Ис-

пользуем формулу (9). С большой точностью опре-

деление 1  и 2  может быть произведено на осно-

вании того, что 2
1  Bth  в этом случае практи-

λtgλ 
 

λ 

0 π 

1 2 

π/2 3/2π λ1 λ2 

4 D
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чески равен 1. Отсюда 1  находится как точка, для 

которой ордината 11  tg  равна отрезку прямой, 

соединяющей начало координат с точкой пересече-

ния ординаты линией B . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 5. Определение параметров 1  и 2   

для третьего кваданта 
 
Проведенные нами построения для нескольких 

пластин показали, что линия совместного действия 

1qК  и 
2qК  для какого-либо принятого значения   

может практически считаться прямой. Отсюда сле-

дует чрезвычайно быстрый способ построения гра-

фика стоместного действия усилий. Прямую строим 

по двум точкам. За таковые принимаем точки, соот-

ветствующие 02  , 2
1

2
2  , 1qK  и 2qK  под-

считываются по формулам (21), (22) и (24), (25). 

Через полученные две точки проводим прямую. По-

лучающаяся ломанная внутренняя (по отношению к 

началу координат) линия из отрезков этих прямых, 

подсчитанных для разных  , дает кривую совмест-

ного действия. 

Наши построения этих графиков показали, что 

только до тех пор, пока максимальное число волн не 

больше трех, имеет смысл рассчитывать специаль-

ный график устойчивости пластины. В остальных 

случаях достаточная инженерная точность получа-

ется при пользовании графиком устойчивости для 

бесконечно длинной пластины. 

 
§2. Устойчивость геодезической панели  

при продольном сжатии  
(приближенный метод) 

 

Положим xy DD  ; 0xyD . Такая характери-

стика с достаточной точностью соответствует ре-

шетчатой конструкции Виккерса. Если такую па-

нель рассматривать как ортотропную пластину, то 

получаем: 

22 
x

y
q D

D
K н ; 440 

x

y
q D

D
K ; 40 1

y

x
D
D

. (28) 

Т.е. поставив решетку под углом 45 к сторонам 

заделки, получаем критическую нагрузку в 2 раза 

выше, чем в переплетах с нормально и горизонталь-

но расположенными стержнями. 

 

§3. Критическая нагрузка геодезической  
панели при сдвиге 

 

Характеристики жесткостей те же, что и в случае 

сжатия. Определим tнK .  

Для 0 ; 0xyD ; xy DD   уравнения (2) ра-

боты [2] дают: 

  061
1

2 4
4




 

или 

0811 48  .                      (29) 

Отсюда: 4 25,385,5  . Уравнение (1) ра-

боты [2] дает: 54,30 tнK . 

То же значение получаем для   . 

Найдем экстремум tэK . Для 1  и 3 : 

02

2

2

2









 КК  

λtghλ 
|λtgλ| 

λ 

0 π 

3 

π/2 λ1 2  

λ1tgλ1 
 

2 2th   

B
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и                   

0
22

2

2

2

2























 KКК . 

Оба экстремума дают максимумы tK . В данном 

случае 

65,5
1


 эtt KK . 

Для нахождения минимальных значений разы-

скиваем добавочные корни из уравнений (8) и (9) 

работы [2]. Уравнение (9) этой работы дает: 

  





1
11 22

22  

или  

       011 222  .           (30) 

Отсюда имеем следующие возможные связи: 

  01    и   222 1  .          (31) 

Используя первую связь в уравнении (8) работы 

[2], получаем: 

     3 22 2 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2 2

6 36 40

1 1 110 4 4 0.

         

                                    

 (32) 

Первый сомножитель равен  

245  . 

Соответственно 

245  . 

Эти значения дают  

0






 КК . 

Определяем знак 2

2



 К . Для нашего соотноше-

ния   01  , тогда получаем: 

 
2

4

2
246

2

2

114

2481214































 К .       (33) 

Отсюда:  

02

2




 К  при 2457   и 2458    

и 02

2




 K   при 245   и 245  . 

 
2

4

2
246

2

114

4248324































 К ;   (34) 

 
2

4

42
24

2

2

114

1412842


































 К ,      (35) 

и 0
22

2

2

2

2






















 KKK  как для 7 , так и для 

8 . 

83,2
87


 tt KK . 

Второй множитель дает мнимые значения  . 

Вторая связь приводит уравнение (8) работы [2] 

к следующему виду: 

   014172 2222  .        (36) 

  не дает корней. Действительно, при этом по-

лучаем такие значения: 

1 , 0  или 0 , 1 . 

Но при первых значениях 


K , при вторых 


K  

не обращаются в нуль. Второй множитель дает 

мнимое значение   и  . Третий множитель дает 

полученные корни 1  и 4 . 

Итак, мы получили два максимума: 

65,5max tК  при 93,11   и 518,04  , 

и два минимума: 

83,2min tК  при 14,37   и 318,08  . 

Практические направления 1  и 4  и соответст-

венно 7  и 8  равноценны. Получилось это вслед-

ствие одинаковости жесткостей по взаимно перпен-

дикулярным направлениям. 
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§4. Геодезическая панель с жесткостями 

2
1


x

y

D
D

   0xyD  

Критическая нагрузка сжатия: 

578,02 
x

y
qн D

D
K ;  

156,140 
x

y
q D

D
K ;                    (36) 

40 86,1
y

x
D
D . 

Критическая касательная нагрузка tнK . 

Для 0 , 0xyD  и 
12
1


x

y

D
D

 уравнение (2) ра-

боты [2] дает: 

08
12

11
144

48





 .                      (37) 

Отсюда: 44,3  и 905,1
0


tK . 

Для   соответственно получаем: 

01
12

11
144
8 48





 .                      (38) 

Отсюда 007,1  и 55,0
нt

K .  

Найдем экстремум 0tK : 

75,2
13
1arccos

3
1cos1321 










 , 

5695,0
13
1arcsin

3
1sin13213 










 . 

0
22

2

2

2

2






















 KKK  как для 1 , так и для 3 . 

0
2

2

2

2









 KK  как для   1 , так и для 3 . 

Оба экстремума дают максимум tК : 

636,0
1


tK :            23,53 
tK . 

Для нахождения минимальных значений mintK  

разыскиваем добавочные корни из уравнений  (8) и 

(9) работы [2]. 

Уравнение (8) работы [2] дает: 

     
    

     
  

2 2 2 2 2

23 3 2 2

3 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 3

8 1 2 1 2

8 2 2

[ 1 4

16 52 16

Т

Т

             
             

           

          

 

2 2 3 3 4 420 80 20 0          .           (39) 

Уравнение (9) работы [2] дает: 

  





Т
Т

1
11 22

22 .            (40) 

Откуда для   получаем следующее уравнение: 

   
   

 
   

3 4 5 7 7 3 4 5 6 6

2 3 4 5 5 2 3 4

4 4 2 3 3 3

2 3 2 2 2

11 8 21 15 24

10 65 71 58 91 13

13 91 58

71 65 10 24 15 21

Т Т Т Т Т Т

Т Т Т Т Т Т

Т Т Т

Т Т Т Т Т

         

        

       

        

 

 28 11 0Т Т    .                     (41) 

Совместные последние два уравнения имеют 

вещественные корни  

689 , 0087,1  и 0087,1 , 689 . 

При этих значениях 52,0min tК . 

 

Литература 
 
1. Неман И.Г. Устойчивость бесконечно длинной 

ортотропной пластины с наклонными главными на-

правлениями упругости. Точный метод. Часть І. Вы-

вод общих уравнений для коэффициентов критиче-

ской нагрузки. Устойчивость пластины при совме-

стном действии двухстороннего сжатия и сдвига // 

Авиационно-космическая техника и технология.– 

2006. – №1 (27). – С. 96-103. 

2. Неман И.Г. Устойчивость бесконечно длинной 

ортотропной пластины с наклонными главными на-

правлениями упругости. Часть II. Приближенный 

метод. Устойчивость пластины при сдвиге и совме-

стном действии сжатия и сдвига // Авиационно-

космическая техника и технология. – 2005. – №6 

(22). – С. 95-103. 


