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ТУРНОЙ ЗАВИСИМОСТИ ВЯЗКОСТИ РАСПЛАВА 
РЕЦИКЛАТОВ ПОЛИЭТИЛЕНТЕРЕФТАЛАТА С 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МИНИМИЗАЦИИ МЕТРИКИ 
ФУНКЦИОНАЛЬНОГО ПРОСТРАНСТВА  

Представлено критерій оптимального вибору температурної залежності 
в’язкості полімеру за даними вимірів його фактичної в’язкості з викорис-

танням мінімізації функціональної – відстані між передбачува-

ною температурною залежністю і зразковою. Запропоновано програмну 
підтримку у формі відкритого MATLAB-модуля для пошуку оптимального 
рівняння температурної залежності в’язкості за представленим критерієм. 

Ключові слова: полімер, рециклінг, рециклат, в’язкість, температурна за-
лежність, температура переходу у скловидну речовину, рівняння Арреніуса, 
рівняння ВЛФ, функціональний простір, мінімальна відстань. 

Представлен критерий оптимального выбора температурной зависи-
мости вязкости полимера по данным измерений его фактической вязкости 
с использованием минимизации функционального –расстояния 

между предполагаемой температурной зависимостью и образцовой. Пред-
ложена программная поддержка в форме открытого MATLAB-модуля для 
поиска оптимального уравнения температурной зависимости вязкости по 
представленному критерию. 

Ключевые слова: полимер, рециклинг, рециклат, вязкость, температурная 
зависимость, температура стеклования, уравнение Аррениуса, уравнение ВЛФ, 
функциональное пространство, минимальное расстояние. 

There has been represented a criterion of optimal selection of the polymer 
viscosity temperature dependence by measurement data of its actual viscosity 
with applying the minimization of functional – distance between 

presumptive temperature dependence and the patterned. It has been proffered 
the software support in the form of public MATLAB-module for searching the 
optimal equation of viscosity temperature dependence by the represented 
criterion. 
____________________ 
 В. В. Романюк, 2011 
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Введение и постановка проблемы. Переработка или рециклинг от-
ходов из полимерных материалов является серьёзнейшей проблемой 
настоящего времени, которая, впрочем, пока успешно решается. Благо-
даря широкому спектру свойств, а также возможности управлять крис-
талличностью, полимеры полиэтилентерефталата (рис.1–3) находят ра-
знообразное применение и занимают пятое место в мире от объёма по-
требления всех полимерных материалов [1–5]. Основными областями 
использования полиэтилентерефталата являются производство пресс-
форм, волокон и плёнок. Конечными потребителями этой продукции 
выступают производство бутылочной тары и упаковки, текстильная и 
шинная промышленность, производство фото- и киноплёнок, магнит-
ных лент и дисков. Рециклинг полиэтилентерефталата составляет от-
дельный сегмент современного рынка. Перед изготовлением новых из-
делий из полимерных отходов проходит стадия их измельчения и рас-
плавления. Изучение температурной зависимости вязкости расплава 
рециклатов полиэтилентерефталата имеет важнейшее значение для по-
лучения требуемых вязкостных свойств будущего материала или изде-
лия из него. 

 
Рис. 1. Поверхность образца полиэтилентерефталата с тонким металличе-
ским покрытием после его деформирования на 50 % при 100 ºС и после его 
дополнительного растяжения еще на 50 % при 80 ºС (изображение получе-

но в сканирующем электронном микроскопе) [1] 
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Рис. 2. Поверхность трековой мем-
браны (полимерной плёнки из поли-
этилентерефталата или поликарбна-
та толщиной от 10 до 25 мкм, в ко-

торой создана система сквозных пор) 
под электронным микроскопом [2] 

Рис. 3. Электронная микрофотогра-
фия образца полиэтилентерефтала-

та, деформированного  
в н-пропаноле (увеличение состав-

ляет 1000 раз) [3] 

Для построения температурной зависимости вязкости расплава ис-
пользуют некоторые эмпирические модели с несколькими неизвестны-
ми параметрами, которые определяются из систем  нелиней-

ных уравнений, получаемых по N  измерениям вязкости расплава   

при различных температурах T . Однако группа получаемых таким об-
разом параметров оказывается не единственной в случае, если количес-
тво их меньше N . Тем не менее, не следует думать, что проведённые 
N  измерений вязкости содержат избыточные измерения. Просто, если 
N  больше количества неизвестных параметров в предполагаемой мо-
деле температурной зависимости вязкости расплава, то тогда порожда-
ется несколько оценок такой модели. И тогда предстаёт проблема опти-
мального выбора одной из таких оценок. 

Анализ исследований по температурной зависимости вязкости 
расплава. Существуют две базовые модели температурной зависимости 
вязкости, на которых строятся иные модели, так или иначе адаптируя 
исходные зависимости к конкретным условиям. Известное уравнение 
Аррениуса связано с теорией абсолютных скоростей реакции. Оно име-
ет вид [6] 

  exp
B

T A
T

    
 

                                          (1) 

и используется при ; 100g gT T T    , где gT  является температурой 

стеклования рассматриваемого полимерного расплава, а параметры A  и 
B  суть неизвестные константы для данного расплава, которые нужно 
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оценить. Другая базовая модель температурной зависимости вязкости 
определяется уравнением Вильямса – Лэндела – Ферри [7] 

 
 1

210

g

g

C T T

C T T
gT



                                             (2) 

для ; 100g gT T T     с четырьмя неизвестными: температурой стекло-

вания gT , вязкостью g  рассматриваемого полимерного расплава, 

охлаждённого до этой температуры, а также константами 1C  и 2C . 

Впрочем, если быть более скрупулёзными, то эти константы являются 
функциями температуры стеклования gT . 

Очевидно, что для получения оценочной температурной зависимос-
ти вязкости расплава вида (1) достаточно произвести два измерения вяз-
кости при 100gT T  , ориентируясь на приблизительно известное зна-

чение температуры стеклования, задаваемое, возможно, в форме интер-
вала. Заметим, что производить вязкостные измерения ниже температу-
ры стеклования достаточно сложно, поэтому мы рассматриваем только 
правый луч от точки 100gT  . Также известно, что, даже не имея ника-

ких точных сведений о температуре стеклования gT , для получения 

оценочной температурной зависимости вязкости расплава вида (2) до-

статочно произвести четыре измерения вязкости при  ; 100g gT T T  , 

взяв приблизительное значение температуры стеклования, задаваемое, 
возможно, в форме того же интервала. 

Естественно считать, что при построении (1) или (2) вязкостные из-
мерения следует проводить при достаточно отдалённых одна от другой 
температурах, что должно обеспечивать минимальную результиру-
ющую погрешность. Кроме того, должна быть соблюдена достаточная 
отдалённость от точек gT  и 100gT  . Однако ввиду незнания (или несо-

вершенных сведений) о точном значении температуры стеклования 
фактически любая группа из двух или четырёх измерений может обра-
зовывать соответственно модель (1) или (2). С другой стороны, зачас-
тую проводят, вообще говоря, больше четырёх вязкостных измерений 
для получения более явных экспериментальных данных, что, как уже 
было подчёркнуто, порождает больше одной оценки модели вида (2) и, 
тем более, вида (1). 

Формулировка цели статьи и постановка заданий. Ввиду того, 
что вынужденное, по определённым обстоятельствам, проведение более 
четырёх вязкостных измерений порождает больше одной  
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оценки модели вида (2) или (1), необходимо создать концепцию выбора 
оптимальной температурной зависимости  * T  вязкости расплава ре-

циклатов полиэтилентерефталата из получаемого после проведённых 
измерений множества таких зависимостей. Для решения этой задачи 
необходимо обосновать критерий оптимального выбора уравнения тем-
пературной зависимости вязкости, на основе чего разработать програм-
мную поддержку для автоматического поиска оптимальной температур-
ной зависимости  * T  и получения всех её параметров. Очевидно, что 

необходим пример, наглядно иллюстрирующий обоснованность предла-
гаемого критерия оптимального выбора  * T  и подтверждающий при-

годность разработанной программной поддержки. Кроме этого, следует 
позаботиться о возможном обобщении предлагаемой концепции, каса-
тельно, в частности, применения некоторых других моделей температу-
рной зависимости вязкости, отличных от (1) и (2). 

Критерий оптимального выбора уравнения температурной зави-
симости вязкости. Пусть проведено  измерений вязкости, что 

даёт  1N  – звеньевую ломаную  0 0 T   , последовательно соеди-

няющую точки j jT    и 1 1j jT      на  1, 1j N   , где i  

является вязкостью при температуре iT  1,i N  . Тогда по этим N  

измерениям 

  
1

N
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T
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температурной зависимости вязкости вида (2). В множестве (4) пара-
метры 

ln

exp exp

l j l

jl j l j
jl l l

l l

TT

B T T
A

T T

 
                  
 

 

 

 
exp ln

j
l

l j l j

j

l j

T T
T T T T

j ll l
l l T

l j j j T T
j

T

T T

 



     
                

                 (6) 

и 

lnl j l
jl

j l j

TT
B

T T




 
                                          (7) 

по j -му j jT    и l -му  l lT   измерениях вязкости, при 2,j N  и 

1, 1l j  , хотя это множество более удобно представлять в форме 
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что непосредственно следует из (6) и (7). А в множестве (5) каждая 

группа четырёх параметров  1 , , ,h j k lC T T T T ,  2 , , ,h j k lC T T T T , 

 , , ,g h j k lT T T T T ,  , , ,g h j k lT T T T  из 
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находится как решение соответствующей системы нелинейных алгебра-
ических уравнений 
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Заметим, что каждая из Arr WLFQ Q  зависимостей (4) и (5), как и ло-

маная 
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   1;i iT T T   , 1, 1i N  ,                                (14) 

является элементом функционального пространства  при 

. Тогда здесь в качестве оптимальной зависимости 

 нужно найти наиболее близкую по отношению к N  

измерениям (3) зависимость, то есть наиболее близкую в функциональ-
ном смысле зависимость по отношению к ломаной (14). В соответствии 
с этим 

             (15) 

с метрикой 

, 

  Arr WLF1,q Q Q  .                                        (16) 

Таким образом, критерий оптимального выбора (15) уравнения тем-



АКТУАЛЬНІ ПРОБЛЕМИ АВТОМАТИЗАЦІЇ ТА ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ. Том 15. 2011 

46 

пературной зависимости вязкости расплава рециклатов основан на ми-
нимизации метрики функционального пространства 

. Конечно же, здесь имеется оче-

видная зависимость выбора  от параметра   соответ-

ствующего пространства, однако практически обоснованный уже выбор 
значения   часто будет приводить к задаче выбора , 

так как метрика пространства  отвечает энергетической ха-

рактеристике его элементов [8]. 
Обобщение в критерии (15). Критерий (15) только что был постро-

ен для двух базовых моделей температурной зависимости вязкости, па-
раметры которых (6), (7) и (9) находятся по вершинам ломаной  0 T . 

Но можно предполагать, что существуют и другие, возможно, пока не-
изученные, модели температурной зависимости вязкости расплава ре-
циклатов полиэтилентерефталата, причём для построения каждой их 
них не обязательно требуется две или четыре вершины ломаной  0 T . 

Пусть существует K  таких моделей, позволяющий получить K  раз-
личных температурных зависимостей вязкости для одного и того же 
расплава рециклатов полиэтилентерефталата, куда, разумеется, уравне-
ния (1) и (2) включены также. При этом для построения k -го уравнения 

требуется проведения kM  измерений вязкости, где  1,k K  . 

Поскольку предполагается, что общее количество  измерений 

вязкости, то уравнений k -го вида температурной зависимости вязкости 

всего получится 
 

!

! !k
k k

N
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N M M


 
. И тогда итоговое количество по-

лученных температурных зависимостей вязкости 
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                                  (17) 

несколько обобщит критерий (15) с метрикой (16), который здесь при-
нимает вид 

               (18) 

с метрикой 
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Заметим, что критерий (18), кроме зависимости от значения   и ко-

личества N  вязкостных измерений данного расплава рециклатов полиэ-

тилентерефталата, зависит также от выбора температур    11
;

N

i Ni
T T T


  

и состава семейства K  базовых моделей температурных зависимостей 
вязкости. 

MATLAB-модуль для поиска оптимального уравнения темпера-
турной зависимости вязкости по критерию (15). Безусловно, поиск 
оптимального уравнения температурной зависимости вязкости в смысле 
реализации критерия (18) должен быть автоматизирован. На примере 
использования двух базовых моделей температурных зависимостей вяз-
кости (1) и (2) создадим программный MATLAB-модуль для осуществ-
ления такого поиска и всех необходимых предшествующих вычисле-
ний. Уравнения Аррениуса (8) или их параметры (6) и (7) программи-
руются непосредственно. Параметры (9) WLFQ  уравнений ВЛФ будут 

найдены за счёт численного приближённого решения систем нелиней-
ных алгебраических уравнений (10) – (13). После этого, когда все 

   Arr WLF

1

Q Q

q q
T




  температурных зависимостей вязкости найдены, пред-

стоит вычислить Arr WLFQ Q  интегралов в метрике (16). Для осу-

ществления такой процедуры также можно воспользоваться численным 
методом с достаточно густой дискретизацией сегмента  1; NT T , где ка-

ждый из Arr WLFQ Q  интегралов в (16) разобьём на 1N   интеграл: 
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,  Arr Arr WLF1,q Q Q Q   .         (21) 

В расстоянии (20) каждая пара индексов  ,j l  из множества 

   1

2 1
,

jN

j l
j l



 
 соответствует номеру q  из множества  Arr1, Q , а в рассто-

янии (21) каждая четвёрка индексов  , , ,h j k l  из множества 

   
111

4 3 2 1

, , ,

kjhN

h j k l

h j k l



   

  
 
  

 соответствует номеру q  из множества 

 Arr Arr WLF1,Q Q Q  . 

Код MATLAB-модуля «opt_awlf» для реализации выбора (15) с ис-
пользованием вышеизложенных принципов и (20), (21) представлен на 
рис. 4 – 7. Этот модуль использует субмодули «line2point» и 
«four_wlf_eq». Субмодуль «line2point» предназначен для вычисления 
параметров каждого из 1N   прямолинейных участков ломаной (14). 
Субмодуль «four_wlf_eq» формирует в доступном для программной 
обработки виде системы нелинейных алгебраических уравнений (10) – 
(13), которые решаются с помощью встроенного MATLAB-модуля 
«fsolve» (строка 51 кода на рис. 5). 
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Рис. 4. Скриншот начала кода модуля «opt_awlf» для нахождения опти-
мальной температурной зависимости (15) вязкости расплава рециклатов 
полиэтилентерефталата с использованием минимизации метрики (16)  

функционального пространства 
 

 

Для запуска MATLAB-модуля «opt_awlf» необходимо ввести четыре 

или пять входных аргументов: набор температур   1

N

i i
T


, набор соответ-

ствующих вязкостей (3), опцию построения графика функции 
, опцию вывода промежуточных данных о решении 

систем нелинейных алгебраических уравнений (10) – (13), а также па-
раметр  , который, впрочем, по умолчанию задан как 2  . 

После завершения своего выполнения MATLAB-модуль «opt_awlf» 
возвращает в рабочее пространство MATLAB Workspace три вида рас-
считанных или найденных выходных аргументов. Если найденная по 
(18) оптимальная температурная зависимость  * T   
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Рис. 5. Фрагмент с частью кода модуля «opt_awlf»,  

где используется MATLAB-модуль «fsolve» 
 

 
Рис. 6. Результирующая часть кода модуля «opt_awlf» 
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Рис. 7. Специальная часть кода модуля «opt_awlf»  

с субмодулями «line2point» и «four_wlf_eq», предназначенными для вычи-
сления параметров каждого из 1N   прямолинейных участков ломаной 

(14) и формирования в доступном для программной обработки виде систе-
мы нелинейных алгебраических уравнений (10) – (13) 

принадлежит классу уравнений (1), то пользователь получает парамет-
ры *A  и *B  функции 

  *
* * exp

B
T A

T
    
 

                                     (22) 

при    1

* 2 1

jN

jl j l
A A



 
  и    1

* 2 1

jN

jl j l
B B



 
 , иначе в MATLAB Workspace 

возвращаются четыре параметра  *
1 1 * * * *, , ,h j k lC C T T T T , 

 *
2 2 * * * *, , ,h j k lC C T T T T , температура  *

* * * *, , ,g g h j k lT T T T T T  и вязкость 

 *
* * * *, , ,g g h j k lT T T T    функции 
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класса уравнений (2), где 
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В случае получения (22) в MATLAB Workspace возвращаются также 

соответствующие номера  * 2

N

j
j j


  и   1

* 1

j

l
l l




 , а если оптимальная 

температурная зависимость вышла в форме (23), то пользователь полу-

чает соответствующие номера  *

4

N

h
h h


 ,   1*

3

h

j
j j




 ,   1*

2

j

k
k k




 , 

  1*

1

k

l
l l




 . Эти номера позволяют судить о том, какие именно из N  из-

мерений (3) оказались наиболее обобщающими (заметим, не «наиболее 
достоверными», поскольку здесь речь идёт о заведомо достоверных 
данных, полученных, как предполагается, на надёжном и высокоточном 
оборудовании). Третий вид возвращаемых выходных аргументов – это 
данные о расстояниях (20) и (21). 

Некоторое обобщение экспериментальной функции  0 T  в 

критерии (18). Возвратимся на некоторое время к экспериментальным 
данным (3). Эти точки были последовательно соединены в  1N  – зве-

ньевую ломаную  0 T , явившуюся впоследствии неким образцом, 

относительно которого соизмерялись (в функциональном смысле) най-

денные    Arr WLF

1

Q Q

q q
T




  температурных зависимостей вязкости. Естест-

венно считать, что ломаная (14) является следствием простейшей интер-
поляции N  точек в (3). Однако известно [9], что через N  точек можно 
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провести интерполяционный многочлен не выше  1N  -й степени. 

Ввиду этого вместо ломаной (14) в критерии (18) можно использовать 
функцию-образец 

  1
0 1

1

N
i

i

i

T T 




                                         (24) 

с коэффициентами  1 1

N

i i 
 , которые могут определяться из формы ин-

терполяционного многочлена Лагранжа или Ньютона [9]. Очевидно, что 
чем меньше количество вязкостных измерений (3), тем более надёжным 
в критерии (18) является использование функции-образца (24). Пред-
почтение же ломаной (14) будет отдаваться, естественно, при достаточ-
но больших N , когда использование в метрике (19) интерполяционного 
многочлена большой степени будет давать значительную методическую 
погрешность. 

Пример построения оптимального уравнения температурной за-
висимости вязкости в MATLAB-модуле «opt_awlf». Рассмотрим пять 
измерений вязкости 

      5

1
403.05 133.8 , 412.15 69.9 ,i i i

T


   

     422.15 37.5 , 432.05 21.3 , 442.05 12.9               (25) 

рециклатов отходов полиэтилентерефталата, проведённых вискозимет-
ром CAP2000 + (рис. 8). Пример запуска с командной строки MATLAB 
и результаты работы модуля «opt_awlf» с данными (25) показаны на 
рис. 9. 

Как видим, по измерениям (25) оптимальной температурной зависи-
мостью вязкости исследованного образца рециклатов отходов полиэти-
лентерефталата является экспоненциальная функция 

  10
*

11034.5633938958
1.723820767524216 10 expT

T
       

 
     (26) 

как элемент пространства  и построенная по точкам 

   4 4 432.05 21.3T    и    1 1 403.05 133.8T   . На рис. 10 пока-

зана оптимальная зависимость (26) на фоне экспериментальной четы-
рёхзвеньевой ломаной  0 T . Видимое значительное отклонение 

функции (26) от  0 T  в окрестности точки 2T T  объясняется 
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Рис. 8. Вискозиметр CAP2000+ [10] 

 

 
Рис. 9. Запуск модуля «opt_awlf» с данными (25) и результаты его выполне-

ния в командном окне MATLAB 
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относительно быстрым изменением температурной зависимости на сег-
менте  1 2;T T . 

 
Рис. 10. Оптимальная температурная зависимость вязкости образца рецик-
латов отходов полиэтилентерефталата по измерениям (25) на фоне функ-

ции-образца (14) 

Выводы и перспектива дальнейшего исследования. Созданная 
концепция выбора оптимальной температурной зависимости  * T  вя-

зкости расплава рециклатов полиэтилентерефталата из полученных по-
сле проведённых измерений (3) K  множеств общей численностью (17) 
таких зависимостей основана на минимизации метрики (19) функциона-
льного пространства . В качестве опорной кривой  0 T  мо-

жно брать ломаную (14) или же полином (24). В частности, при исполь-
зовании модельных уравнений (1) и (2) критерий оптимального выбора 
(15) использует расстояния (20) и (21) с функцией-образцом (14), что и 
программно реализовано в форме MATLAB-модуля «opt_awlf». Резуль-
таты выполнения разработанного модуля предполагают их использова-
ние при выборе режима переработки расплавов рециклатов отходов по-

 * T
 0 T

T
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лиэтилентерефталата, где необходимо очень точное знание температур-
ной зависимости вязкости  T . Приведённый пример с данными вяз-

костных измерений (25) демонстрирует полную работоспособность 
предлагаемой программной поддержки, проявляющуюся, в первую оче-
редь, в наиболее точном приближении зависимости  * T  к неизвест-

ной  T  и отождествляемой с  0 T , что хорошо видно из рис. 10. 

Перспектива дальнейшего исследования состоит в обобщении предлага-
емой концепции, где, применив некоторые другие модели температур-
ной зависимости вязкости, отличные от (1) и (2), можно получить более 
точные результаты для  * T  как (18) с расстоянием (19). При этом 

докомпоновка программного кода не составит особых проблем. Однако 
существует вопрос о том, насколько адекватным или правомочным яв-
ляется использование функции-образца  0 T , будь то ломаная (14) 

или даже полином (24). Если есть обоснованные сомнения на этот счёт, 
то тогда в качестве критерия выбора оптимальной температурной зави-
симости вязкости можно брать минимизацию расстояния между каждой 

парой функций     ,q pT T   при индексе 
 1

!
1,

! !

K

k kk

N
q

N M M



   и 

индексе 
 1

!
1,

! !

K

k kk

N
p

N M M



  . Это неизбежно приведёт к матричной 

1 1

K K

k k

k k

Q Q
 

  -игре, решение которой, если таковое окажется не в чис-

тых стратегиях, нужно будет реализовывать за минимально возможное 
количество розыгрышей (каждый «розыгрыш» эквивалентен одной пе-
реработке расплавленного образца полиэтилентерефталата). Также отк-
рытым остаётся вопрос о том, сколько измерений N  целесообразно 
сделать для того или другого образца полиэтилентерефталата в задавае-
мом диапазоне температур, и хватит ли задаваемого количества N  для 
проведения полноценных измерений. 

Библиографические ссылки 

1. http://vivovoco.astronet.ru/VV/JOURNAL/NATURE/09_07/DURE. 
HTM 

2. http://www.trackpore.ru/products/product.htm?id=4 
3. http://www.bestreferat.ru/referat-95165.html 



АКТУАЛЬНІ ПРОБЛЕМИ АВТОМАТИЗАЦІЇ ТА ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ. Том 15. 2011 

57 

4. http://www.plastinfo.ru/information/articles/156/ 
5. http://www.polymers-money.com/articles/recycling/vtorichnoe_ispol_ 

zov_5077.html 
6. Виноградов Г. В. Реология полимеров / Г. В. Виноградов, 

А. Я. Малкин. – М., 1977. – 440 с. 
7. Williams M. L. The temperature dependence of relaxation mechanisms 

in amorphous polymers and other glass-forming liquids / 
M. L. Williams, R. F. Landel, J. D. Ferry // J. Am. Chem. Soc. – 1955. – Vol. 
77, № 14. – P. 3701 – 3707. 

8. Колмогоров А. Н. Элементы теории функций и функционального 
анализа / А. Н. Колмогоров, С. В. Фомин. – М., 1968. – 496 с. 

Справочник по математике для инженеров и учащихся втузов / [Бро-
нштейн И. Н., Семендяев А. К.]. – 13-е изд., испр. – М., 1986. – 544 с. 

http://www.brookfieldengineering.com 

Надійшла до редколегії 01.02.11 

 


