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НЕЙРО-ФАЗЗИ-СЕТЬ КОЛМОГОРОВА С
ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

ПРИНАДЛЕЖНОСТИ И ГРАДИЕНТНЫЙ
АЛГОРИТМ ЕЕ ОБУЧЕНИЯ

Введение
Установление универсальных аппроксимирующих свойств искус-

ственных нейронных сетей (ИНС) в значительной мере базировалось на
фундаментальной теореме А.Н. Колмогорова о суперпозиции функций
(ТСК) [1], утверждающей, что для всех d ≥ 2 существуют непрерыв-
ные функции ϕli : [0, 1] → R, l = 1, 2, . . . , 2d + 1; i = 1, 2, . . . , d, такие,
что выполняется следующее условие: для всех непрерывных функций
f : [0, 1]d → R существуют непрерывные функции gl : [0, 1] → R, такие,
что

y = f(x1, x2, . . . , xd) =

2d+1
X

l=1

gl

 

d
X

i=1

ϕli(xi)

!

, (1)

при этом функции gl(·) определяются видом f(·), а функции ϕli(·) от f(·)
не зависят.

Р. Хехт-Нильсеном [2] было показано, что ТСК может быть реализо-
вана с помощью нейросетевых технологий и была разработана ИНС с
прямой передачей информации с единственным скрытым слоем, кото-
рый конструировался независимо от вида функции f(·).

В. Куркова [3] предложила в конструкции (1) фиксированное число
внешних активационных функций gl(·) равное 2d + 1 заменить пере-
менным n, а саму проблему представления функций f(·) заменить зада-
чей нахождения ее аппроксимации f̂(·), что гораздо удобнее при реше-
нии большинства реальных задач обработки информации. Ею же была
введена соответствующая ИНС прямого распространения с сигмоидаль-
ными активационными функциями, обеспечивающая любую наперед
заданную точность аппроксимации.

Д.А. Шпрехер [4] разработал численный алгоритм вычисления вну-
тренних ϕli(·) и внешних gl(·) одномерных активационных функций в
суперпозиции Колмогорова специального вида, при этом основным пред-
положением, используемым при вычислении этих функций, является
существование 2d+ 1 семейств попарно непересекающихся d-мерных ку-
бов, объединение которых покрывает гиперкуб Id наперед заданным
образом.

Б. Игельник и Н. Парикх [5] предложили конструкцию, названную
ими сплайн-сетью Колмогорова (Kolmogorov’s spline network) и основан-
ную на технике аппроксимации с помощью кубических сплайнов. Дан-
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ная сеть обладает расширенными функциональными возможностями и
лучшей адаптируемостью по сравнению с классическими ИНС.

А. Лопес-Гомес, Ш. Йошида, К. Хирота [6] на основе фаззификации
ТСК [7] разработали нечеткую функционально связанную нейронную
сеть (fuzzy functional link network), в которой внутренние функции ϕli(·)
были заменены функциями принадлежности, используемыми в систе-
мах нечеткого вывода (fuzzy inference systems — FIS).

Вместе с тем следует отметить, что сети, основанные на ТСК, несмотря
на свою эффективность и математическую элегантность не получили
должного распространения для решения реальных задач, что объясняе-
тся, прежде всего, отсутствием численно простых и быстродействующих
алгоритмов обучения.

В данной работе предложена гибридная структура, объединяющая в
себе колмогоровскую схему суперпозиции функций одной переменной,
нейронную архитектуру прямого распространения, систему нечеткого
вывода типа Такаги-Сугено с настраиваемыми функциями принадле-
жности выходного слоя и названную нами нейро-фаззи сетью Колмо-
горова (neuro-fuzzy Kolmogorov’s network — NFKN). Введена численно
простая процедура обратного распространения ошибок для обучения си-
наптических весов и алгоритм настройки функций принадлежности,
аппроксимирующих внешние функции gl(·) сети.

Архитектура NFKN
Введем в рассмотрение двухслойную архитектуру, приведенную на

рис. 1 и реализующую отображение вида

f̂(x1, x2, . . . , xd) =

n
X

l=1

f
[2]
l (o

[1]
l ) =

n
X

l=1

f
[2]
l

 

d
X

i=1

f
[1,l]
i (xi)

!

, (2)

где n ≥ 2d + 1 — число сумматоров скрытого слоя, d — число входов
нулевого слоя, f [2]

l (·) (l = 1, 2, . . . , n), f [1,l]
i (·) (i = 1, 2, . . . , d) — нелинейные

преобразователи выходного и скрытого слоев, соответствующие функци-
ям gl(·) и ϕli(·) в выражении (1).

В качестве «строительных элементов» данной сети предлагается
использовать нелинейные синапсы (nonlinear synapses — NS) и нео-фаззи
нейроны (neo-fuzzy neurons — NFN), введенные и использованные в [8,9]
и отличающиеся эффективными аппроксимирующими свойствами, про-
стотой обучения и реализации.

На рис. 2 приведена схема нелинейного синапса NS
[1,l]
i скрытого слоя,

осуществляющая преобразование

f
[1,l]
i (xi) =

m1
X

h=1

µ
[1]
ih (xi)w

[1,l]
ih , (3)

где m1 — число функций принадлежности µ
[1]
ih (·) в нелинейном сина-

псе, w[1,l]
ih — настраиваемые синаптические веса, общее число которых в

скрытом слое составляет d ·m1 · n.
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Рис. 1 – Архитектура нейро-фаззи сети Колмогорова
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Рис. 2 – Нелинейный синапс скрытого слоя
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На рис. 3 приведена схема нелинейного синапса NS
[2]
l выходного слоя,

осуществляющего преобразование

f
[2]
l (o

[1]
l ) =

m2
X

j=1

µ
[2]
lj (o

[1]
l )w

[2]
lj , (4)

где m2 — число функций принадлежности µ
[2]
lj (·) в нелинейном синапсе,

o
[1]
l — выходные сигналы скрытого слоя, w[2]

lj — настраиваемые синапти-
ческие веса, общее число которых в выходном слое составляет m2 · n.
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Рис. 3 – Нелинейный синапс выходного слоя

Несложно видеть, что нелинейный синапс NS есть не что иное как
система нечеткого вывода типа Такаги-Сугено (TS-FIS) с одним входом и
постоянным консеквентом. Как известно [10], TS-FIS является универ-
сальным аппроксиматором и при соответствующем выборе синаптиче-
ских весов и числе функций принадлежности может с наперед заданной
точностью аппроксимировать любую ограниченную функцию одного пе-
ременного. Именно это обстоятельство делает целесообразным их приме-
нение в составе NFKN в качестве аналогов функций gl(·) и ϕli(·).

Как видно из схемы на рис. 1, выходные сигналы скрытого слоя могут
быть записаны в форме

o
[1]
l =

d
X

i=1

f
[1,l]
i (xi) =

d
X

i=1

m1
X

h=1

µ
[1]
ih (xi)w

[1,l]
ih , (5)

а выходного —

f̂(x1, x2, . . . , xd) =
n
X

l=1

m2
X

j=1

µ
[2]
lj (o

[1]
l )w

[2]
lj , (6)

что, как несложно заметить, соответствует преобразованиям, реализуе-
мым нео-фаззи нейронами, число которых в скрытом слое составляет n, а
в выходном 1. На рис. 1 пунктирной рамкой обведены нео-фаззи нейроны
NFN

[1]
1 и NFN

[2].
Окончательно отображение, реализуемое с помощью NFKN, может
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быть записано в виде
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(7)
что является гибридом двухслойной ИНС с прямой передачей информа-
ции и двухуровневой системы нечетких правил, реализующей двухуров-
невый подход (multiresolution approach) [11], что позволяет согласно теоре-
ме Яма-Нгуена-Крейновича обеспечить сколь угодно высокую точность
аппроксимации любой многомерной непрерывной функции, заданной на
ограниченном множестве.

Обучение NFKN
Для нахождения d ·m1 ·n неизвестных синаптических весов скрытого

слоя w
[2]
ih и m2 · n весов w[2]

lj выходного используем стандартный локаль-
ный критерий обучения, принятый в теории ИНС

E(k) =
1

2
(y(k) − f̂(x1(k), x2(k), . . . , xd(k)))

2 =
1

2
e2(k), (8)

где k = 1, 2, . . . , N, . . .— номер наблюдения или индекс текущего времени
в обучающей выборке, y(k) — обучающий сигнал.

Используя градиентую процедуру минимизации критерия (8), можно
сразу записать алгоритм обучения весов выходов слоя в виде

w
[2]
lj (k + 1) = w

[2]
lj (k) − η[2]

w
∂E(k)

∂w
[2]
lj

= w
[2]
lj (k) + η[2]

w e(k)µ
[2]
lj (o

[1]
l (k)), (9)

где η[2]
w — параметр шага обучения, определяющий характер сходимости

процесса настройки.
Поскольку веса выходного слоя в описание (7) входят линейно, для

их определения может быть также использован любой метод оптимиза-
ции второго порядка, в том числе и стандартный рекуррентный метод
наименьших квадратов, широко используемый в теории и практике ада-
птивной идентификации [12].

Используя идею обратного распространения ошибок, несложно также
записать градиентную процедуру обучения весов скрытого слоя в виде

w
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w µ
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X
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w
[2]
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∂µ
[2]
lj (o

[1]
l (k))

∂o
[1]
l

,

(10)

незначительно превосходящую по сложности алгоритм (9).
Обучение NFKN с помощью (9), (10) может производиться как в паке-

тном режиме при фиксированной обучающей выборке, так и в режиме
реального времени по мере поступления новой информации.
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Обучение NFKN с функциями принадлежности четвертого
порядка

В качестве функций принадлежности в NFKN могут быть использо-
ваны любые конструкции принятые в FIS такие, как гауссовские, тре-
угольные, трапециевидные и т. п. Вместе с тем, необходимость их диф-
ференцирования в алгоритма (10) заставляет отдать предпочтение фун-
кциям не претерпевающим разрывов и имеющих простые выражения
для своих производных. В качестве такой конструкции мы предлагаем
использовать полиномы четвертого порядка (quartics) вида

µih(xi) =

8

>

<

>

:

0 при xi < ci,h−1,

(1 − d−2
i (cij − xi)

2)2 при ci,h−1 ≤ xi ≤ ci,h+1,

0 при ci,h+1 < xi,

(11)

вид которых приведен на рис. 4.

xi

ci1 = xi min

di

ci2

di

ci3

di

ci4 ci,m−1

di

ci,m = xi max

0

1

µih(x)

Рис. 4 – Функции принадлежности четвертого порядка

Данные функции симметричны, финитны, имеют колоколообразную
форму и обращают свои производные в нуль в точках экстремума, соо-
тветствующих положению центра cih, и точках пересечения с осью аб-
сцисс. Параметр ширины di этих функций определяется выражением

di =
xi max − xi min

m− 1
=
cim − ci1
m− 1

= cih − ci,h−1 = ci,h+1 − cih, (12)

а производная

∂µih(xi)

∂xi
= 4

1 − d−2
i (cih − xi)

2

d2
i

(xih − xi), (13)

равна нулю в точках ci,h−1, cih и ci,h+1.
Улучшить аппроксимирующие свойства NFKN можно, обеспечив на-

стройку не только синаптических весов, но и функций принадлежности
выходного слоя, в качестве которых могут быть использованы несимме-
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тричные функции вида

µih(ol) =

8

>
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>
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>

>
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„

1 −
„

clj − ol

clj − cl,j−1

«2«2

при cl,j−1 ≤ ol ≤ clj ,

„

1 −
„

clj − ol

cl,j+1 − clj

«2«2

при clj ≤ ol ≤ cl,j+1,

0 при cl,j+1 < ol,

(14)

вид которых приведен на рис. 5.

ol

cl1 = ol min cl2 cl3 cl,m2−2 cl,m2−1 cl,m2 = ol max

0

1

µlj(ol)

Рис. 5 – Несимметричные функции принадлежности четвертого порядка

Переписав критерий (8) в виде
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можно ввести алгоритм настройки положения функций принадлежно-
сти выходного слоя в виде
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, (16)

где производные функций принадлежности по центрам в случае (14)
определяются соотношением

∂µih(ol)
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(17)

Выводы
В работе предложена архитектура нейро-фаззи сети Колмогорова,

представляющая собой гибрид схемы суперпозиции функций одной пе-
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ременной, двухслойной нейронной сети с прямой передачей информации
и двухуровневой системы нечеткого вывода. NFKN построена на стан-
дартных блоках типа нелинейных синапсов и нео-фаззи нейронов, обла-
дающих высокими аппроксимирующими свойствами, и проста в обуче-
нии. Целесообразно использование предлагаемой сети в задачах класси-
фикации, прогнозирования, эмуляции, нейроуправления и других при-
ложениях, связанных с интеллектуальным анализом данных.
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