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ДО ВИЗНАЧЕННЯ СТРУКТУРИ РОЗВ’ЯЗАННЯ
СИСТЕМИ РIВНЯНЬ ГIДРОДИНАМIКИ

Анотацiя: Розглядається задача еквiвалентного спрощення виразiв, що

отримуються при розв’язаннi системи квазiлiйних рiвнянь Нав’є—Стокса. За-

пропоновано алгоритм спрощення, що ґрунтується на використаннi теорiї лан-

цюгових дробiв.
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У результатi застосування числово-аналiтичного методу розв’я-
зання нелiнiйних рiвнянь iз частинними похiдними [1] до розв’я-
зання системи рiвнянь гiдродинамiки (рiвнянь Нав’є–Стокса) [2]
отримують розв’язання для компонент швидкостi руху субстанцiї
u = [ux, uy , uz] (рiдинне або газове середовище) у такому виглядi (на
першiй iтерацiї):
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Згiдно загальної схеми iтерацiйного процесу лiнiйна частина
розв’язання системи нестацiонарних рiвнянь гiдродинамiки, яка
мiстить i рiвняння Нав’є–Стокса, може бути подана у виглядi ряду:
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Тут Xux (αi, x), Yux(βi,jy), Zux(γi,j,kz) – власнi функцiї лiнiйної
частини крайової задачi на власнi значення i функцiї стосовно ком-
поненти швидкостi ux [3]. Числа Nx, Ny , Nz визначають кiлькiсть
членiв ряду, що враховуються у розв’язаннi з погляду на потрiбну
точнiсть розв’язання. Величини U1

(0)
i,j,k, U2

(0)
i,j,k визначаються поча-

тковими i межовими умовами вiдповiдної крайової задачi, що пiд-
порядковуються вiдповiдним iнтегральним перетворенням.

Аналогiчно можна записати розв’язання лiнiйної частини вiдно-
сно компонент швидкостi uy , uz :
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Наступний етап полягає обчисленнi iнтегральних перетворень
вiд добутку шуканих функцiй у конвективнiй частинi квазiлiнiй-
них рiвнянь Нав’є–Стокса – ux∂ux/∂x, uy∂ux/∂y, uz∂ux/∂z у першо-
му рiвняннi, ux∂uy/∂x, uy∂uy/∂y, uz∂uy/∂z – у другому та ux∂uz/∂x,
uy∂uz/∂y, uz∂uz/∂z у третьому рiвняннi системи. Те саме стосується
й рiвняння вiдносно температури потока рiдини або газу.

Добуток виразiв типу (2), (3) i застосування iнтегральних пере-
творень за просторовими змiнними дає вираз вигляду
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Виконання подальших iтерацiй кожного разу призводить до по-
двоєння сум вiдносно часової змiнної, що фактично унеможливлює
подальше використання такого вигляду виразiв.

У зв’язку з цим у роботi вирiшується проблема еквiвалнтно-
го спрощення виразiв вигляду (5) таким чином, щоб унiфiкувати
отриманi розв’язання з метою їхнього подальшого використання
для розв’язання квазiлiнiйної системи рiвнянь Нав’є–Стокса.

У роботi пропонується алгоритм еквiвалентного спрощення, що
грунтується на застосуваннi апарату ланцюгових дробiв [3].

Застосуємо до виразу (5) iнтегральне перетворення за Лапласом.
Маємо
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∑
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∑
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p+ δxi,j,k + δl,m,n
. (6)

Розглянемо спочатку часткову суму вигляду

Y (p) =
N
∑

n=1

Rn

p+ δn
. (7)

Подамо її у виглядi дробово-рацiональної функцiї
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Y (p) =

N−1
∑

n=0

bnp
n

N
∑

n=0

anpn
. (8)

Застосування алгоритму еквiвалентного спрощення [3] дає мо-
жливiсть отримати замiсть (8) такий вираз:

Y (p) ≈ b0 + b1p

a0 + a1p+ a2p2
. (9)

У просторi оригiналiв цьому виразу вiдповiдає

y(t) = e−αt[Aϕ1(t) +Bϕ2(t)], (10)

де

ϕ1(t) =

(

cosωt, ω > 0
coshωt, ω < 0.

ϕ2(t) =

(

sinωt, ω > 0
sinhωt, ω < 0.

Повторне застосування алгоритму (8)–(9) до решти складових ря-
ду (5) дозовляє отримати вираз вигляду (10). Обгрунтування такого
пiдходу – будь-яка система високого порядку наближено веде себе
як система другого порядку iз запiзненням.

Отже,
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≈e−αt [Aϕ1(t) +Bϕ2(t)] .

(11)

Тодi розв’язання, наприклад, першого рiвняння (1) системи ква-
зiлiйних рiвнянь Нав’є–Стокса можна наближено подати у вигля-
дi функцiї

u(1)
x (x, y, z, t) = u(0)

x (x, y, z, t)

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

Nz
∑

k=1

Xi (αi, x)Yj (βi,j , y)Zk (γi,j,k, z)×

× e−αi,j,kt [Ai,j,kϕ1(ωi,j,kt) +Bi,j,kϕ2(ωi,j,kt)] . (12)

Похибки, що накопичуються за рахунок такої апроксимацiї, по-
перше, не є суттєвi (рис. 1), по-друге, їх можна скопенсувати за ра-
хунок додаткових iтерацiй пiд час розв’язання системи рiвнянь.
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Рис. 1 – Похибки, що накопичуються за рахунок апроксимацiї

Наведений алгоритм може ефективно застосовуватися до
розв’язання широкого класу нестацiонарних нелiнiйних рiвнянь
математичної фiзики.
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