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банку за рахунок створення раціональної структури 
кре дитно-інвестиційного та депозитного портфелів. 
Можливість адаптації моделі до зовнішнього середови-
ща і внутрішньої політики банку дає змогу використо-
вувати модель для прогнозування можливих сценаріїв 
його розвитку.                     
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В условиях российского рынка, когда между по-
требителем и производителем товара часто воз-
никает длинная цепочка посредников, важно 

представлять возможные последствия этого явления. 
Для оценки влияния посредников на динамику цен в 
условиях российского рынка построим математические 
модели динамики цен, основанные на так называемой 
«паутинообразной» модели рынка [1; 2; 3; 4].

Параметрами, описывающими состояние рынка, 
будут: Xt – цена товара в момент времени t, St – предло-
жение товара в момент t, Dt – спрос на товара в момент 
времени t. Допустим, что имеется один товар, и функ-
ция предложения St и спроса Dt на него зависит толь-
ко от его цены. Все остальные факторы (цены на заме-
щающие товары, основные производственные фонды, 
характер применяемой технологии, налоги и дотации, 
природно-климатические условия), от которых зависит 
предложение и спрос на данный товар, остаются неиз-
менными. Таким образом, рассматривается однопро-
дуктная модель рынка.

В простейшем случае можно предположить, что 
предложение S зависит только от цены Х товара и яв-
ляется возрастающей функцией от цены, и спрос D за-
висит только от цены Х товара и является убывающей 
функцией от цены. В окрестности положения равнове-
сия эти функции можно линеаризовать. Таким образом, 
функции предложения S и спроса D будут линейной воз-
растающей и линейной убывающей функцией цены со-
ответственно:

    ,
S a X b
D c X d
= ⋅ +
= − ⋅ +

  
(1)

где    a > 0 – определяет скорости возрастания предло-
жения при увеличении цены;

c > 0 – определяет скорости убывания спроса при 
увеличении цены;

начальные параметры b > 0 и d > 0 – удовлетворя-
ют условию d > b.

Рассмотрим дискретную модель, наиболее адекват-
но описывающую динамику цен. Шаг Δt по време-
ни t примем за единицу измерения времени, т. е. 

Δt = 1, при этом частота дискретизации fd будет равна 
единице fd. = 1 / Δt  = 1. Дискретные модели динамики цен 
в отличие от непрерывных моделей позволяют учесть 
процедуры принятия решений. Динамика цен включает 
взаимодействие трех подсистем: товаропроизводитель, 
потребитель и рынок. Рассмотрим два варианта проце-
дуры принятия решений.

Вариант Ι. Товаропроизводитель, принимая ре-
шение об объеме предложения, ориентируется на цену 
предыдущего периода. Он осуществляет простейший 
прогноз цены, считая, что за промежуток времени от 
начала выпуска продукции до ее реализации посредни-
кам цена практически не изменится и будет равной Xt–1. 
Потребитель предъявляет спрос и покупает товар по со-
временной цене Xt. Рынок всегда находится в состоянии, 
близком к локальному равновесию. Математически это 
запишется так: 

  

1 ;
;

    .

t t

t t

t t

S a X b
D c X d
D S

−= ⋅ +
= − ⋅ +
=

  

(2)

Из условия равновесия рынка (спрос равен пред-
ложению Dt = St) получим неоднородное разностное 
уравнение, описывающее динамику цены:

         1 .t tc X a X d b−⋅ + ⋅ = −   
(3)

Общее решение неоднородного разностного урав-
нения складывается из общего решения однородного 
разностного уравнения и частного стационарного ре-
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шения. Частное стационарное решение получается из 
(3) в предположение, что постоянно Xt:

      
.p

d bX
a c
−=
+

  
(4)

Цена Хр является положением равновесия раз-
ностного уравнения и соответствует равновесию на 
рынке. Переходные процессы ценообразования, устой-
чивость или неустойчивость положения равновесия 
определяется видом общего решения однородного раз-
ностного уравнения:

  1 0.t tc X a X −⋅ + ⋅ =   (5)
Общее решение однородного разностного уравне-

ния ищется в виде Xt = λt. Из (5) получим характеристи-
ческое уравнении для определения λ:

         
0; .ac a

c
λ λ⋅ + = ⇒ = −

  
(6)

Тогда общее решение неоднородного разностно го 
уравнения, описывающее динамику цены, будет иметь 
вид:

           
,

t

t p
aX A X
c

 = ⋅ − +  
  

(7)

где А – произвольная постоянная, которая при началь-
ных условиях t = 0, Xt = X0 из (7) будет равна A = X0 – Xp. 
Окончательно решение неоднородного разностного 
уравнения с начальными условиями, описывающее ди-
намику переходных процессов на рынке, имеет вид:

 
0( 1) ( ) .

t
t

t p p
aX X X X
c

 = − ⋅ ⋅ − +  
        

(8)

Следовательно, 
• если |λ| < 1 или a < c, то равновесная цена Xp 

асимптотически устойчива в целом, т. е. при любой на-
чальной цене X0 цена Xt стремится к равновесной цене Xp. 
При этом цена Xt совершает периодические затухающие 
колебания относительно равновесной цены Xp. Условие 
a < c означает, что скорость предложения товара больше 
скорости убывания спроса на товар при росте цен Х;

• если |λ| < 1 или a > c, то равновесная цена Xp не 
устойчива, точнее, при любой начальной цене X0 цена Xt 
уходит от равновесной цены Xp. При этом цена Xt совер-
шает периодические колебания относительно равно-
весной цены Xp с возрастающей амплитудой. Условие  
a > c означает, что скорость предложения товара мень-
ше скорости убывания спроса товара при росте цен;

• если |λ| = 1 или a = c, то равновесная цена Xp 
устойчива. При этом цена Xt совершает периодические 
колебания с постоянной амплитудой относительно рав-
новесной цены Xp. Условие a = c означает, что скорость 
предложения товара равна скорости убывания спроса 
товара при росте цен Х.

Для принятия решений во втором варианте дела-
ются следующие предположения.

Вариант ΙI. Спрос запаздывает от предложения 
на один период. При определении объема предложения 
в каждый период времени товаропроизводитель ориен-
тируется на спрос в предыдущий период. Цена предла-
гаемого товара устанавливается товаропроизводителем 

на уровне, определяемом в соответствии с функцией 
предложения. Объем потребления товара не может пре-
восходить ни объема предложения, ни объема спроса. 
Это означает, что если предложение меньше спроса, то 
потребление равно предложению. Математически это 
запишется так:

  
1 ;

    .

t t

t t

t t

S a X b
D c X d
D S

−

= ⋅ +
= − ⋅ +
=

  

(9)

Аналогично предыдущему варианту из условия 
равновесия рынка получим неоднородное разностное 
уравнение, описывающее динамику цены:

        1 .t ta X c X d b−⋅ + ⋅ = −   (10)
Аналогично же предыдущему варианту общее ре-

шение неоднородного разностного уравнения получа-
ется из (9) в виде:

 
0( 1) ( ) ,

t
t

t p p
cX X X X
a

 = − ⋅ ⋅ − +  
      

(11)

где параметры а и с поменялись местами в решении (8), 
а положение равновесия из (4) осталось прежним Xp. 
Соответственно, в признаках устойчивости положения 
равновесия Xp нужно также поменять местами параме-
тры а и с. 

Оценим теперь влияние посредников на дина-
мику цен. При наличии посредников возникает 
разница в ценах для производителя и потреби-

теля, которая достается посреднику. Пусть Х – стои-
мость товара для производителя. Пусть k – торговая 
наценка, r – наценка одного посредника, n – число по-
средников. Тогда, стоимость товара для потребителя 
будет равна

         (1 ) (1 ) .nX r k X= + ⋅ + ⋅   (12)
Система разностных уравнений для Вариант Ι 

про цедуры принятия решения будет иметь вид

       

1

(1 ) (1 ) ;
    .

t t
n

t t

t t

S a X b

D c r k X d
D S

−= ⋅ +

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ +
=

 

(13)

Система разностных уравнений сводится к одно-
му уравнению

      1(1 ) (1 ) .n
t tc r k X a X d b−⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = −  (14)

Решение этой системы будет совпадать с приве-
денным выше решением (4) и (8), если в нем заменить с 
на (1 ) (1 ) .nr k с+ ⋅ + ⋅  Это решение будет иметь вид

где 

0( 1) ( )
(1 ) (1 )

.
(1 ) (1 )

t
t

t p pn

p n

aX X X X
r k c

d bX
a r k c

 
= − ⋅ ⋅ − +  + ⋅ + ⋅ 

−=
+ + ⋅ + ⋅  

    

(15)

Система разностных уравнений для Вариант ΙΙ 
будет иметь вид
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1(1 ) (1 ) ;

 . 

t t
n

t t

t t

S a X b

D c r k X d
D S

−

= ⋅ +

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ +
=

 

(16)

Система разностных уравнений сводится к одно-
му уравнению

        1(1 ) (1 ) .n
t ta X c r k X d b−⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = −       (17)

Решение этой системы будет совпадать с приве-
денным выше решением (4) и (11), если в нем заменить с 
на (1 ) (1 ) .nr k с+ ⋅ + ⋅  Это решение будет иметь вид

   

 
0

(1 ) (1 )( 1) ( ) ,
tn

t
t p p

r k cX X X X
a

 + ⋅ + ⋅= − ⋅ ⋅ − +     (18)

где

 

 .
(1 ) (1 )

p n
d bX

a r k c
−=

+ + ⋅ + ⋅

Из полученных решений видно, что для обоих ва-
риантов равновесная цена совпадает. Однако переход-
ные процессы существенно различаются. Для первого 
варианта параметр λ, определяющий степень устойчи-
вости равен 

           
.

(1 ) (1 )n
a

r k c
λ =

+ ⋅ + ⋅

  

(19)

При наличии посредников и увеличении их числа 
этот параметр уменьшается и тем самым делает более 
устойчивым положение равновесия Xp , т. е. обеспечива-
ет быстрое завершение переходных процессов в дина-
мической системе. В этом случае возможен переход от 
неустойчивости к устойчивости. Наличие посредников 
является стабилизирующим фактором.

Для первого варианта процедуры принятия реше-
ния на рис. 1 представлен пример появления устойчиво-
сти положения равновесия при увеличении доли цены 

товара, получаемой посредниками. При отсутствии 
посредников на рынке равновесная цена равна Xp = 15, 
и эта цена неустойчива для первого варианта способа 
принятия решений. Появление посредников приводит 
к падению цены товара для производителя. Эластич-
ность падения спроса по цене растет от 0,6 до 2. При 
этом эластичность предложения по цене растет от 1,2 
до 1,4. Равновесная цена падает до Xp = 9 и приобретает 
устойчивость.

Для второго варианта картина обратная. Пара-
метр λ, определяющий степень устойчивости, равен 

         
(1 ) (1 ) .

nr k c
a

λ + ⋅ + ⋅=

  
(20)

При наличии посредников параметр λ увеличива-
ется и тем самым делает динамическую систему менее 
устойчивой, что может привести к переходу от устойчи-
вости к неустойчивости положения равновесия Xp при 
увеличении числа посредников.

На рис. 2 представлен пример потери устойчивости 
положения равновесия при увеличении доли цены това-
ра получаемой посредниками. При отсутствии посредни-
ков на рынке устанавливается равновесная цена Xp = 15, 
и эта цена устойчива. Появление посредников приводит 
к падению цены товара для производителя. Равновесная 
цена падает до Xp = 9 и теряет устойчивость.

 На рис. 1 и 2, иллюстрирующих поведение дина-
мических систем, движение по спирали происходит в 
противоположных направлениях. В первом варианте 
вращение по часовой стрелке. Во втором варианте ори-
ентация вращения противоположная.

Существование на рынке посредников и какие-
либо другие причины могут приводить к увеличению 
времени запаздывания при принятии решений. В част-
ности, экспериментально на основе анализа временных 
финансовых рядов показано наличие эффектов длин-
ной памяти в сделках купли-продажи [5; 6]. Оценим 

Рис. 1. Приобретение устойчивости положения равновесия при наличии посредников
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влияние увеличения времени запаздывания на динами-
ку. Для Варианта II из (5) при времени задержки n про-
стейшая модель переходных процессов на рынке будет 
описываться однородным разностным уравнением

  0 .t t nc X a X −⋅ + ⋅ =   (21)
Находим n корней характеристического уравнения

      

1

,n
k k

a
c

λ α  = ⋅   
  

(22)

где 
(2 1)i k

nk e
π

α
⋅ ⋅ + ⋅

= – корень n-ой степени из –1; k = 0, 

1, … n – 1;  i – мнимая единица.
Если время запаздывания n увеличивается, то мо-

дуль корней характеристического уравнения увеличива-

ется при
 

1a
c
<

 
и уменьшается при

 
1.a

c
>

 
В пределе при 

n → ∞ модуль λk → 1. Следовательно, все переходные 
процессы замедляются, как стремление цены к равно-
весной (Xt → Xp при t → ∞) в случае асимптотической 
устойчивости, так и уход от положения равновесной 
цены в случае неустойчивости.

Оценим частотные характеристики динамики 
рынка. На вход динамической системы направим еди-
ничный гармонический сигнал i te ω⋅ ⋅ и определим от-
клик системы: 

 .i t
t t nc X a X e ω⋅ ⋅

−⋅ + ⋅ =

Решение ищем в виде .i t
tX Q e ω⋅ ⋅= ⋅  После под-

становки получим

 ( ) 1.i nc a e Qω− ⋅ ⋅+ ⋅ ⋅ =

Рис. 2. Потеря устойчивости положения равновесия при наличии посредников
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Отсюда, отклик динамической системы
1 1( ) .

cos sini nQ
c a n i a nc a e ωω

ω ω− ⋅ ⋅= =
+ ⋅ − ⋅ ⋅+ ⋅

Амплитудочастотная характеристика (АЧХ) дина-
мической системы равна модулю отклика H(ω) = |Q(ω)|:

             
2 2

1( ) .
2 cos

H
a c a с n

ω
ω

=
+ + ⋅ ⋅ ⋅

 

(23)

Фазочастотная характеристика (ФЧХ) равна аргу-
менту отклика F(ω) = arg(Q(ω)):

    

sin( ) .
cos

a nF arctg
c a n

ωω
ω

− ⋅ =  + ⋅ 
  

(24)

Расчет показывает, что АЧХ и ФЧХ сильно зави-
сят от времени запаздывания n (рис. 3).

 

Рис. 3. Зависимость АЧХ динамических систем 
от запаздывания n
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влияет на амплитуду. На более высоких частотах разница 
возрастает, чем больше частота, тем больше амплитуда. 

Фазовые характеристики для первого и второго 
варианта существенно различаются (см. рис. 4, 5).

 

Рис. 4. Зависимость ФЧХ от запаздывания n

Таким образом, «невидимая рука рынка» далеко не 
всегда обеспечивает устойчивость рынка. В ряде 
случаев механизмы рыночного саморегулирова-

ния не могут сделать устойчивым равновесное состоя-
ние, и требуются административные управленческие 
усилия для переходов от одной стратегии к другой и за 
счет этого стабилизации рынка. Возможно, устойчивость 
рынка улучшится, если в модели при принятии решения 
учесть более длинный ряд прошлых цен на товар.

Представленные модели рынка можно отнести к 
структурно устойчивым математическим моделям [7]. 
При малом нелинейном возмущении модели рынка ди-
намика цен качественно остается неизменной.              
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Рис. 5. Зависимость ФЧХ от запаздывания n
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одеса

Сучасний стан розвитку соціально-економічних 
систем відрізняється значною складністю, дина-
мізмом та нестабільністю. Тому процес прийнят-

тя управлінських рішень на будь-якому рівні передбачає 
розв’язання великої кіль-кості слабо структурованих та 
неструктурованих задач, що обумовлює залу-чення спе-
ціального апарату дослідження на базі нечіткої матема-
тики. До одно-го з найбільш перспективних напрямків 
у наведеній галузі належить розробка та прикладне ви-
користання нечітких експертних систем.

Не зважаючи на те, що проблема створення та до-
слідження поведінки експертних систем (ЕС) не є но-
вою і знайшла належне відображення в наукових працях 
віт чизняних і зарубіжних фахівців ([1 – 6]), промисло-
ве використання ЕС, особливо в сфері економіці, є ще 
дуже незначним. Це, зокрема, свідчить про наявність 
великого кола невирішених питань як теоретичного, так 
і суто прикладного характеру, одним з яких є розробка 
ефективних технологій доведення пустих оболонок ЕС 
до промислових зразків конкретного спрямування. По-
ява потужних спеціальних інструментальних середовищ 
для створення ЕС різноманітного призначення сприяє 
вирішенню поставленого питання.

Згідно з окресленою проблемою метою статті є 
розкриття прикладних аспектів використання оболонки 
експертної системи «нечіткого типу» FuzziClips у проце-
сі аналізу та прийняття управлінських рішень.
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