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Диленко В. А., Гуляева Н. А., Ковтун Е. О. Математическое моделирование формирования экономических 

эффектов объединения производственных систем с учетом инновационного фактора
Целью статьи является разработка экономико-математического инструментария для определения и анализа экономических эффектов объ-
единения производственных систем с учетом инновационного фактора. В работе выделен комплекс основных и производных экономических эф-
фектов, отражающих влияние на экономические результаты реализуемых интеграционных процессов как отдельных факторов различной при-
роды (рациональных технологических взаимосвязей, инновационной деятельности, общего взаимодействия), так и их возможных комбинаций. 
Для определения указанных эффектов в терминах моделей «затраты-выпуск» сформулированы оптимизационные задачи, описывающие функ-
ционирование отдельных производственных подсистем с учетом возможности осуществления инновационной деятельности и их взаимодей-
ствия в рамках единой системы. Проведен численный анализ построенных моделей, который позволил выявить некоторые особенности фор-
мирования рассматриваемых экономических эффектов. Возможное направление дальнейших исследований по данной тематике может быть 
связано с разработкой математических моделей, отражающих различные формы (экономические механизмы) объединения производственных 
систем, и сравнительным анализом эффективности их реализации. 
Ключевые слова: производственные системы, объединение, инновационный фактор, экономические эффекты, математические модели, эконо-
мико-математический анализ.
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формування економічних ефектів об’єднання виробничих систем  
з урахуванням інноваційного фактора

Метою статті є розробка економіко-математичного інструмента-
рію для визначення та аналізу економічних ефектів об’єднання вироб-
ничих систем з урахуванням інноваційного фактора. У роботі виділено 
комплекс основних і похідних економічних ефектів, що відображають 
вплив на економічні результати реалізованих інтеграційних проце-
сів як окремих факторів різної природи (раціональних технологічних 
взаємозв’язків, інноваційної діяльності, спільної взаємодії), так і їх мож-
ливих комбінацій. Для визначення зазначених ефектів у термінах мо-
делей «витрати-випуск» сформульовано оптимізаційні задачі, що опи-
сують функціонування окремих виробничих підсистем з урахуванням 
можливості здійснення інноваційної діяльності та їх взаємодії в рам-
ках єдиної системи. Проведено чисельний аналіз побудованих моделей, 
який дозволив виявити деякі особливості формування розглянутих еко-
номічних ефектів. Можливий напрямок подальших досліджень з даної 
тематики може бути пов’язано з розробкою математичних моделей, 
що відображають різні форми (економічні механізми) об’єднання ви-
робничих систем, і порівняльним аналізом ефективності їх реалізації.
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The article is aimed at developing an economic-mathematical instrumentar-
ium for defining and analyzing the economical effects of combining produc-
tion systems considering the innovation factor. The publication allocates a 
complex of the basic and derivative economic effects reflecting influence of 
the implemented integration processes as separate factors of various nature 
(rational technological interrelations, innovation activity, aggregate interac-
tion) and their possible combinations on economic results. In order to deter-
mine the specified effects in terms of the «costs-output» models, optimiza-
tion tasks have been formulated that describe the functioning of individual 
production subsystems, taking attention of the possibility of conducting an 
innovation activity and their Interaction within a single system. The numeri-
cal analysis of the built models was carried out that allowed to identify some 
specific features of formation of the discussed economic effects. Possible 
direction of further researches on the given subject can be connected with 
development of mathematical models reflecting various forms (economic 
mechanisms) of integration of production systems, and with comparative 
analysis of efficiency of their implementation. 
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Для современной мировой экономики харак-
терной особенностью является интенсифи-
кация процессов глобализации и активное 

развитие национальных инновационных систем. 
Данные факторы играют определяющую роль и для 
экономики Украины [8; 9]. Поэтому чрезвычайно ак-
туальным представляется постановка и решение ши-
рокого круга теоретических и прикладных задач их 
экономико-математического анализа. 

К настоящему времени математическому мо-
делированию инновационной деятельности посвя-
щено множество публикаций. Например, систем-
ное изложение различных вопросов экономико- 
математического моделирования внедрения инно
ваций представлено в монографиях [1; 4; 6]. В зна-
чительно меньшей степени в научной литературе 
рассматриваются математические подходы к ис-
следованию интеграционных процессов в экономи-
ке. Причем основное внимание уделяется постро-
ению и исследованию математических моделей, 
позволяющих оценить экономические результаты 
объединения экономических систем [2; 3; 5]. Ана-
логичные задачи рассматриваются и в экономико- 
математическом моделировании инновационной де-
ятельности [4, с. 197–242]. При этом инновационные 
и интеграционные процессы анализируются отдель-
но. Вместе с тем, очевидно, что только совместное 
исследование этих факторов позволит в полной мере 
оценить их влияние на процессы развития современ-
ной экономики. Поэтому целью настоящей работы 
является разработка и исследование математических 
моделей формирования комплекса экономических 
эффектов объединения производственных систем с 
учетом возможности реализации в этих системах ин-
новационных процессов.

Будем полагать, что в результате объединения 
производственных систем с учетом действия инно-
вационного фактора формируется некоторый ин-
те-гральный экономический эффект ЭИН, в котором 
можно выделить следующие основные составляющие:
	 эффект рациональных взаимосвязей ЭРВ, 

определяемый перестройкой исходных тех-
нологических связей в рамках объединенной 
системы;

	 инновационный эффект ЭИ, связанный с ре-
ализацией инновационной деятельности в 
производственной системе;

	 экономический эффект ЭО, являющийся 
следствием общего взаимодействия процес-
сов перестройки технологических взаимо
связей и инновационного фактора.

Таким образом
		    ЭИН = ЭРВ + ЭИ + ЭО. 	 (1)

Эффекты ЭИН, ЭРВ, ЭИ, ЭО являются основными 
при объединении производственных систем. Однако, 
учитывая соотношение (1), могут быть определены и 

некоторые производные экономические эффекты, 
отражающие различные комбинации базовых эффек-
тов ЭРВ, ЭИ, ЭО:
	 экономический эффект совместного дей-

ствия инновационного фактора и фактора 
рациональных взаимосвязей

		     ЭРВИ = ЭРВ + ЭИ; 	 (2)
	 экономический эффект совместного дей-

ствия факторов рациональных взаимосвязей 
и взаимодействия

 		     ЭРВО = ЭРВ + ЭО; 	 (3)
	 экономический эффект совместного дей-

ствия инновационного фактора и фактора 
взаимодействия

		     ЭИО = ЭИ + ЭО. 	 (4)
Для определения перечисленных эффектов на 

примере объединения двух производственных си-
стем сформулируем три экономико-математические 
модели: 
	 модель (a) отражает исключительно дей-

ствия инновационного фактора в каждой из 
рассматриваемых систем; 

	 модель (b) описывает только процессы объ-
единения производственных систем;

	 модель (c) представляет инновационную де-
ятельность и процессы объединения систем 
во взаимодействии.

Для построения указанных моделей, отража-
ющих инновационные и интеграционные процессы, 
будем использовать аппарат экономико-математи-
ческих моделей «затраты – выпуск» [3; 4; 7]. Тогда 
функционирование двух объединяемых производ-
ственных систем в отдельности может описываться 
следующими соотношениями

0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 2 2 2 2, .X A X Y X A X Y= + = +

      
(5)

Производственные затраты для этих систем 
определяются как

 1 01 2 02
1 2

1 1 1 1
, ,

n n n n
ij j ij j

i j i j
Ф a x Ф a x

= = = =
= =∑ ∑ ∑ ∑

         
(6)

где 
1 01 2 02, , ,ij j ij ja x a x – соответствующие элементы 

матриц 
0 0

1 1 2 2, , , ,A X A X  исчисленные в стоимост-
ном выражении.

Будем считать, что одноименные производите-
ли каждой из данных систем производят оди-
наковую продукцию, однако технологии их вы-

пуска различаются в соответствии с матрицами ко-
эффициентов прямых материальных затрат A1 и A2. 

Используя (5), (6), перейдем непосредственно к 
построению моделей (a) – (c). При этом будем пола-
гать, что 
	 основной целью объединения экономических 

систем является максимизация суммарного 
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объема производства ими конечной продук-
ции;

	 реализация производственных и/или инно-
вационных процессов при объединении си-
стем осуществляется в пределах, задаваемых 
исходными величинами производственных 
затрат Ф1 и Ф2;

	 в результате объединения производственных 
систем и/или реализации инновационных 
процессов выпуск конечной продукции не 
должен снижаться по каждой номенклатур-
ной позиции.

Модель (a) оптимальной (с позиций макси-
мизации суммарной величины конечной 
продукции) реализации инновационных 

процессов, например, для первой системы, по ана-
логии с [4, с. 245–262] может быть сформулирована 
следующим образом

1 1 1 1
11

1 1
( ( ) ) max,

n n
i ij ij j

i j
F x a x

= =
= − − ∆ →∑ ∑

     

(7)

1 1 1 1 01

1
( ) , 1, ,

n
i ij ij j i

j
x a x y i n

=
− − ∆ ≥ =∑

       

(8)

 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1
( ) ,

n n n n
ij ij j ij ij

i j i j
a x З Ф

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑− ∆ + ∆ ≤

           
(9)

1 0, 1, ,jx j n≥ =
                  

(10)

1 1 10 , , 1, 1, ,ij ij ija i n j n≤ ∆ ≤ − ∆ = =
   

(11)

где 
1
jx
 

и 
01
iy  – элементы векторов валовых выпу-

сков X1 и конечной продукции 
0

1Y
 

соответственно;  
1
ij∆ – переменные, характеризующие снижение вели

чины коэффициентов прямых материальных затрат 

за счет реализации инноваций; 
1
ij∆  – минимально 

допустимые значения 
1
ija

 
(например, в связи с осо-

бенностями производственных технологий); Зij
1 – 

удельные затраты на снижение величины коэффици-
ентов прямых материальных затрат.

Ограничение (8) приведенной модели отвеча-
ет требованию производить каждого вида конечной 
продукции после реализации инновационных процес-
сов в объемах, не меньших, чем до внедрения иннова-
ций. Неравенство (9) отражает возможность за счет 
средств объемом Ф1 осуществлять не только произ-
водственную, но и инновационную деятельность.

Практически идентичная модель с критерием 
F12 может быть сформулирована и для второй произ-
водственной системы.

Экономико-математическая модель (b) опти-
мального объединения производственных систем (5) 
запишем в виде:

	     

1 1 1
2

1 1

2 2 2

1 1

( )

( ) max,

n n
i ij j

i j
n n

i ij j
i j

F x a x

x a x

= =

= =

= − +

+ − →

∑ ∑

∑ ∑

 	

(12)

1 1 1 2 2 2

1 1
01 02 , 1, ,

n n
i ij j i ij j

j j

i i

x a x x a x

y y i n

= =
− + − ≥

≥ + =

∑ ∑

      

(13)

 1 1 2 2
1 2

1 1 1 1
,

n n n n
ij j ij j

i j i j
a x a x Ф Ф

= = = =
+ ≤ +∑ ∑ ∑ ∑

    
(14)

1 2, 0, 1, .j jx x j n≥ =
                

(15)

Объединение моделей (7) – (11) для двух про-
изводственных систем и модели (12) – (15) 
позволит получить математическое описание 

процессов оптимальной интеграции рассматривае-
мых систем с учетом инновационного фактора. Такая 
модель будет иметь вид:

1 1 1 1
3

1 1

2 2 2 2

1 1

( ( ) )

( ( ) ) max,

n n
i ij ij j

i j
n n

i ij ij j
i j

F x a x

x a x

= =

= =

= − − ∆ +

+ − − ∆ →

∑ ∑

∑ ∑

    

(16)

1 1 1 1 2

1

2 2 2 01 02

1

( )

( ) , 1, ,

n
i ij ij j i

j
n

ij ij j i i
j

x a x x

a x y y i n

=

=

− − ∆ + −

− − ∆ ≥ + =

∑

∑

   

(17)

 1 1 1 2 2 2

1 1 1 1

1 1 2 2
1 2

1 1 1 1

( ) ( )

,

n n n n
ij ij j ij ij j

i j i j
n n n n

ij ij ij ij
i j i j

a x a x

З З Ф Ф

= = = =

= = = =

− ∆ + − ∆ +

+ ∆ + ∆ ≤ +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
      

(18)

	          
1 2, 0, 1, ,j jx x j n≥ =

 	
(19)

1 1 1 2 2 20 , , 0 , ,

1, 1, .
ij ij ij ij ij ija a

i n j n

≤ ∆ ≤ − ∆ ≤ ∆ ≤ − ∆

= =

   

(20)

Если * * *
11 12 2, ,F F F  и *

3F  – оптимальные зна-
чения целевых функций задач (7) – (11), (12) – (15) и 
(16) – (20), то экономические эффекты, формирую-
щиеся в результате объединения производственных 
систем и реализации ими инновационных процессов, 
могут определяться следующими соотношениями:
	 интегральный экономический эффект ЭИН: 

 * 01 02
3

1
( ),

n
ИН i i

i
Э F y y

=
= − +∑

             
(21)

	 эффекты рациональных взаимосвязей ЭРВ: 
 * 01 02

2
1
( ),

n
РВ i i

i
Э F y y

=
= − +∑

               
(22)
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	 инновационный эффект ЭИ: 
 * 01 * 02

11 12
1 1

,
n n

И i i
i i

Э F y F y
= =

= − + −∑ ∑
       

(23)

	 экономический эффект взаимодействия ЭО: 
 * *

0 3 2

* * 01 02
11 12

1
( ),

ИН РВ И
n

i i
i

Э Э Э Э F F

F F y y
=

= − − = − −

− − + +∑
   

(24)

	 эффект инноваций и рациональных взаимо
связей ЭРВИ: 

 

 * * * 01 02
2 11 12

1
2 ( ),

n
РВИ i i

i
Э F F F y y

=
= + + − +∑

 
(25)

	 экономический эффект рациональных взаи��-
мосвязей и взаимодействия ЭРВО: 

 * * *
3 11 12 ,РВОЭ F F F= − −                     (26)

	 эффект инноваций и взаимодействия ЭИО: 

		
 * *

3 2 .ИОЭ F F= − 	 (27)

С использованием условных данных проводи-
лось решение оптимизационных задач (7) – (11), (12) –  
(15) и (16) – (20), результаты которого позволили про-
демонстрировать формирование выделенных эконо-
мических эффектов объединения производственных 
систем и проанализировать особенности их дина-
мики при изменении исходной величины производ-
ственных затрат Ф1 и Ф2. 

На графиках рис. 1 и рис. 2 приведены соот-
ветственно основные и производные экономические 
эффекты объединения рассматриваемых систем при 
различных значениях затрат Ф1 и Ф2 (в данном случае 
и далее по оси абсцисс на графиках отложен процент 
увеличения производственных затрат относительно 
их некоторых исходных значений).

ных экономических эффектов ЭИО и ЭРВО (см. рис. 2).  
В связи с этим можно предположить, что в данном 
случае инновационный фактор оказывает более су-
щественное воздействие на экономические результа-
ты объединения систем, чем перестройка производ-
ственных связей.

0

2000

4000

6000

0 10 20 30 40 50 60 %

ЭРВ ЭИН ЭИ ЭО

Рис. 1. Динамика основных экономических  
эффектов объединения систем при росте 

производственных затрат

Как видно из графиков, с ростом производ-
ственных затрат увеличиваются и объемы экономи-
ческих эффектов объединения производственных 
систем. Однако скорость роста для различных эф-
фектов не одинакова. Например, скорость роста ин-
новационного эффекта ЭИ существенно превышает 
скорость роста эффекта рациональных взаимосвязей 
ЭРВ (см. рис. 1). Аналогичная картина и для производ
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ЭРВИЭРВОЭИО

Рис. 2. Динамика производных экономических 
эффектов объединения систем при росте 

производственных затрат

При анализе процессов формирования эконо-
мических эффектов объединения производственных 
систем естественный интерес представляет изме-
нение структуры интегрального эффекта при росте 
производственных затрат. Соответствующая инфор-
мация представлена рис. 3 и рис. 4. На графиках этих 
рисунков указаны доли основных и производных эф-
фектов в интегральном экономическом эффекте.
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Рис. 3. Динамика показателей удельного веса 
основных экономических эффектов в интегральном 

эффекте объединения производственных систем
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Рис. 4. Динамика показателей удельного 
веса производных экономических эффектов 

в интегральном эффекте объединения 
производственных систем
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Графики рис. 3 показывают, что с увеличением 
производственных затрат доля инновационного эф-
фекта ЭИ в общем эффекте объединения систем ЭИН 
растет, а доля эффектов взаимодействия ЭО и рацио
нальных взаимосвязей ЭРВ снижается. Для производ
ных экономических эффектов, как следует из рис. 4, 
картина несколько иная: удельный вес экономических 
эффектов ЭРВИ, ЭИО растет, а ЭРВО снижается. Таким 

образом, расчеты показателей
 

 , , ОИ РВ

ИН ИН ИН

ЭЭ Э
Э Э Э  

и
 

 , ,РВО ИОРВИ

ИН ИН ИН

Э ЭЭ
Э Э Э

также указывают на опреде-

ляющую роль инновационной деятельности в фор-
мировании общего экономического эффекта объеди-
нения производственных систем.

Еще одним направлением исследования особен-
ностей формирования экономических эффек-
тов объединения производственных систем 

является определение и анализ динамики соотно-
шения темпов изменения данных эффектов и произ-
водственных затрат. С этой целью для основных эко-
номических эффектов рассчитывались показатели 

1 2 1 2 1 2 1 2
, , , ,

( ) ( ) ( ) ( )
ОИН И РВ ЭЭ Э Э ∆∆ ∆ ∆

∆ + ∆ + ∆ + ∆ +Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

где ∆(Ф1 + Ф2) – темп прироста производственных 
затрат; ∆ЭИН, ∆ЭИ, ∆ЭРВ, ∆ЭО – соответствующие 
темпы прироста рассматриваемых эффектов. Резуль-
таты расчетов представлены на рис. 5. 
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∆ЭИН /∆(Ф1 + Ф2) ∆ЭО /∆(Ф1 + Ф2)
∆ЭРВ /∆(Ф1 + Ф2) ∆ЭИ /∆(Ф1 + Ф2)

Рис. 5. Динамика показателей соотношения темпов 
изменения величины основных экономических 

эффектов и производственных затрат

Графики рис. 5 демонстрируют значительные 
различия в характере динамики показателей соотно-
шения темпов прироста эффектов и производствен-
ных затрат для экономических эффектов различ- 
ного вида. 

Для эффекта рациональных взаимосвязей ЭРВ 
указанный показатель остается неизменным на всем 
диапазоне изменения производственных затрат (мо-
дель (12) – (15) определения ЭРВ является линейной), 
а в случае инновационного эффекта ЭИ после некото-

рого снижения наблюдается устойчивый рост пока-

зателя
 1 2

.
( )

ИЭ∆
∆ +Φ Φ

При этом темпы прироста дан-

ных показателей остаются ниже соответствующих 
темпов прироста производственных затрат.

В свою очередь, значения показателей 

1 2 1 2
,

( ) ( )
ОИН ЭЭ ∆∆

∆ + ∆ +Φ Φ Φ Φ
не позволяют выявить ка- 

кие-либо тенденции их динамики. Причем темпы 
прироста экономических эффектов ЭИН, ЭО при раз-
личных значениях производственных затрат могут 
быть больше или меньше соответствующих темпов 
прироста данных затрат.

ВЫВОДЫ
При объединении производственных систем 

может быть выделен целый комплекс основных и 
производных экономических эффектов, отражающих 
влияние на экономические результаты реализуемых 
интеграционных процессов как отдельных факторов 
различной природы (рациональных технологических 
взаимосвязей, инновационной деятельности, общего 
взаимодействия), так и их возможных комбинаций. 
Построенные математические модели позволяют 
рассчитать количественные оценки, а их численный 
анализ – выявить некоторые особенности формиро-
вания рассматриваемых экономических эффектов. 
Таким образом, разработанный экономико-матема-
тический инструментарий может использоваться для 
теоретического (а в перспективе, возможно, и при-
кладного) исследования актуальных для современ-
ной экономики задач объединения производствен-
ных систем с учетом инновационного фактора.        
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