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ÏÐÎ ÄÅßÊI ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ∆♯�ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÄIÉÑÍÈÕ ×ÈÑÅË

Âêàçóþòüñÿ çàñòîñóâàííÿ ∆♯�çîáðàæåííÿ ÷èñåë ç (0; 1]: x =
∑

k(−1)k−121−a1−a2−...−ak ≡
∆♯

a1a2...an..., ÿêå ¹ ¨õ êîäóâàííÿì çàñîáàìè íåñêií÷åííîãî àëôàâiòó A = {1, 2, . . .}, ó òåîði¨
ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi, ó ôðàêòàëüíié ãåîìåòði¨, ìåòðè÷íié òà éìîâiðíiñíié òåîðiÿõ ÷èñåë.

We study the ∆♯-representation of numbers belonging to (0; 1]: x =∑
k(−1)k−121−a1−a2−...−ak ≡ ∆♯

a1a2...an.... This is an encoding of numbers by means of
in�nite alphabet A = {1, 2, . . .}. Its applications in the theory of fractal dimension, fractal
geometry, metric and probabilistic theory of numbers are proposed.

Âñòóï. Ñüîãîäíi â ìàòåìàòèöi òà ¨¨ çàñòî-
ñóâàííÿõ âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi ìîäåëi äié-
ñíîãî ÷èñëà (ðiçíi ñèñòåìè ïðåäñòàâëåííÿ òà
çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë). Öå ¹ îñîáëèâî
åôåêòèâíèì ïðè äîñëiäæåííi ðiçíèõ ìàòå-
ìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ çi ñêëàäíèìè ëîêàëüíèìè
âëàñòèâîñòÿìè i áàãàòèìè ìíîæèíàìè ¾îñî-
áëèâîñòåé¿. Îäíi ç ñèñòåì êîäóâàííÿ äié-
ñíèõ ÷èñåë âèêîðèñòîâóþòü ñêií÷åííèé, ií-
øi � íåñêií÷åííèé àëôàâiòè. Öÿ ðîáîòà ïðè-
ñâÿ÷åíà íàéïðîñòiøèì çàñòîñóâàííÿì îäíî-
ãî ç çîáðàæåíü ÷èñåë, àëôàâiòîì A ÿêîãî ¹
ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
Òâåðäæåííÿ A ([1]). Äëÿ áóäü-ÿêîãî

÷èñëà x ∈ (0; 1] iñíó¹ ñêií÷åííà àáî íå-
ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
(an), òàêà, ùî

x =
∑
k

(−1)k−121−a1−...−ak ≡ ∆♯
a1...an...

. (1)

Ïîäàííÿ ÷èñëà x ó âèãëÿäi ñóìè (1) íàçèâà-
¹òüñÿ éîãî ∆♯�ïðåäñòàâëåííÿì, à ñèìâîëi-
÷íèé çàïèñ ∆♯

a1...an...
ó âèïàäêó íåñêií÷åííî¨

ñóìè (1) òà ∆♯
a1...an(0)

ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî
ðîçêëàäó íàçèâà¹òüñÿ ∆♯-çîáðàæåííÿì öüî-
ãî ÷èñëà. Ïðè öüîìó ÷èñëî (i ñèìâîë àëôà-
âiòó A) an = an(x) íàçèâà¹òüñÿ n-îþ öèôðîþ
(ñèìâîëîì) öüîãî çîáðàæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ B ([1]). Äëÿ òîãî ùîá ÷è-

ñëî x ∈ (0, 1] áóëî ðàöiîíàëüíèì, íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá éîãî ∆♯-çîáðàæåííÿ áóëî
ñêií÷åííèì àáî ïåðiîäè÷íèì.
Òâåðäæåííÿ C ([1]). Ïðè äîâiëüíèõ íà-

òóðàëüíîìó n i íàáîði íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
(a1, a2, . . . , an−1, an) ÷èñëî

x =
n∑
k=1

(−1)k−121−a1−a2−...−ak ≡

≡ ∆♯
a1a2...an−1an(0)

(2)

¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì ç ïiâiíòåðâàëó
(0; 21−a1 ], ïðè÷îìó, ÿêùî an = 1, òî

x = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+

+(−1)n−221−a1−a2−...−an−2−a′n−1 ≡

≡ ∆♯
a1a2...an−2a′n−1(0)

, (3)

äå a′n−1 = an−1 + 1.
×èñëî x íàçèâà¹òüñÿ ∆♯�ðàöiîíàëüíèì,

ÿêùî éîãî ∆♯�çîáðàæåííÿ ¹ ñêií÷åííèì.
Îòæå, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì

Ñ ∆♯−ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìà¹ äâà
∆♯−çîáðàæåííÿ i ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷è-
ñëîì. Òàêèì ÷èíîì, ∆♯−ðàöiîíàëüíi ÷èñëà
óòâîðþþòü çëi÷åííó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à äîïîâíåííÿ ïåð-
øî¨ äî äðóãî¨ � öå ìíîæèíà ÷èñåë, ùî
ìàþòü ïåðiîäè÷íi ∆♯−çîáðàæåííÿ. Äëÿ
∆♯−iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë k−òà öèôðà
∆♯−çîáðàæåííÿ ÷èñëà ¹ ôóíêöi¹þ ÷èñëà,
ùî ðîçêëàäà¹òüñÿ (ðîçãîðòà¹òüñÿ) â ðÿä (1).

Ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà ó ôîðìi (1) óïåð-
øå ôiãóðóâàëî ó ðîáîòi Ã. Ìiíêîâñüêîãî [2]
ó âèðàçi çíà÷åííÿ ñèíãóëÿðíî¨ ñòðîãî çðîñ-
òàþ÷î¨ ôóíêöi¨ (ñüîãîäíi òàê çâàíî¨ ôóíêöi¨
Ìiíêîâñüêîãî (äèâ., íàïðèêëàä, [3�7])), ÿêà
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â iððàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ âiäðiçêà [0; 1] âèðà-
æà¹òüñÿ ðiâíiñòþ:

?(x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . .]) =

= 21−a1 − 21−a1−a2 + 21−a1−a2−a3 + . . .+

+(−1)n+121−a1−...−an + . . . ,

äå x =
1

a1 +
1

a2 + ...

≡ [0; a1, a2, ..., an, ...]−

à â ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ äîîçíà÷ó¹òüñÿ çà
íåïåðåðâíiñòþ i âèðàæà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ ñó-
ìîþ.
1. Çàäà÷à, ÿêà ïðèâîäèòü äî ïîíÿ-

òòÿ ∆♯�çîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿäÿ¹òüñÿ âèïà-
äêîâà âåëè÷èíà ξ, ïðåäñòàâëåíà åëåìåíòàð-
íèì ëàíöþãîâèì äðîáîì:

ξ = [0; η1, η2, ..., ηn, ...]

åëåìåíòè ηn ÿêîãî óòâîðþþòü ïîñëiäî-
âíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëå-
íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi íàáóâàþòü
çíà÷åíü 1, 2, 3, . . . , k, . . . ç éìîâiðíîñòÿìè
1

21
,
1

22
,
1

23
, . . . ,

1

2k
, . . . âiäïîâiäíî. Çíàéäåìî

âèðàç ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fξ âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè ξ. Îñêiëüêè çãiäíî ç îçíà÷åííÿì

Fξ(x) = P{ξ < x},

òî ïðîàíàëiçó¹ìî ïîäiþ {ξ < x} i âèðàçèìî
¨¨ éìîâiðíiñòü.

Âðàõîâóþ÷è ãåîìåòðiþ ëàíöþãîâîãî
ïðåäñòàâëåííÿ (çîáðàæåííÿ) ÷èñåë, ìà¹ìî

{ξ < x} = {η1 > a1(x)}∪

∪{η1 = a1(x) ∧ η2 < a2(x)} ∪ . . .
∪{ηi = ai(x),

ïðè i = 1, 2k − 1 ∧ η2k < a2k(x)}∪
∪{ηi = ai(x),

ïðè i = 1, 2k ∧ η2k+1 > a2k+1(x)} ∪ . . . ,
äå ïîäi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ïîïàðíî
íåñóìiñíi.

Âðàõîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí ηn, çíàéäåìî âèðàçè éìîâiðíîñòåé

ïîäié, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü â îñòàííüîìó îá'¹ä-
íàííi:

P{η1 > a1(x)} =
∞∑
n=1

P{η1 = a1(x) + n} =

=
∞∑
n=1

1

2a1+n
=

1

2a1
;

P{ηi = ai(x),

ïðè i = 1, 2k − 1 ∧ η2k < a2k(x)} =

=
2k−1∏
i=1

P{ηi = ai(x)} ·
a2k(x)−1∑
j=1

P{η2k = j} =

=
2k−1∏
i=1

1

2ai(x)
·
a2k(x)−1∑
j=1

1

2j
=

=
1

2a1+a2+...+a2k−1
− 1

2a1+a2+...+a2k−1
;

P{ηi = ai(x),

ïðè i = 1, 2k ∧ η2k+1 > a2k+1(x)} =

=
2k∏
i=1

P{ηi = ai(x)}×

×
∞∑

j=a2k+1(x)+1

P{η2k+1 = j} =

=

(
2k∏
i=1

1

2ai(x)

)
· 1

2a2k+1
=

=
1

2a1+a2+...+a2k+a2k+1
.

Òîäi

P{ξ < x} = 1

2a1
+
∞∑
k=1

[ 1

2a1+a2+...+a2k−1
−

1

2a1+a2+...+a2k−1
+

1

2a1+a2+...+a2k+a2k+1

]
=

=
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+

1

2a1+a2+a3−1
− . . .+

+
(−1)k−1

2a1+a2+...+ak−1
+ . . . = Fξ(x).
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Çàóâàæåííÿ. Âèðàç çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó Fξ(x) â iððàöiîíàëüíié òî÷öi x ií-
òåðâàëó (0; 1) ¹∆♯−ïðåäñòàâëåííÿì. Îñêiëü-
êè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹ íåïå-
ðåðâíèì, òî Fξ(x) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ â ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ òåæ
ìà¹ âiäïîâiäíå ∆♯−çîáðàæåííÿ.
2. Ãåîìåòðiÿ ∆♯−çîáðàæåííÿ: öèëií-

äðè òà ¨õíi âëàñòèâîñòi. Ïiä ãåîìåòði-
¹þ çîáðàæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà [8, ñ. 190] ìè
ðîçóìi¹ìî ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öèôð òà ìå-
òðè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ, íèì ïîðîäæåíi, ÿêi
iíäóêóþòü òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëü-
íi âëàñòèâîñòi ìíîæèí ÷èñåë, âèçíà÷åíèõ
óìîâàìè íà âèêîðèñòàííÿ öèôð (íàïðèêëàä,
çàáîðîíàìè âæèâàòè ñèìâîëè àëôàâiòó àáî
¨õ êîìáiíàöi¨). Öå âiäíîñíî íîâà ãàëóçü äî-
ñëiäæåíü, ÿêà ïðîäèêòîâàíà â ïåðøó ÷åðãó
ïîòðåáàìè, çàäà÷àìè òà ïðîáëåìàìè òåîði¨
ôðàêòàëiâ (ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨ òà ôðà-
êòàëüíîãî àíàëiçó), óñâiäîìëåíîþ íåîáõiäíi-
ñòþ äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ ç
ïðîñòîðîâî�íåîäíîðiäíîþ ëîêàëüíîþ ñòðó-
êòóðîþ.

Öåíòðàëüíèìè ïîíÿòòÿìè ãåîìåòði¨
∆♯−çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ïîíÿ-
òòÿ öèëiíäðà, íàïiâöèëiíäðà, õâîñòîâî¨
ìíîæèíè [1].
Îçíà÷åííÿ. Íåõàé (c1, c2, . . . , cm) � âïî-

ðÿäêîâàíèé íàáið íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
Öèëiíäðîì ðàíãó m ç îñíîâîþ c1c2 . . . cm

íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ∆♯
c1c2...cm

âñiõ ÷èñåë
x ∈ (0, 1], ÿêi ìàþòü ∆♯−çîáðàæåííÿ òàêå,
ùî

ai(x) = ci, i = 1,m.

Âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè (öèëiíäðà)
∆♯
c1c2...cm

ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ∇♯
c1c2...cm

.

Öèëiíäðè ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi [1].

1.
∞∪
c1=1

∞∪
c2=1

. . .

∞∪
cm=1

∆♯
c1c2...cm

= (0, 1],

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî m;

2. ∆♯
c1c2...cm

=
∞∪
i=1

∆♯
c1c2...cmi

;

3. inf ∆♯
c1c2...c2k−1i

= sup∆♯
c1c2...c2k−1(i+1);

sup∆♯
c1c2...c2ki

= inf ∆♯
c1c2...c2k(i+1);

4. Öèëiíäð ∆♯
c1c2...cm

¹ âiäðiçêîì, ïðè÷îìó

∆♯
c1c2...cm

= [a− δ; a], êîëè m = 2k − 1, i

∆♯
c1c2...cm

= [a; a+ δ], êîëè m = 2k,

äå δ = 2−c1−c2−...−cm ,

a =
m∑
i=1

(−1)i−121−c1−c2−...−ci ;

5. Öèëiíäðè îäíîãî ðàíãó íå ïåðåòèíàþ-
òüñÿ àáî ñïiâïàäàþòü (ðiâíi), ïðè÷îìó

∆♯
c1c2...cm

= ∆♯
c′1c

′
2...c

′
m
⇔ ci = c′i i = 1,m;

6. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (cm), cm ∈
N, ïåðåðiç

∞∩
m=1

∆♯
c1c2...cm

= x ≡ ∆♯
c1c2...cm...

¹ òî÷êîþ ïiâiíòåðâàëà (0; 1].

7. Äëÿ äîâæèíè öèëiíäðà ðàíãó m ìàþòü
ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

|∆♯
c1c2...cm

| = 1

2c1+c2+...+cm
≤ 1

2m
→ 0

ïðè m→∞.

8. Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ (íàñëi-
äîê âëàñòèâîñòi 7):

|∆♯
c1c2...cmi

|
|∆♯

c1c2...cm|
=

1

2i
.

Âêàæåìî êiëüêà çàñòîñóâàíü ãåîìåòði¨
∆♯−çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

3. Ôðàêòàëüíà ðîçìiðíiñòü
Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à i ∆♯−öèëiíäðè.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ç
òåîði¨ ôðàêòàëiâ [9, ñ. 53�56], ÿêi ìè áóäå-
ìî âèêîðèñòîâóâàòè äàëi.

Äiàìåòð d(E) ìíîæèíè E ⊂ R1 îçíà÷ó¹-
òüñÿ ðiâíiñòþ

d(E) ≡ supx,y∈E |x− y|.

Íåõàé Φ� òàêà ñèñòåìà ïiäìíîæèí ïðîñòî-
ðó R1, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè E ⊂ R1
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i äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ íå áiëüø íiæ
çëi÷åííå ε-ïîêðèòòÿ {Ej} ìíîæèíè E:

E ⊆
∪
j

Ej, Ej ∈ Φ, d(Ej) ≤ ε.

Äëÿ çàäàíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ R1,
äîâiëüíèõ α > 0 i ε > 0 îçíà÷èìî âåëè÷èíó

mα
ε (E,Φ) = inf

d(Ej)≤ε

{∑
j

dα(Ej)

}
,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ çà âñiìà íå áiëüø íiæ
çëi÷åííèì ε-ïîêðèòòÿìè {Ej} ìíîæèíè E
ìíîæèíàìè Ej ∈ Φ.
Îçíà÷åííÿ. Íåâiä'¹ìíå ÷èñëî àáî íå-

ñêií÷åííiñòü

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

mα
ε (E,Φ) = sup

ε>0
mα
ε (E,Φ)

íàçèâà¹òüñÿ α-ìiðíîþ ìiðîþ Ãàóñäîðôà (àáî
Hα-ìiðîþ Ãàóñäîðôà) îáìåæåíî¨ ìíîæèíè
E ⊂ R1 âiäíîñíî ñiì'¨ ïîêðèòòiâ Φ.

Ìiðà Ãàóñäîðôà ìà¹ âëàñòèâîñòi:

1) Hα
(∪
i

Ei,Φ
)
≤
∑
i

Hα(Ei,Φ);

2) ßêùî α1 < α2,
òî Hα1(E,Φ) ≥ Hα2(E,Φ);

3) ßêùî Hα1(E,Φ) = 0, òî Hα2(E,Φ) = 0
ïðè α1 < α2;

4) ßêùî Hα2(E,Φ) =∞,
òî Hα1(E,Φ) =∞ ïðè 0 < α1 < α2.

Îçíà÷åííÿ. Íåâiä'¹ìíå ÷èñëî

α0(E,Φ) = sup{α : Hα(E,Φ) = +∞} =

= inf{α : Hα(E,Φ) = 0}
íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà�
Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè E âiäíîñíî ñiì'¨
ïîêðèòòiâ Φ.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà�
Áåçèêîâè÷à äëÿ ìíîæèíè ç R1 ìîæå íàáó-
âàòè âñiõ çíà÷åíü ç [0; 1] i ìà¹ íàñòóïíi âëà-
ñòèâîñòi.

1) α0(E,Φ) = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ íå áiëüø íiæ
çëi÷åííî¨ ìíîæèíè E.

2) α0(E1,Φ) ≤ α0(E2,Φ), ÿêùî E1 ⊂ E2.

3) α0(
∪
n

En,Φ) = sup
n
α0(En,Φ).

4) ßêùî E1 i E2 � ãåîìåòðè÷íî ïîäiáíi
ìíîæèíè, òî α0(E1,Φ) = α0(E2,Φ).

5) ßêùî Φ1 � øèðøèé êëàñ ìíîæèí, íiæ
Φ2, òî α0(E,Φ1) ≤ α0(E,Φ2).

ßêùî Φ� ñiì'ÿ âñiõ iíòåðâàëiâ àáî âiäðiç-
êiâ, òî α0(E,Φ) ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç α0(E)
i íàçèâà¹ìî ïðîñòî ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà�
Áåçèêîâè÷à.

Îäíi¹þ ç òðàäèöiéíèõ çàäà÷ òåîði¨ ðîç-
ìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à ¹ çàäà÷à
[10�12] ïðî òå, ÷è äîñòàòíüî êëàñó ìíîæèí Φ
äëÿ òîãî, ùîá α0(E,Φ) = α0(E).

Íåõàé W�êëàñ óñiõ çâ'ÿçíèõ ìíîæèí,
ùî ¹ îá'¹äíàííÿìè öèëiíäðiâ îäíàêîâîãî
ðàíãó, ÿêi íàëåæàòü îäíîìó i òîìó æ öèëií-
äðó ïîïåðåäíüîãî ðàíãó, òîáòî ìíîæèí âèã-
ëÿäó

(1) ∆♯
c1c2...cm

, (2)
∞∪
i=n

∆♯
c1c2...cmi

,

(3)
n∪
i=1

∆♯
c1c2...cmi

, (4)
n∪
i=k

∆♯
c1c2...cmi

äëÿ âñiõ k,m, n ∈ N i íàáîðiâ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë (c1, c2, . . . , cm).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Wε êëàñ ìíîæèí ç W,
äiàìåòðè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü ε.
Ëåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî iíòåðâàëó u ⊂

(0, 1] iñíó¹ íå áiëüøå ÷îòèðüîõ ìíîæèí ç
W|u|, ÿêi ïîêðèâàþòü u i ìàþòü äiàìåòðè
íå áiëüøi çà |u|.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé u = (a, b). Òî÷êè a i b

ìîæóòü íàëåæàòè: 1) ðiçíèì öèëiíäðàì 1-ãî
ðàíãó; 2) îäíîìó öèëiíäðó 1-ãî ðàíãó.

1. Íåõàé a ∈ ∆♯
a1
, b ∈ ∆♯

b1
, c = max∆♯

a1
,

d = min∆♯
b1
. Îñêiëüêè a < b, òî a1 > b1 i

a < d < b.
Ìîæëèâi ïiäâèïàäêè: 1) a1 − b1 > 1 i

2) a1 − b1 = 1.
1.1. Íåõàé a1 − b1 > 1. Òîäi

(a, b) = (a, d] ∪ (d, b).

ßêùî a = min∆♯
a1
, òî

[a, d] =

a1∪
i=b1+1

∆♯
i ⊂Wd−a ⊂Wb−a.
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ßêùî a ∈ ∇♯
a1
, òî (a, d) ïîêðèâà¹òüñÿ äâî-

ìà ìíîæèíàìè ç Wd−a, à ñàìå:

∆♯
a1

i
a1−1∪
j=b1+1

∆♯
j.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîêðèòòÿ [a, d] äîñòà-
òíüî äâîõ ìíîæèí ç Wd−a, à îòæå, i ç Wb−a.

Ðîçãëÿíåìî [d, b]. ßêùî b = max∆♯
b1
, òî

[d, b] = ∆♯
b1
⊂Wb−d ⊂Wb−a.

ßêùî b ∈ ∇♯
b1
, òî ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè

2-ãî ðàíãó ∆♯
b1j
, ÿêi íàëåæàòü ∆♯

b1
.

ßêùî b = max∆♯
b1n
, òî

[d, b] =
n∪
j=1

∆♯
b1j
⊂Wb−d.

ßêùî b ∈ ∇♯
b1n
, òî [d, b] ïîêðèâàþòü:

à) äâi ìíîæèíè ç Wb−a:

n−1∪
j=1

∆♯
b1j

i ∆♯
b1n
, ÿêùî n > 1,

á) îäíà ìíîæèíà ∆♯
b11
, ÿêùî n = 1, îñêiëüêè

|∆♯
b11
| < |∆♯

b1+1|, ∆♯
b1+1 ⊂ [a, b].

Îòæå, äëÿ ïîêðèòòÿ [d, b] äîñèòü äâîõ
ìíîæèí ç Wb−a i íå áiëüøå ÷îòèðüîõ ìíî-
æèí äëÿ ïîêðèòòÿ [a, b].

1.2. Íåõàé a1−b1 = 1. Òîäi c = d, a ∈ ∇♯
a1
.

Ðîçãëÿíåìî [a, d]. ßêùî a = min∆♯
a1k
, òî

[a, d] =
∞∪
j=k

∆♯
a1j
⊂Wd−a ⊂Wb−a.

ßêùî a ∈ ∇♯
a1k
, òî [a, d] ïîêðèâà¹òüñÿ

äâîìà ìíîæèíàìè ç Wb−a, à ñàìå:

∆♯
a1k

i
∞∪

j=k+1

∆♯
a1j
,

îñêiëüêè çãiäíî ç ðiâíiñòþ

|∆♯
c1c2...cms

| =
∞∑

j=s+1

|∆♯
c1c2...cmj

|

ìà¹ìî |∆♯
a1k
| =

∞∑
j=k+1

|∆♯
a1j
|.

Îòæå, äëÿ ïîêðèòòÿ [a, d] äîñèòü äâîõ
ìíîæèí ç Wb−a.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî [d, b].
ßêùî b = max∆♯

b1n
, òî

[d, b] =
n∪
j=1

∆♯
b1j
⊂Wb−d.

ßêùî b ∈ ∇♯
b1n

i n > 1, òî [d, b] ïîêðèâà¹òüñÿ
äâîìà ìíîæèíàìè ç Wb−a, à ñàìå:

n−1∪
j=1

∆♯
b1j

i ∆♯
b1n
,

îñêiëüêè |∆♯
b1n
| < |∆♯

b11
|, ∆♯

b11
⊂ [d, b].

ßêùî æ b ∈ ∇♯
b11
, òî ðîçãëÿíåìî öèëií-

äðè ∆♯
b11j

3-ãî ðàíãó, ÿêi íàëåæàòü ∆♯
b11
. Â

öüîìó âèïàäêó [d, b] ïîêðèâà¹òüñÿ íå áiëüø
íiæ äâîìà ìíîæèíàìè ç Wb−a, à ñàìå:
à) ÿêùî b = max∆♯

b11s
, òî îäíi¹þ ìíîæèíîþ:

∞∪
j=s

∆♯
b11j

,

á) ÿêùî b ∈ ∇♯
b11s

, òî äâîìà ìíîæèíàìè:

∞∪
j=s+1

∆♯
b11j

i ∆♯
b11s

,

îñêiëüêè äîâæèíà îñòàííüî¨ ¹ ìåíøîþ äià-
ìåòðà ïåðøî¨. Îòæå, äëÿ ïîêðèòòÿ [d, b] äî-
ñèòü äâîõ ìíîæèí çWb−a i ÷îòèðüîõ ìíîæèí
äëÿ ïîêðèòòÿ âñüîãî [a, b].

2. ßêùî a i b íàëåæàòü îäíîìó öèëiíäðó
1-ãî ðàíãó, òî iñíó¹ öèëiíäð ∆♯

c1c2...cm
äåÿêîãî

ðàíãó m, ÿêîìó íàëåæàòü ÷èñëà a i b, àëå íå
iñíó¹ öèëiíäðà ðàíãó m + 1, ÿêîìó á âîíè
íàëåæàëè.

Ó âèïàäêó, êîëè m ïàðíå, äëÿ äîâåäåííÿ
ëåìè äîñèòü ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ âèïàä-
êó 1, äå ðîëü (0, 1] áóäå âiäiãðàâàòè öèëiíäð
∆♯
c1c2...cm

.
ßêùî æ m�÷èñëî íåïàðíå, äiéòè äî âè-

ñíîâêó ìîæíà àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè.
Ïðè öüîìó ÷èñëà a i b, c i d îáìiíþþòüñÿ
ðîëÿìè. Ëåìó 2 äîâåäåíî.
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Òåîðåìà 3. Êëàñó ìíîæèí W äî-
ñòàòíüî äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçìiðíîñòi
Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à äîâiëüíî¨ áîðåëiâ-
ñüêî¨ ìíîæèíè E ⊂ [0, 1], òîáòî

α0(E,W) = α0(E). (4)

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 2 âèïëèâà¹

mα
ε (E,W) ≤ 4mα

ε (E).

Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíîãî âiäðiçêà u, ùî
áåðå ó÷àñòü â ïîêðèòòi E, iñíó¹ íå áiëüøå ÷î-
òèðüîõ ìíîæèí ω1, ω2, ω3, ω4 ç W, äëÿ ÿêèõ

|ωi|α ≤ |u|α ïðè äîâiëüíîìó α ∈ (0, 1).

Ç iíøîãî áîêó,

mα
ε (E) ≤ mα

ε (E,W),

îñêiëüêè ó âèçíà÷åííi mα
ε (E) iíôiìóì áå-

ðåòüñÿ çà øèðøèì êëàñîì ïîêðèòòiâ, ÿêèé
âêëþ÷à¹ i ìíîæèíè ç W. Òàêèì ÷èíîì,

mα
ε (E) ≤ mα

ε (E,W) ≤ 4mα
ε (E)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0. Çâiäêè ïåðåõiä äî ãðà-
íèöü äà¹

Hα(E) ≤ Hα(E,W) ≤ 4Hα(E),

òîáòî Hα(E) i Hα(E,W) îäíî÷àñíî ïî α íà-
áóâàþòü çíà÷åíü 0 òà ∞. À öå îçíà÷à¹, ùî
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü 4. Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.
4. Ìåòðè÷íi çàäà÷i: ôðàêòàëè êàí-

òîðiâñüêîãî òèïó.
Ç âèðàçó äîâæèíè öèëiíäðà i ôîðìóë äëÿ

ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ âèïëèâà¹ íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3. Äëÿ ìiðè Ëåáåãà λ ìàþòü
ìiñöå íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1. λ

(
k∪
i=1

∆c1...cmi

)
=

(
1− 1

2k

)
|∆♯

c1...cm
| =

=

(
1− 1

2k

)
1

2c1+c2+...+cm
;

2. λ

(
∞∪

i=k+1

∆c1...cmi

)
=

1

2k
|∆♯

c1...cm
| =

=
1

2k
1

2c1+c2+...+cm
;

3. λ

( n∪
i=k+1

∆c1...cmi

)
=

(
1− 1

2n−k

)
|∆♯

c1...cm
| =

=

(
1− 1

2n−k

)
1

2c1+c2+...+cm
.

Òåîðåìà 4. Ìíîæèíà C ≡ C[∆♯, V ] =
= {x : x = ∆♯

a1a2...an...
, an ∈ V ̸= N} ¹:

1) äîñêîíàëà;
2) íiäå íå ùiëüíà;
3) ìà¹ íóëüîâó ìiðó Ëåáåãà;
4) ñàìîïîäiáíà, ÿêùî V � ñêií÷åííà ìíî-
æèíà, i N-ñàìîïîäiáíà, ÿêùî V � íå-
ñêií÷åííà ìíîæèíà, ¨¨ ôðàêòàëüíà ðîçìið-
íiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ ∑

v∈V

(
1

2v

)x
= 1.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé x0 = ∆♯
c1...cn...

�
ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè C, òîáòî òàêà, ùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iíòåðâàë (x0− ε; x0+ ε)
ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæè-
íè C.

Äîâåäåìî, ùî x0 ∈ C[∆♯, V ], òîáòî ïîêà-
æåìî, ùî âñi cj íàëåæàòü V, j ∈ N. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî öå íå òàê, òîáòî iñíó¹ ci ∈ N \ V .
Òîäi x0 ∈ ∆♯

c1...ci−1ci
. Àëå ∇♯

c1...ci−1ci
∩ C = ∅ i

òîìó (x0 − ε; x0 + ε) ∩ C = ∅ ïðè ε <
1

2i+1
,

ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ
C. Òîáòî âñi cj ∈ V i x0 ∈ C. Îòæå, C ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî C íå ìiñòèòü içîëüî-
âàíèõ òî÷îê. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Íå-
õàé x1 = ∆♯

c1...cn...
� içîëüîâàíà òî÷êà ìíî-

æèíè C (cj ∈ V ), òîáòî iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî

(x1 − ε; x1) ∩ C = ∅ = C ∩ (x1; x1 + ε).

Àëå, âçÿâøè m äîñòàòíüî âåëèêèì, à ñàìå:
1

2c1+c2+...+cm
< ε, ìàòèìåìî

∆♯
c1...cm

⊂ (x1 − ε;x1 + ε).

Òîäi òî÷êà

x2 = ∆♯
c1...cmi(v)

∈ C ∩ (x1 − ε;x1 + ε),

äå i ∈ V \ {cm+1}, v ∈ V, ùî ñóïåðå÷èòü
ïðèïóùåííþ, îñêiëüêè x2 ̸= x1.
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Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà C ¹ çàìêíåíîþ i
íå ìiñòèòü içîëüîâàíèõ òî÷îê, òîáòî ¹ äîñêî-
íàëîþ.

2. Ñêîðèñòà¹ìîñü îçíà÷åííÿì íiäå íå
ùiëüíî¨ ìíîæèíè. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî iíòåðâàëó (a, b) ⊆ (0, 1) iñíó¹
ïiäiíòåðâàë (a′, b′) ⊆ (a, b), ÿêèé íå ìiñòèòü
òî÷îê ìíîæèíè C. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíî-
ñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî ÷èñëà a i b ìàþòü
íåñêií÷åííi çîáðàæåííÿ. Íåõàé

a = ∆♯
c1...cm−1cmcm+1...

, b = ∆♯
c1...cm−1c′mc

′
m+1...

,

äå cm ̸= c′m.
1) ßêùî m � ÷èñëî íåïàðíå, òî cm > c′m

i cj = c′j ïðè j < m. Òîäi

(a′, b′) = ∇c1...cm−1cm[cm+1+1]j,

äå j ∈ N \ V .
2) ßêùî æm� ïàðíå, òî cm < c′m i cj = c′j

ïðè j < m. I òîäi

(a′, b′) = ∇c1...cm−1c′m[c′m+1+1]j,

äå j = N \ V .
3. ßêùî V1 ⊆ V2, òî î÷åâèäíî, ùî

C[∆♯, V1] ⊂ C[♯, V2]. Òîäi ìiðêóâàííÿ äî-
ñèòü ïðîâåñòè äëÿ âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà
N \ V = {u} ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà.

Íåõàé Fk � öå îá'¹äíàííÿ âñiõ öèëiíäðiâ
k-ãî ðàíãó, ñåðåä âíóòðiøíiõ òî÷îê ÿêèõ ¹
òî÷êè ìíîæèíè C. Òîäi C ⊂ Fk+1 ⊂ Fk. À
îòæå,

λ(C) ≤ λ(Fk) äëÿ âñiõ k ∈ N.

Îñêiëüêè

Fk =
∪
i1 ̸=u

∪
i2 ̸=u

. . .
∪
ik ̸=u

∆i1i2...ik , òî

λ(Fk) =
∑
i1 ̸=u

∑
i2 ̸=u

. . .
∑
ik ̸=u

|∆i1i2...ik | =

=
∑
i1 ̸=u

∑
i2 ̸=u

. . .
∑

ik−1 ̸=u

|∆i1i2...ik−1
|
∑
ik ̸=u

1

2ik
=

=

(
1− 1

2u

)∑
i1 ̸=u

∑
i2 ̸=u

. . .
∑

ik−1 ̸=u

|∆i1i2...ik−1
| =

=

(
1− 1

2u

)∑
i1 ̸=u

. . .
∑

ik−2 ̸=u

|∆i1...ik−2
|
∑

ik−1 ̸=u

1

2ik−1
=

=

(
1− 1

2u

)2∑
i1 ̸=u

. . .
∑

ik−2 ̸=u

|∆i1...ik−2
|= . . .=

=

(
1− 1

2u

)k−1∑
i1 ̸=u

|∆i1 | =

=

(
1− 1

2u

)k−1∑
i1 ̸=u

1

2i1
=

(
1− 1

2u

)k
.

Òîäi λ(C) ≤ λ(Fk) =

(
1− 1

2u

)k
→ 0, êîëè

k →∞. À îòæå, λ(C) = 0.
4. Îñêiëüêè

C =
∪
n

Cn i C
2−cn∼ Cn = ∆♯

cn ∩ C,

òî ìíîæèíà C ¹ ñàìîïîäiáíîþ ó âè-
ïàäêó ñêií÷åííîãî îá'¹äíàííÿ i N -
ñàìîïîäiáíîþ, ÿêùî n → ∞. �¨ ñàìîïîäiáíà
(N−ñàìîïîäiáíà) ðîçìiðíiñòü íàáóâà¹ çíà-
÷åíü ç íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè i ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ ∑

cn∈V

(
1

2cn

)x
= 1.

Òåîðåìó 4 äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 1. ßêùî V = N\{1}, òî

α0(C) = log2
2√
5− 1

.

Òåîðåìà 5. Íåõàé c i s � ôiêñîâàíi íà-
òóðàëüíi ÷èñëà. Ìíîæèíà

C ≡ C[∆♯, cs] =

= {x : x = ∆♯
a1...an...

, äå anan+1 ̸= cs ∀n ∈ N}

¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ íóëüîâî¨ ìiðè
Ëåáåãà.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî C[∆♯, cs] ¹ íi-

äå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ çãiäíî ç îçíà÷åí-
íÿì.

Íåõàé (a, b) � äîâiëüíèé iíòåðâàë, ùî
íàëåæèòü (0, 1]. Ëåãêî âêàçàòè öèëiíäð
∆♯
c1...cm

⊆ (a, b).
Ñïðàâäi, îñêiëüêè a < b, òî iñíó¹ k òàêå,

ùî ak(a) ̸= ak(b), àëå ai(a) = ai(b) ïðè i <
k. Òîäi ìîæëèâi âèïàäêè: 1) k − íåïàðíå;
2) k − ïàðíå.

1) ∆♯
a1(a)...ak(a)[ak+1(a)+1] ⊆ (a, b), à
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∆♯
a1(a)...ak(a)[ak+1(a)+1]cs ∩ C = ∅.

2) ∆♯
a1(b)...ak(b)[ak+1(b)+1] ⊆ (a, b), à

∆♯
a1(b)...ak(b)[ak+1(b)+1]cs ∩ C = ∅.

Òîìó ìíîæèíà C[∆♯, cs] ¹ íiäå íå ùiëüíîþ
çà îçíà÷åííÿì.

Äîâåäåìî, ùî ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè
C[∆♯, cs] ðiâíà íóëþ. Ìîæëèâi âèïàäêè:
1) c = s; 2) c ̸= s.

Íåõàé ∆
♯

c1...cm
≡ ∆♯

c1...cm
∩ C. Òîäi ó ïåð-

øîìó âèïàäêó

C =

[∪
i ̸=c

∆
♯

i

]
∪

[∪
i̸=c

∆
♯

ci

]
.

Ó äðóãîìó âèïàäêó

C=

[∪
i̸=c

∆
♯

i

]
∪

[ ∪
c ̸=i̸=s

∆
♯

ci

]
∪

[ ∪
c ̸=i̸=s

∆
♯

cci

]
∪. . .∪

∪

[ ∪
c̸=i̸=s

∆
♯

c . . . c︸ ︷︷ ︸
k

i

]
∪ . . . ∪∆♯

(c).

Íåõàé F0 = (0, 1], F2k � îá'¹äíàííÿ öèëií-
äðiâ ðàíãó 2k, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè ìíîæèíè
C[∆♯, cs],

F 2(k+1) = F2k \ F2(k+1). (5)

Î÷åâèäíî, ùî

F2k ⊇ F2(k+1) ⊇ C[∆♯, cs] ∀k ∈ N,

C[∆♯, cs] =
∞∩
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

Çà íåïåðåðâíiñòþ ìiðè Ëåáåãà çâåðõó

λ(C[∆♯, cs]) = lim
k→∞

λ(F2k).

Òîäi
λ(C[∆♯, cs]) =

= lim
k→∞

[
λ(F2k)

λ(F2(k−1))
·
λ(F2(k−1))

λ(F2(k−2))
· . . . · λ(F2)

λ(F0)

]
=

lim
k→∞

k∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
=

∞∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
. (6)

Ç (5) ìà¹ìî

λ(F2(k+1)) = λ(F2k)− λ(F 2(k+1))

i
λ(F2(k+1))

λ(F2k)
= 1−

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
.

Ïiäñòàâèâøè â (6) îòðèìàíèé âèðàç,
îäåðæèìî

λ(C[∆♯, cs]) =
∞∏
k=1

(1−
λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
).

Îñòàííié íåñêií÷åííèé äîáóòîê ðîçáiãà¹-
òüñÿ äî íóëÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∞∑
k=1

λ(F 2(k+1))/λ(F2k) =∞. (7)

Çíàéäåìî îöiíêè îñòàííüîãî âiäíîøåííÿ.
Íåõàé ∆♯

c1...c2k
� öèëiíäð ç F2k. Ìîæëèâi

âèïàäêè: 1)c2k = c, 2)c2k ̸= c.
ßêùî c2k = c, òî

∇♯
c1...c2ks

∩
C[∆♯, cs] = ∅ i

|∆♯
c1...c2ks

|
|∆♯

c1...c2k |
=

1

2s
.

ßêùî c2k ̸= c, òî

∇♯
c1...c2kcs

∩
C[∆♯, cs] = ∅ i

|∆♯
c1...c2kcs

|
|∆♯

c1...c2k |
=

1

2c+s
.

Òîìó, âðàõîâóþ÷è öå, ìà¹ìî

0 <
1

2c+s
≤
λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
≤ 1

2s
< 1.

Îòæå, ðÿä (7) ðîçáiãà¹òüñÿ, îñêiëüêè íå
âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi i òî-
ìó λ(C[∆♯, cs]) = 0. Òåîðåìó 5 äîâåäåíî.
5. Äåÿêi çàäà÷i éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨

÷èñåë. Ó òðàäèöiéíîìó ðîçóìiííi éìîâið-
íiñíà òåîðiÿ ÷èñåë çàéìà¹òüñÿ òåîðåòèêî-
÷èñëîâèìè ïðîáëåìàìè ç âèêîðèñòàííÿì
éìîâiðíiñíèõ çàñîáiâ (ìîäåëåé, ïðèéîìiâ òà
ìåòîäiâ). Éìîâiðíiñíà òåîðiÿ çîáðàæåíü äié-
ñíèõ ÷èñåë ðîçâ'ÿçó¹ éìîâiðíiñíi ïðîáëåìè
(çàäà÷i) ç âèêîðèñòàííÿì ðiçíèõ ñèñòåì çî-
áðàæåííÿ ÷èñåë. �¨ âàæëèâîþ ñêëàäîâîþ ¹
âèâ÷åííÿ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé íà ìíî-
æèíàõ äiéñíèõ ÷èñåë, âèçíà÷åíèõ óìîâàìè
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íà ¨õ çîáðàæåííÿ ó òié ÷è iíøié ñèñòåìi,
çîêðåìà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ñèìâîëè (öè-
ôðè) çîáðàæåííÿ ÿêèõ ¹ âèïàäêîâèìè âåëè-
÷èíàìè ç íàïåðåä çàäàíèìè ðîçïîäiëàìè.

Âèêîðèñòà¹ìî ∆♯-çîáðàæåííÿ ÷èñåë äëÿ
ìîäåëþâàííÿ i äîñëiäæåííÿ ðîçïîäiëiâ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí.
Òåîðåìà 6. ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà

τ = ∆♯
τ1τ2...τk...

ìà¹ ðiâíîìiðíèé íà (0, 1] ðîç-

ïîäië, òî ñèìâîëè τk ¨¨ ∆
♯-çîáðàæåííÿ ¹ íå-

çàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ùî
ìàþòü îäíàêîâi ðîçïîäiëè

P{τk = i} = 1

2i
, i = 1, 2, . . . . (8)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè τ ìà¹ ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië íà (0, 1], òî

1. P{τ = a} = 0 äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ (0, 1];
2. P{τ ∈ (a, b)}=P{τ ∈ [a, b]}=P ([a, b]) =

= b − a, çîêðåìà äëÿ äîâiëüíîãî öèëiíäðà
∆♯
c1...cm

, âðàõîâóþ÷è âèðàç éîãî äîâæèíè,
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

P (∆♯
c1...cm

) = |∆♯
c1...cm

| = 1

2c1+...+cm
=

m∏
i=1

1

2ci
.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ ií-
äóêöi¨, òîáòî äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
k ∈ N âèïàäêîâà âåëè÷èíà τk íå çàëåæèòü
âiä τj, äå j < k i ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi (8).

Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ðîçïîäiëó âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ òà âëàñòèâîñòi öèëií-
äðiâ, ìà¹ìî

P{τ1= i}=P{τ ∈ ∆♯
i}=P (∆

♯
i)= |∆

♯
i|=

1

2i
;

P{τ1 = i, τ2 = j} = P{τ ∈ ∆♯
ij} =

= P (∆♯
ij) = |∆

♯
ij| =

1

2i+j
= |∆♯

i| · |∆
♯
j| =

=P (∆♯
i)P (∆

♯
j)=P{τ1= i}·P{τ2=j}=

1

2i+j
;

P{τ2= i}=P{τ ∈
∞∪
j=1

∆♯
ji}=P (

∞∪
j=1

∆♯
ji)=

=
∞∑
j=1

|∆♯
ji| =

∞∑
j=1

1

2i+j
=

1

2i

∞∑
j=1

1

2j
=

1

2i
.

Àíàëîãi÷íî,

P{τk+1 = i} = P{τ ∈
∞∪
j1=1

...
∞∪
jk=1

∆♯
j1...jki

} =

=
∞∑
j1=1

...
∞∑
jk=1

|∆♯
j1...jki

| =

=
1

2i

∞∑
j1=1

...

∞∑
jk=1

1

2j1+j2+...+jk
=

1

2i
.

Îñêiëüêè îñòàííÿ éìîâiðíiñòü íå çàëå-
æèòü âiä k, à ëèøå âiä i, òî τk ¹ íåçàëåæíèìè
i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè. Òåîðåìó äîâåäå-
íî.
Òåîðåìà 7. ßêùî ñèìâîëè ξk

∆♯−çîáðàæåííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ = ∆♯
ξ1ξ2...ξn...

¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíà-
ìè, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü 1, 2, . . . , i, . . . ç
éìîâiðíîñòÿìè p1k, p2k, . . . pik, . . . âiäïîâiäíî
(p1k + ...+ pik + ... = 1, k ∈ N), òî ðîçïîäië
ξ ¹ àáî ÷èñòî äèñêðåòíèì, àáî ÷èñòî íå-
ïåðåðâíèì (íåàòîìàðíèì), ïðè÷îìó ÷èñòî
äèñêðåòíèì � òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

M =
∞∏
k=1

max
i
{pik} > 0.

Òî÷êîâèé ñïåêòð (ìíîæèíà àòîìiâ) äèñ-
êðåòíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ
ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷êè x0 òàêî¨, ùî

paj(x0)j = max
i
{pik},

i âñiõ òî÷îê x, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü
paj(x)j > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ N i iñíó¹ òàêå
m ∈ N, ùî aj(x) = aj(x0) ïðè j ≥ m.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî âèïàäêîâà
âåëè÷èíà ξ íå íàáóâà¹ çíà÷åíü ç ìíîæèíè
òî÷îê, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííi ∆♯−çîáðàæåííÿ.
Òîìó ó ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ ìè íåõòó¹ìî
òî÷êàìè öi¹¨ ìíîæèíè. À ðåøòà òî÷îê (0; 1]
ìàþòü ¹äèíå ∆♯−çîáðàæåííÿ.

Ç íåçàëåæíîñòi ξk i ¹äèíîñòi ∆♯-
çîáðàæåííÿ âèïëèâà¹, ùî
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P{ξ = ∆♯
c1c2...cm...

} =
∞∏
k=1

pckk,

òîáòî P{ξ = x} =
∞∏
j=1

paj(x)j.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü: ÿêùî
M > 0, òî ðîçïîäië ξ ¹ ÷èñòî äèñêðåòíèì.
Îñêiëüêè P{ξ = x0} =M , òî P{ξ = x0} > 0.

ßêùî pak(x′)k > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N
i ∆♯−çîáðàæåííÿ òî÷êè x′ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
çîáðàæåííÿ òî÷êè x0 íå áiëüøå, íiæ ïåðøè-
ìè (m− 1) ∆♯−ñèìâîëàìè, òî

P{ξ = x′} =
m−1∏
k=1

pak(x′)k ·
∞∏
k=m

pak(x0)k =

=
m−1∏
k=1

pak(x′)k ·
M

m∏
k=1

pak(x0)k

.

Íåõàé Am � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x′, ∆♯-
ñèìâîëè ÿêèõ ñïiâïàäàþòü ç ∆♯-ñèìâîëàìè
òî÷êè x0, ïî÷èíàþ÷è çm. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü
ìíîæèí Am ìà¹ âëàñòèâîñòi:
1. {x0} = A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ Am ⊂ Am+1 ⊂ . . . ;
2. P{ξ ∈ Am} =

=
∑
a1∈N

. . .
∑

am−1∈N

m−1∏
k=1

pak(x′)k · M
m∏
k=1

pak(x0)k

=

=
M

m∏
k=1

pak(x0)k

→ 1, êîëè m→∞.

Îòæå, çëi÷åííà ìíîæèíà

A = lim
m→∞

Am =
∞∪
m=1

Am

¹ íîñi¹ì ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ,
òîáòî ðîçïîäië ¹ äèñêðåòíèì.

Äîñòàòíiñòü. ßêùî ξ ìà¹ äèñêðåòíèé
ðîçïîäië, òî iñíó¹ x′ òàêå, ùî

0 < P{ξ = x′} =

=
∞∏
k=1

pak(x′)k ≤
∞∏
k=1

max
i
{pik} =M,

òîáòî M > 0. Òåîðåìó 7 äîâåäåíî.
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