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Çàñòîñîâàíî âàðiàöiéíèé ïiäõiä äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ áàãàòîïàðàìåòðè÷íî¨ çàäà÷i íà âëàñíi çíà-
÷åííÿ. Äîâåäåíî åêâiâàëåíòíiñòü ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i òà âiäïîâiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i. Ïîáó-
äîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä äëÿ âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i òà äîâåäåíî ëîêàëüíó
çáiæíiñòü öüîãî ìåòîäó. Êðiì òîãî, ïðîâåäåíî òà ïðîàíàëiçîâàíî ðÿä ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ,
ùî iëþñòðóþòü ðîáîòó ìåòîäó.

A multiparameter eigenvalue problem is solved by using the variation approach. The equivalence
between the spectral problem and the corresponding variation problem is proved. A numerical
method for the solution of the variation problem is proposed and its local convergence is proved.
Finally, numerical experiments for the proposed method are examined.

Âñòóï
Äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó îïåðà-

òîðíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

T (λ)x = f

ç îïåðàòîðíîþ ôóíêöi¹þ

T (λ) : Em → X(H)

(X(H) � ìíîæèíà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó
Ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, çîêðåìà â äiéñíîìó
Åâêëiäîâîìó ïðîñòîði En), ÿêà ëiíiéíî àáî
íåëiíiéíî çàëåæèòü âiä êiëüêîõ ñïåêòðàëü-
íèõ ïàðàìåòðiâ λ1, λ2, ... , λm, ïðèçâîäèòü
äî äîñëiäæåííÿ çàäà÷i çíàõîäæåííÿ òàêèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

λi, i = 1, 2, ... , m,

ïðè ÿêèõ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiä-
ïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

T (λ)x = 0.

Òàêi çàäà÷i âèíèêàþòü ó áàãàòüîõ ñôåðàõ
àíàëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Ðiçíîìàíi-

òíi ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ òàêîãî òèïó, âiäïî-
âiäíà ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ, ïðàêòè÷íå çàñòî-
ñóâàííÿ òà ðÿä ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ âiä-
øóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó äàíèõ çàäà÷ øèðîêî äî-
ñëiäæåíî ó ëiòåðàòóði (äèâ. [1] - [12]).

Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó áàãàòî-
ïàðàìåòðè÷íó çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ:

T (λ) x ≡ Ax−
m∑
i=1

λiBix = 0, (1)

ó äiéñíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði En, äå âñi
ñêàëÿðíi ïàðàìåòðè

λ1, λ2, ... , λm ∈ Em

¹ ñïåêòðàëüíèìè.
Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïðîïîíó¹ìî

ïiäõiä, ÿêèé ïîëÿãà¹ çàìiíó áàãàòîïàðàìå-
òðè÷íî¨ çàäà÷i (1) íà åêâiâàëåíòíó âàðiàöié-
íó çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ äåÿêîãî ôóíêöiîíàëó.

Çàóâàæèìî, ùî äàíèé ïiäõiä âiäðiçíÿòè-
ìåòüñÿ âiä óæå çàïðîïîíîâàíèõ ó [3], [4], [6],
[8].
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Çà îñíîâó ÷èñåëüíîãî ìåòîäó ìiíiìiçàöi¨
ôóíêöiîíàëà âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ãðàäi¹í-
òíó ïðîöåäóðó ó ðîçøèðåíîìó ïðîñòîði, ùî
¹ ñóìîþ Åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ En òà Em. Â
ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî àëãîðèòì îäíî÷àñíî-
ãî îá÷èñëåííÿ âëàñíîãî âåêòîðà òà ìíîæèíè
âëàñíèõ çíà÷åíü.

Íà çàâåðøåííÿ ïðîiëþñòðó¹ìî ïðàêòè-
÷íó çàñòîñîâíiñòü àëãîðèòìó êiëüêîìà ïðè-
êëàäàìè.

1. Âëàñíi âåêòîðè òà âëàñíi çíà÷åííÿ
ÿê òî÷êè ìiíiìóìó

Íåõàé En � äiéñíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ç
âèçíà÷åíèìè ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)En òà
íîðìîþ || · ||En .

Íåõàé òàêîæ

A, Bi : En → En, i = 1, 2, ... , m

� êâàäðàòíi ìàòðèöi ðîçìiðó n× n.
Áàãàòîïàðàìåòðè÷íà çàäà÷à íà âëàñíi

çíà÷åííÿ ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi òàêîãî íàáî-
ðó ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ

λ = {λ1, ... , λm} ∈ Em,

ïðè ÿêîìó iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
x ̸= 0 ðiâíÿííÿ (1).

Íàáið ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ

λ = {λ1, ... , λm}

íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíåíèì âëàñíèì çíà÷å-
ííÿì, âiäïîâiäíèé âåêòîð x � óçàãàëüíåíèì
âëàñíèì âåêòîðîì çàäà÷i (1).

Óñi ìîæëèâi íàáîðè

λ = {λ1, ... , λm}

m-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Em óòâî-
ðþþòü òàê çâàíó ïîâåðõíþ âëàñíèõ çíà÷åíü
à ó âèïàäêó m = 2 � êðèâó âëàñíèõ çíà÷åíü.
Äëÿ m = 1 îòðèìó¹ìî êëàñè÷íó çàäà÷ó íà
âëàñíi çíà÷åííÿ âèãëÿäó

Ax = λB1x

Ïîðó÷ iç çàäà÷åþ (1) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
âiäøóêàííÿ òàêîãî íàáîðó ïàðàìåòðiâ

λ = {λ1, ... , λm}

i òàêîãî âåêòîðà x ïðè ÿêèõ ôóíêöiîíàë

F (u) =
1

2
∥T (λ)x ∥2, (2)

∀u = {x, λ} ∈ H = En ⊕ Em, x ̸= 0

äîñÿãà¹ ñâîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ, òîáòî

F (u) → min
u
, u ∈ U ⊂ H, (u ̸= 0) , (3)

äå U � öå ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü òî÷êè u∗ =

{x∗, λ∗}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (1), H
� öå Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ó ÿêîìó ñêàëÿðíèé
äîáóòîê òà íîðìà âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì
÷èíîì:

(u, v)H = (u1, u2)En + (v1, v2)Em ,

∥u∥H =

√
∥u1∥2En + ∥v1∥2Em ,

u = {u1, v1}, v = {u2, v2},

u1, u2 ∈ En, v1, v2 ∈ Em.

Ïiäìíîæèíó òî÷îê ìiíiìóìó ôóíêöiîíà-
ëà F (u) â U ïîçíà÷èìî ÿê

U∗ = {u : u ∈ U, F (u) = 0} .

Òåïåð ïîêàæåìî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷
(1) òà (3).

Òåîðåìà 1. Êîæíèé âëàñíèé âåêòîð x∗,

ùî âiäïîâiäà¹ íàáîðó âëàñíèõ çíà÷åíü λ∗,
λ∗ = (λ∗1, ... , λ

∗
m) çàäà÷i (1) ¹ ñòàöiîíàð-

íîþ òî÷êîþ u∗ = {x∗, λ∗} ôóíêöiîíàëà (2) i
íàâïàêè � êîæíà ñòàöiîíàðíà òî÷êà u∗ =

{x∗, λ∗} ôóíêöiîíàëà (2) âiäïîâiäà¹ âëàñíié

ïàði x∗, λ∗ çàäà÷i (1).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðèðiñò ôóí-
êöiîíàëà

F (u+∆u)−F (u) = F (x+ h, λ+ q)−F (x, λ)

äëÿ äîâiëüíèõ u, u + ∆u ∈ U , äå ∆u =

{h, q} ∈ U .
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Çàäëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó âèêîðèñòîâóâà-
òèìåìî íàêi ïîçíà÷åííÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî äî-
áóòêó:

(·, ·)En ≡ (·, ·)n, (·, ·)Em ≡ (·, ·)m.

Îòæå, ïiñëÿ ðÿäó ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹-
ìî:

F (u+∆u)−F (u) = F (x+h, λ+q)−F (x, λ) =

= (T (λ)x, T (λ)h)n − (T (λ)x,
m∑
i=1

Bixqi)n+

+
1

2
(T (λ)h, T (λ)h )n − (T (λ)h,

m∑
i=1

Bixqi)n−

−(T (λ)x,
m∑
i=1

Bihqi)n+(
m∑
i=1

Bixqi,
m∑
i=1

Bixqi)n+

+ o(∥∆u∥2H).

Òàêèì ÷èíîì, ïåðøèé äèôåðåíöiàë âiä
F (u) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

d {F (x, λ); (h, q)} = ( T (λ)x , T (λ)h )n−

−
m∑
i=1

(T (λ)x , Bix )nqi =

= (T ∗ (λ)T (λ)x , h )n + (f(λ, x) , q )m =

= (ug,∆u)H ,

äå

f (λ, x) = (f1(λ, x), f2(λ, x), ..., fm(λ, x)),

fi(λ, x) = −(T (λ)x,Bix)n, i = 1, 2, ... , m.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêîæ ôîðìóëó ãðàäi-
¹íòà ôóíêöiîíàëà (2):

∇F (u) ≡ ug =

{(T ∗Tx, e1), ... (T
∗Tx, en),

f1(λ, x), f2(λ, x), ..., fm(λ, x)}T ,
(4)

äå T ∗ ≡ T (λ), T ≡ T (λ), ei ∈ En � âåêòîð,
i -òà êîîðäèíàòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, ðåøòà �
ðiâíà íóëþ.

Íåõàé T (λ)x = 0, x ̸= 0. Òîäi, çi ñïiââiä-
íîøåííÿ (4) ñëiäó¹, ùî ∇F (u) = 0.

Íåõàé ∇F (u) = 0. Òîäi, ç (4) îòðèìó¹ìî
òàêîæ

T ∗ (λ)T (λ)x = 0 ⇒ (T ∗ (λ)T (λ)x, x) = 0

⇒ (T (λ)x, T (λ)x) = 0 ⇒ T (λ)x = 0,

ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
Çàóâàæåííÿ. Â ñèëó òîãî, ùî F (u) ≥

0, F (u∗) = 0, u, u∗ ∈ U, êîæíà ñòàöiîíàðíà
òî÷êà u∗ ôóíêöiîíàëà F (u) ¹ òî÷êîþ éîãî
ëîêàëüíîãî (i ãëîáàëüíîãî) ìiíiìóìó.

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî ñïåêòðàëüíà çàäà-
÷à (1) i çàäà÷à (3) âiäøóêàííÿ ñòàöiîíàðíèõ
òî÷îê ôóíêöiîíàëà F (u) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

2. ×èñåëüíèé àëãîðèòì òà éîãî çái-
æíiñòü

Ðåçóëüòàò, îòðèìàíèé ó ïîïåðåäíüîìó
ïàðàãðàôi äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè ãðàäi¹í-
òíó ïðîöåäóðó äëÿ âiäøóêàííÿ ÷èñåëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3) à, îòæå, çàäà÷i (1). Ãðà-
äi¹íòíà ïðîöåäóðà îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíîþ
ôîðìóëîþ:

uk+1 = uk − γ(uk)∇F (uk) ,
k = 0, 1, 2, ...

(5)

Äëÿ ñïiââiäíîøåíü òèïó (5) âèçíà÷åíî öi-
ëèé êëàñ ìåòîäiâ, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå
âèáîðîì êðîêó γ(uk).

Ó öié ñòàòòi ìè ïðîïîíó¹ìî îá÷èñëþâà-
òè âåëè÷èíó γk = γ(uk) íà êîæíîìó êðî-
öi, âèêîðèñòîâóþ÷è íàñòóïíå ñïiââiäíîøåí-
íÿ (äèâ. [14]):

γk =
F (uk)

||∇F (uk)||2H
. (6)

Çàóâàæèìî, ùî íàäàëi óïóñêàòèìåìî ií-
äåêñ H â ïîçíà÷åííÿõ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó
òà íîðìè äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó. Îòæå, iòå-
ðàöiéíèé ïðîöåñ çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷è-
íîì:

uk+1 = uk − F (uk)

∥∇F (uk)∥2
∇F (uk) ,

k = 0, 1, 2, ...
(7)

Ïðè âèáîði ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ, ÿêå
¹ ó ïåâíîìó ñåíñi áëèçüêå äî âëàñíîãî âåêòî-
ðà òà íàáîðó âëàñíèõ çíà÷åíü, iòåðàöiéíèé
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ïðîöåñ (7) çáiãà¹òüñÿ äî ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè
ôóíêöiîíàëà (2) u∗ = {x∗, λ∗}, ó ÿêié äîñÿ-
ãà¹òüñÿ éîãî ìiíiìóì, i, ÿê íàñëiäîê, äî âëà-
ñíîãî âåêòîðà x∗ òà ìíîæèíè âëàñíèõ çíà-
÷åíü λ∗ = (λ∗1, ... , λ

∗
m) çàäà÷i (1).

Îòæå, äëÿ íàâåäåíîãî iòåðàöiéíîãî ïðî-
öåñó âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà ëîêàëü-
íî¨ çáiæíîñòi.
Òåîðåìà 2. Íåõàé ìàòðèöÿ T (λ) ñïå-

êòðàëüíî¨ çàäà÷i (1) òàêà, ùî ãðàäi¹íò

ôóíêöiîíàëà (2) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøè-

öÿ

∥∇F (u)−∇F (z)∥ ≤ L ∥u− z∥ ,
∀u, z ∈ U, L > 0,

(8)

äå U � öå äåÿêà çàìêíóòà îïóêëà ñíîæèíà,

ùî ìiñòèòü ðîçâ'ÿçîê u∗.
ßêùî äëÿ äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæå-

ííÿ u0 = (x0, λ
(0)) ∈ U âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

0 < γ0 ≡ γ(u0) ≤ 1/2L, (9)

òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (7) çáiãà¹òüñÿ äî

òî÷êè ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëà (2)

u∗ = {x∗, λ∗}

à, îòæå, i äî âëàñíîãî âåêòîðà x∗ òà íà-

áîðó âëàñíèõ çíà÷åíü

λ∗ = (λ∗1, ... , λ
∗
m)

çàäà÷i (1).

Iíøèìè ñëîâàìè, âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

ðiâíîñòi:

lim
k→∞

ρ(uk, U∗) = lim
k→∞

ρ(uk, u
∗) = 0,

lim
k→∞

F (uk) = F (u∗) = 0
(10)

Êðiì òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

F (uk) ≤ 2−2kF (u0), k = 1, 2, ... (11)

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ òåîðåìè ãðàäi-
¹íò ôóíêöiîíàëà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøè-
öÿ (8), îòæå, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâ-
íiñòü:

||F (u)− F (z)− (∇F (z), u− z)|| ≤
≤ L∥u− z∥2/2. (12)

Äàëi, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî k ≥ 0 ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ∇F (xk) = 0, òîäi ç (7) ôîðìàëüíî ìè
îòðèìó¹ìî, ùî

uk = uk+1 = ...

i òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ.
Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî ∇F (uk) ̸= 0 äëÿ

k = 0, 1, ... , i çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ k = 0 âèêîíó¹òüñÿ

F (u0)− F (u1) =

= F (u0)− F (u0 − γ0∇F (u0)).
(13)

Âçÿâøè äî óâàãè íåðiâíiñòü (12) äëÿ

z = u0, u = u1 = u0 − γ0∇F (u0),

îòðèìà¹ìî òàêó íåðiâíiñòü:

F (u0)− F (u1) ≥ γ0(1− Lγ0/2)∥∇F (u0)∥2.

ßê íàñëiäîê, çà óìîâè (9), îòðèìó¹ìî

F (u0)− F (u1) ≥
3

4
γ0||∇F (u0)||2 =

=
3

4

F (u0)

||∇F (u0)||2
||∇F (u0)||2.

Çâiäñè
1

4
F (u0) ≥ F (u1), (14)

àáî
F (u1) < F (u0). (15)

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî γ1 < γ0.
Äëÿ öüîãî ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè íå-

ðiâíîñòi (14) íà âåëè÷èíó ||∇F (u1)||2 ≥ 0.
Îòðèìà¹ìî:

F (u1)

||∇F (u1)||2
≤ 1

4

F (u0)

||∇F (u1)||2
=

=
1

4

F (u0)

||∇F (u1)||2
· ||∇F (u0)||

2

||∇F (u0)||2
,

òîáòî

γ1 ≤
1

4
γ0 ·

||∇F (u0)||2

||∇F (u1)||2
(16)

Äàëi, ç óìîâè Ëiïøèöÿ (8) ìà¹ìî

∇F (u0)−∇F (u1) ≤ L(u0 − u1).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (7), ìîæå-
ìî îòðèìàòè

∇F (u0)−∇F (u1) ≤ Lγ0∇F (u0).

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è (9), ìîæåìî çàïèñàòè,
ùî

∇F (u0)−∇F (u1) ≤
1

2
∇F (u0),

àáî
1

2
∇F (u0) ≤ ∇F (u1),

òîáòî

1

2

∇F (u0)
∇F (u1)

≤ 1 ⇒ ∇F (u0)
∇F (u1)

≤ 2.

Íàðåøòi, âðàõîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü, çi
ñïiââiäíîøåííÿ (16) îòðèìó¹ìî íåîáõiäíå:

γ1 < γ0.

Íåõàé òåïåð (15) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = m,
òîáòî F (um) < F (um−1) i γm < γm−1. Ïî-
êàæåìî, ùî (15) âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ i äëÿ
k = m + 1, òîáòî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íà-
ñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

F (um+1) < F (um), γm+1 < γm. (17)

Àíàëîãi÷íî, ÿê i äëÿ äîâiëüíîãî k = m,
ñïiââiäíîøåííÿ (13) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âè-
ãëÿäi

F (um)−F (um+1) = F (um)−F (um−γm∇F (um)).

Çâiäñè, çíàõîäèìî

F (um)−F (um+1) ≥ γm(1−Lγm/2)∥∇F (um)∥2.

ßêùî

0 < γm < γm−1 < ... < γ0 ≤ 1/2L, (18)

òîäi

F (um)− F (um+1) ≥
3

4
γm∥∇F (um)∥2 > 0

(19)
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

1

4
F (um) ≥ F (um+1). (20)

Òîáòî F (um) ≥ F (um+1) i ïåðøó íåðiâ-
íiñòü ç (17) äîâåäåíî.

Òàê ñàìî, ÿê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå, îòðè-
ìà¹ìî, ùî íåðiâíiñòü γm+1 < γm âèêîíó¹-
òüñÿ, òîáòî äðóãà íåðiâíiñòü ç (17) çáåðiãà-
¹òüñÿ. Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è (18), ìè îòðè-
ìó¹ìî

0 < γm+1 < γm < ... < γ0 ≤ 1/2L (21)

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü F (uk) ¹ ìîíîòîííî
ñïàäíà i îáìåæåíà çíèçó à îòæå, iñíó¹ ãðà-
íèöÿ

lim
k→∞

F (uk) ≥ 0.

Òàêèì ÷èíîì

lim
k→∞

(F (uk)− F (uk+1)) = 0

i ç (19) ñëiäó¹

lim
k→∞

||∇F (uk)|| = 0. (22)

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iòåðà-
öiéíîãî ïðîöåñó (7), îòðèìó¹ìî

||uk+1 − uk|| = γm · ||∇F (uk)||.

Äàëi, ç âðàõóâàííÿì îöiíîê (21), ìè ìà¹ìî

||uk+1−uk|| ≤ γ0 · ||∇F (uk)|| ≤
1

2L
||∇F (uk)||.

ßêùî âçÿòè äî óâàãè ãðàíèöþ (22), áà÷èìî,
ùî âèêîíó¹òüñÿ

||uk+1 − uk|| →
k→∞

0. (23)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüî-
ãî öiëîãî p ìîæíà çàïèñàòè

∥uk+p − uk∥ =

= ∥uk+p − uk+p−1 + ...+ uk+1 − uk∥ ≤

≤ ∥uk+p − uk+p−1∥+ ... + ∥uk+1 − uk∥ .

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (23),
òîäi

||uk+p − uk|| →
k→∞

0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {uk} � öå ôóí-
äàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü.
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Îñêiëüêè Åâêëiäîâèé ïðîñòið ¹ òàêîæ i
Áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, ïîñëiäîâíiñòü {uk}
ïðÿìó¹ äî ñâî¹¨ ãðàíèöi, íàïðèêëàä, äî ó.
Àëå ç (22) íàì âiäîìî, ùî

lim
k→∞

∥∇F (uk)∥ =
∥∥∥ lim
k→∞

∇F (uk)
∥∥∥ =

= ∥∇F (y)∥ = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî y = u∗ ¹ ñòàöiîíàðíîþ òî-
÷êîþ ôóíêöiîíàëà F (u), òîáòî

lim
k→∞

uk = u∗ ∈ U∗ (24)

Îñêiëüêè ôóíêöiîíàë íåïåðåðâíèé, òî

lim
k→∞

F (uk) = F (u∗) = 0

Îöiíêà (11) íàïðÿìó ñëiäó¹ ç íåðiâíîñòi
(20). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ôóíêöiîíàë ¹ ñèëü-
íî îïóêëèì, òîáòî iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà δ,
ïðè ÿêié ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:

F (u)− F (v) ≥ (∇F (v), u− v)+

+δ∥u− v∥2, u, v ∈ U,
(25)

òî â òàêîìó âèïàäêó ñïðàâåäëèâèì ¹ íàñòó-
ïíå ïðèïóùåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ìàòðèöÿ T (λ) ñïå-

êòðàëüíî¨ çàäà÷i (1) òàêà, ùî ôóíêöiîíàë

(2) ¹ ñòðîãî îïóêëèì i éîãî ãðàäi¹íò çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ

∥∇F (u)−∇F (z)∥ ≤ L ∥u− z∥ ,

∀u, z ∈ U, L > 0,

äå U � äåÿêà çàìêíóòà îïóêëà ìíîæèíà,

ùî ìiñòèòü ðîçâ'ÿçîê u∗.
ßêùî äëÿ äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæå-

ííÿ

u0 = (x0, λ
(0)) ∈ U

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

0 < γ0 ≡ γ(u0) ≤ 1/2L,

Òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (7) çáiãà¹òüñÿ

äî òî÷êè ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëà (2) u∗ =

{x∗, λ∗} i, îòæå, äî âëàñíîãî âåêòîðà x∗ òà

íàáîðó âëàñíèõ çíà÷åíü λ∗ = (λ∗1, ... , λ
∗
m)

çàäà÷i (1), ùî îçíà÷à¹, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (10), (11) òà îöiíêà

∥uk − u∗∥2 ≤ F (u0) · 2−2k/δ,

k = 0, 1, ...,
(26)

äå δ � öå êîíñòàíòà ç íåðiâíîñòi (25).

Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (10) òà (11)
âèïëèâàþòü ç Òåîðåìè 2. Äîâåäåìî îöiíêó
(26).

Ç íåðiâíîñòi (25) äëÿ u = uk, v = u∗,
îòðèìà¹ìî

F (uk) ≥ (∇F (u∗), uk − v∗) + δ∥uk − u∗∥2 =

= δ∥uk − u∗∥2, k = 0, 1, ...

Îòæå, çâàæàþ÷è íà (27), îòðèìó¹ìî îöií-
êó (26). Òåîðåìó äîâåäåíî.

3. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè
Ïåðåâiðèìî ðîáîòó çàïðîïîíîâàíîãî àë-

ãîðèòìó íà êiëüêîõ ïðèêëàäàõ äâîïàðàìå-
òðè÷íî¨ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à (1) â äiéñíîìó Åâ-
êëiäîâîìó ïðîñòîði En ¹ ÷àñòêîâèì âèïàä-
êîì çàäà÷i

Ax = λBx (27)

ç êîìïëåêñíèìè ìàòðèöÿìè òà , ÿêà ¹ øè-
ðîêî äîñëiäæåíà â ëiòåðàòóði.

Ùîá âèêîíóâàòè îá÷èñëåííÿ â äiéñíîìó
ïðîñòîði, ïåðåôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó (27). Íå-
õàé

A = AR + iAI , B = BR + iBI ,

λ = λ1 + iλ2, x = xR + ixI , i
2 = −1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî çàäà÷à (27) ¹ åêâiâàëåí-
òíà äî äiéñíî¨ äâî-ïàðàìåòðè÷íî¨ çàäà÷i íà
âëàñíi çíà÷åííÿ:

Ax = λ1B1x+ λ2B2x,

x = (xR, xI) ∈ E = En ⊕ En,
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äå

A =

(
AR −AI

AI AR

)
,

B1 =

(
BR −BI

BI BR

)
,

B2 =

(
−BI −BR

BR −BI

)
.

ßêùî À, Â äiéñíi: A = AR, B = BR, òîäi

A =

(
AR 0

0 AR

)
,

B1 =

(
BR 0

0 BR

)
,

B2 =

(
0 −BR

BR 0

)
.

Íàâåäåíi íèæ÷å ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äà-
þòü óÿâëåííÿ ïðî êiëüêiñòü iòåðàöié òà çái-
æíiñòü àëãîðèòìó.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé À � ìàòðèöÿ ç êîì-
ïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, Â � îäèíè÷íà ìà-
òðèöÿ:

A =
1

4

(
3 + i 3− i

−3 + i 3 + i

)
,

B =

(
1 0

0 1

)
.

Âëàñíi âåêòîðè òà âëàñíi çíà÷åííÿ âiäîìi
i äîðiâíþþòü:

a) λ = 1 + i, x = (x1, x2) = (1, i);

á) λ = 0.5(1− i), x = (x1, x2) = (1,−i).

Ðåçóëüòàòè íàâåäåíi ó Òàáëèöi 1 òà Òà-
áëèöi 2. Óìîâîþ çóïèíêè iòåðàöiéíîãî ïðî-
öåñó ¹ íåðiâíiñòü

||uk+1 − uk|| ≤ ε, ε = 10−6.

Çàóâàæèìî, ùî âåêòîð u ìà¹ òàêó ñòðó-
êòóðó:

u = (x, λ) = ((xR, xI), (λ1, λ2)) =

= (x1R, x
2
R, x

1
I , x

2
I , λ1, λ2).

Ïî÷. u0 Íàáëèæ.u∗ Òî÷í.u

1.5 1.0000000 1
0.5 0.0000000 0
0.5 0.0000000 0
1.5 1.0000000 1
1.2 1.0000003 1
1.2 0.9999999 1

F (u) 6.17139333e-013 0
N iòåð. 20

Òàáë. 1: ×èñëîâi ðåçóëüòàòè äëÿ Ïðèêëàäó 1, a)

Ïî÷. u0 Íàáëèæ.u∗ Òî÷í.u

1.7 1.00000000 1
0.2 0.00000000 0
-0.2 0.00000000 0
-1.5 -1.00000000 -1
0.9 0.50000014 0.5
-0.7 -0.50000011 -0.5

F (u) 3.00133411e-013 0
N iòåð. 22

Òàáë. 2: ×èñëîâi ðåçóëüòàòè äëÿ Ïðèêëàäó 1, á)

Ïðèêëàä 2. Íåõàé A � íåñèìåòðè÷íà ìà-
òðèöÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, B � îäèíè-
÷íà ìàòðèöÿ:

A =

 8 −1 −5

−4 4 −2

18 −5 −7

 ,

B =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè âiäîìi
i äîðiâíþþòü:

a) λ = 2 + 4i, x = (1− i, 2,−2i),

á) λ = 2− 4i, x = (1 + i, 2, 2i);

â) λ = 1, x = (1, 2, 1).

Ðåçóëüòàòè íàâåäåíi ó Òàáëèöi 3, Òàáëèöi
4 òà Òàáëèöi 5. Óìîâà çóïèíêè iòåðàöiéíîãî
ïðîöåñó òà ñòðóêòóðà âåêòîðà u òàêi ñàìi, ÿê
i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi.
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Ïî÷. u0 Íàáëèæ.u∗ Òî÷í.u

1 1.0000000 1
2 2.0000000 2
3 0.0000000 0
2 -1.0000000 -1
1 0.0000000 0
2 -1.9999999 -2

-0.695 2.0000000 2
3.739 3.9999999 4

F (u) 5.112161e-15 0
N iòåð. 972

Òàáë. 3: ×èñëîâi ðåçóëüòàòè äëÿ Ïðèêëàäó 2, a)

Ïî÷. u0 Íàáëèæ.u∗ Òî÷í.u

0 0.9999999 1
0 2.0000000 2
-1 0.0000000 0
1 1.0000000 1
0 0.0000000 0
-1 2.0000000 2

2.334 2.0000000 2
-7.667 -4.0000000 -4

F (u) 5.112161e-15 0
N iòåð. 527

Òàáë. 4: ×èñëîâi ðåçóëüòàòè äëÿ Ïðèêëàäó 2, á)

Âèñíîâêè
Ó ðîáîòi [10] áóëî çàïðîïîíîâàíî ïîäi-

áíèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè ÷èñåëüíîãî ìåòîäó,
äå âåëè÷èíà γk âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøå-
ííÿ

γk = F (uk)/||∇F (u0)||2.

Ïðîòå, âèáið γk çà ôîðìóëîþ (6) òàê, ÿê
öå çàïðîïîíîâàíî ó äàíié ñòàòòi, çíà÷íî ïî-
êðàùó¹ çáiæíiñòü ãðàäi¹íòíîãî ìåòîäó (7).

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî âiäìiííiñòü ìiæ
öèì ìåòîäîì òà ïîäiáíèìè àëãîðèòìàìè,
ðîçãëÿíóòèìè ó [3], [4], [6], [8], ïîëÿãà¹ íå
ëèøå ó ñïîñîái îá÷èñëåííÿ γk, à é ó òîìó,
ùî ãðàäi¹íòíà ïðîöåäóðà çàñòîñîâó¹òüñÿ äî
ðîçøèðåíî¨ çàäà÷i â ïðîñòîði, ùî ¹ ïðÿìîþ
ñóìîþ Åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ. Öå äà¹ çìîãó
îäíî÷àñíî çíàéòè âëàñíèé âåêòîð òà íàáið

Ïî÷. u0 Íàáëèæ.u∗ Òî÷í.u

1 0.9999999 1
1 2 2
1 0.9999999 1
-1 0 0
-1 0 0
2 0 0
0 1.0000000 1

0 0

F (u) 3.69045e-015 0
N iòåð. 889

Òàáë. 5: ×èñëîâi ðåçóëüòàòè äëÿ Ïðèêëàäó 2, â)

âëàñíèõ çíà÷åíü, à íå îêðåìî, ÿê öå çðî-
áëåíî ó [3], [4], [6], [8]. Ïðîòå, òàêèé àëãî-
ðèòì âèìàãà¹ âèáîðó ïî÷àòêîâîãî íàáëèæå-
ííÿ ÿê äëÿ âëàñíîãî âåêòîðà, òàê i äëÿ íà-
áîðó âëàñíèõ çíà÷åíü òîäi, ÿê äëÿ iíøèõ
çãàäàíèõ ìåòîäiâ äîñòàòíüî ïî÷àòêîâîãî íà-
áëèæåííÿ ëèøå äëÿ âëàñíîãî âåêòîðà. Òàêó
íåçðó÷íiñòü ëåãêî îáiéòè, ÿêùî íà ïåðøîìó
êðîöi äëÿ çàäàííîãî íàáëèæåííÿ x0 ðîç'âÿ-
çàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ôîðìóëè (4)
âiäíîñíî íåâiäîìèõ

λ = {λ1, ... , λm} :

fi(λ, x0) = 0, i = 1, 2, ..., m.

Çíàéäåíi òàêèì ÷èíîì

λ = {λ1, ... , λm}

ïîñëóãóþòü çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ

λ0 = {λ01, ... , λ0m}

äëÿ íàáîðó âëàñíèõ çíà÷åíü.
Ïðàêòè÷íó çàñòîñîâíiñòü çàïðîïîíîâàíî-

ãî àëãîðèòìó áóëî äîñëiäæåíî íà áàãàòüîõ
òåñòîâèõ ïðèêëàäàõ, çîêðåìà ïðåäñòàâëåíèõ
ó öié ðîáîòi.
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