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РЕГУЛЯРНI ПОСЛIДОВНОСТI НОРМОВАНИХ ПРОСТОРIВ
I СУКУПНА НЕПЕРЕРВНIСТЬ НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ

ВIДОБРАЖЕНЬ

Доведено, що гаусдорфовi iндуктивнi границi регулярних послiдовностей нормованих
просторiв Ж. Себаштьяна-i-Сiльви є супер-σ-метризовними просторами i як наслiдок отри-
мано теореми про сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних вiдображень зi значеннями в
таких просторах.

It is proved that Hausdorff inductive limits of J. Sebastian-e-Silva’s regular sequences of
normed spaces are super - σ -metrizable and theorems on joint continuity of separately continuous
mappings with values in such spaces are obtained as corollary.

1. Вступ. Стара задача про сукупну
неперервнiсть нарiзно неперервних вiдобра-
жень, яка вперше ґрунтовно була дослiдже-
на в дисертацiї Р. Бера [1], i досi привер-
тає увагу математикiв. Оскiльки для метри-
зовного простору значень вона досить до-
бре вивчена в ХХ столiттi (див. дисертацiї
[2-4] i вказану там лiтературу), то останнiм
часом активiзувалася робота, в якiй просто-
рами значень є представники рiзних класiв
просторiв, близьких до метризовних, зокре-
ма, i тих, що розглянутi в оглядi [5]. Та-
ким дослiдженням присвячено один роздiл
дисертацiї [2] i двi новiшi дисертацiї [6, 7],
див. також працi [8-10]. В них вивчалася ве-
личина множини C(f) точок сукупної непе-
рервностi нарiзно неперервних вiдображень
f : X × Y → Z зi значеннями в строгих iн-
дуктивних границях, σ-метризовних i силь-
но σ-метризовних просторах, просторах Му-
ра, вичерпних i напiввичерпних просторах
та в рiзних конкретних неметризовних про-
сторах, як-от: площини Немицького, Бiнґа,
Сiдра, пряма Зорґенфрея, простiр Cp[0, 1].

При розглядi строгих iндуктивних гра-
ниць як просторiв значень важливу роль вi-
дiграє теорема Д’єдонне-Шварца про обме-
женi множини в таких границях [11, с. 54],
вiдштовхуючись вiд якої в подальших до-
слiдженнях був введений клас сильно σ-

метризовних просторiв, з якими пов’язано
чи не найбiльше число результатiв на цю те-
му.

Ж. Себаштьян-i-Сiльва [12] розглянув
ще один клас iндуктивних границь, для
яких виконується аналог теореми Д’єдонне-
Шварца. Зростаючу послiдовнiсть нормова-
них просторiв (Zn, ∥ · ∥n), якi є лiнiйними
пiдпросторами векторного простору Z =
∞∪
n=1

Zn, вiн назвав регулярною, якщо всi то-

тожнi вкладення Jn : Zn ↪→ Zn+1 є компа-
ктними, тобто довiльна обмежена в просто-
рi Zn множина буде вiдносно компактною
у просторi Zn+1. У працi [12] були вивче-
нi iндуктивнi границi Z = lim indZn регу-
лярних послiдовностей нормованих просто-
рiв Zn, зокрема, встановлено [12, теорема 2],
що кожна обмежена множина в такiй iнду-
ктивнiй границi мiститься в якомусь догра-
ничному просторi Zn i обмежена там. Постає
природне питання: як пов’язанi iндуктивнi
границi Себаштьяна-i-Сiльви з iншими кла-
сами просторiв, близьких до метризовних?
Тут ми з’ясовуємо, що такi границi в ра-
зi їх гаусдорфовостi є супер-σ-метризовними
просторами, i тому всi теореми про множину
C(f) для нарiзно неперервних вiдображень
зi значеннями в σ-метризовних i сильно σ-
метризовних просторах мають мiсце i в тому
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випадку, коли простiр значень є гаусдорфо-
вою iндуктивною границею регулярної по-
слiдовностi нормованих просторiв.

2. Леми про iндуктивнi границi ре-
гулярних послiдовностей нормованих
просторiв. Нехай (Zn)

∞
n=1 – регулярна по-

слiдовнiсть нормованих просторiв (Zn, ∥·∥n).
Для довiльних номерiв n i m покладемо

Bn,m = {z ∈ Zn : ∥z∥n ≤ m}.

Ясно, що
∞∪

m=1

Bn,m = Zn для кожного n.

Символом [A]X ми позначатимемо замика-
ння множини A у просторi X.

Лема 1. Нехай (Zn)
∞
n=1 – регулярна по-

слiдовнiсть нормованих просторiв, причо-
му її iндуктивна границя Z = lim indZn –
це гаусдорфовий простiр. Тодi множини

Kn,m = [Bn,m]Zn+1

– це компактнi метризовнi пiдпростори
простору Z.

Доведення. Оскiльки тотожнi вкладен-
ня Jn : Zn ↪→ Zn+1 компактнi, кулi Bn,m

обмеженi у просторi Zn i Bn,m = Jn(Bn,m),
то кулi Bn,m будуть вiдносно компактними
множинами в просторi Zn+1, тобто їх зами-
кання Kn,m – це компактнi множини в про-
сторi Zn+1. Розглянемо тотожне вкладення
In+1 : Zn+1 ↪→ Z. З означення iндуктивної
границi [11, c. 42, 46] випливає, що вiдобра-
ження In+1 неперервне. Оскiльки образ ком-
пактної множини при неперерервному вiд-
ображеннi залишається компактним [11, c.
15], то множина K = Kn,m = In+1(Kn,m) є
компактною i в просторi Z. Нехай Tn+1 – то-
пологiя простору Zn+1 i T – топологiя про-
стору Z, а Tn+1|K i T |K – звуження цих топо-
логiй на множину K. Тотожне вiдображення
I : (K, Tn+1|K) → (K, T |K) – це неперервна
бiєкцiя, при цьому простiр X = (K, Tn+1|K)
компактний, а простiр Y = (K, T |K) гаус-
дорфовий, бо Z вважається гаусдорфовим
простором. Тому [11, c. 16] вiдображення
I – це гомеоморфiзм, звiдки випливає, що
T |K = Tn+1|K . Оскiльки топологiя Tn+1 ме-
тризовна як топологiя нормованого просто-
ру, то такою ж буде i топологiя Tn+1|K , а
значить, i T |K . �

В наступнiй лемi ми використовуємо по-
значення леми 1.

Лема 2. Для довiльних номерiв n1, m1,
n2, m2 iснують такi номери n i m, що

Kn1,m1 ∪Kn2,m2 ⊆ Kn,m.

Доведення. Нехай n = max{n1, n2}. Як
легко пояснити, тотожнi вкладення Jni,n :
Zni

↪→ Zn при i = 1, 2 неперервнi, от-
же, кулi Bni,mi

= Jni,n(Bni,mi
) при i = 1, 2

будуть обмеженими пiдмножинами нормо-
ваного простору Zn. Тодi i їхнє об’єднан-
ня S = Bn1,m1 ∪ Bn2,m2 – це обмежена пiд-
множина в Zn, отже, iснує такий номер m,
що S ⊆ Bn,m. В такому разi з неперервно-
стi вкладень Jni+1,n+1 : Zni+1 ↪→ Zn+1 при
i = 1, 2 негайно випливає, що

Kn1,m1 ∪Kn2,m2 = [Bn1,m1 ]Zn1+1 ∪ [Bn2,m2 ]Zn2+1

⊆ Jn1+1,n+1([Bn1,m1 ]Zn1+1)∪

∪Jn2+1,n+1([Bn2,m2 ]Zn2+1) ⊆

⊆ [Jn1+1,n+1(Bn1,m1)]Zn+1∪

∪[Jn2+1,n+1(Bn2,m2)]Zn+1 =

= [Bn1,m1 ∪Bn2,m2 ]Zn+1 = [S]Zn+1 ⊆

⊆ [Bn,m]Zn+1 = Kn,m.�

3. Рiзнi класи просторiв, близьких
до метризовних та основний результат.
Нагадаємо, що топологiчний простiр Z на-
зивається σ-метризовним, якщо вiн подає-

ться у виглядi об’єднання Z =
∞∪
n=1

Zn зро-

стаючої послiдовностi своїх замкнених ме-
тризовних пiдпросторiв Zn, при цьому по-
слiдовнiсть (Zn)

∞
n=1 називається вичерпуван-

ням простору Z. Якщо σ-метризовний про-
стiр Z має таке вичерпування (Zn)

∞
n=1, що

для кожної збiжної в Z послiдовностi (zk)∞k=1

iснує номер m, для якого {zk : k ∈ N} ⊆ Zm,
то вiн називається сильно σ-метризовним,
а якщо кожна компактна в Z множина K
мiститься у деякому дограничному просторi
Zm, то Z називається супер-σ-метризовним.
Зрозумiло, що кожен супер-σ-метризовний
простiр є сильно σ-метризовним, а цей, у
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свою чергу, є σ-метризовним. Крiм того, га-
усдорфовий сильно σ-метризовний простiр є
супер-σ-метризовним [6, теорема 2.1.3, с.39].

Теорема 1. Нехай Z = lim indZn – iн-
дуктивна границя регулярної послiдовностi
нормованих просторiв (Zn, ∥ · ∥n), яка є га-
усдорфовим простором. Тодi Z – це супер-
σ-метризовний простiр.

Доведення. Розглянемо кулi Bn,m =
{z ∈ Zn : ∥z∥n ≤ m} i їх замикання
Kn,m = [Bn,m]Zn+1 . За доведеним у лемi 1
пiдпростори Kn,m простору Z є метризов-
ними компактами. Перенумеруємо подвiйну
послiдовнiсть (Kn,m)(n,m)∈N2 у звичайну по-
слiдовнiсть (Kj)j∈N. Для кожного номера k

покладемо Pk =
k∪

j=1

Kj. Зрозумiло, що Pk

– це компактний пiдпростiр гаусдорфового
простору Z, а значить, i замкнений у Z.
Для кожного j = 1, ..., k iснують такi пари
(nj,mj) ∈ N2, що Kj = Knj ,mj

. Згiдно з ле-
мою 2 iснує така пара (n,m) ∈ N2, що

Pk =
k∪

j=1

Knj ,mj
⊆ Kn,m.

Таким чином, Pk є пiдпростором метризов-
ного компакту Kn,m, а отже, i Pk є метри-
зовним.

Оскiльки
∞∪

m=1

Bn,m = Zn для кожного n i
∞∪
n=1

Zn = Zn, то
∞∪

n,m=1

Bn,m = Z i тим бiльше

∞∪
k=1

Pk =
∞∪
j=1

Kj =
∞∪

n,m=1

Kn,m = Z.

Таким чином, простiр Z є σ-метризовним i
(Pk)

∞
k=1 є його вичерпуванням.

Залишилося довести, що для кожної ком-
пактної множини K в Z iснує такий номер
l, що K ⊆ Pl. Компактна множина K про-
стору Z, очевидно, є обмеженою в Z i то-
му за теоремою Себаштьяна-i-Сiльви [12] во-
на мiститься у деякому дограничному про-
сторi Zn i є там обмеженою. В такому ра-
зi iснує таке m, що K ⊆ Bn,m. Оскiльки
Bn,m ⊆ Kn,m = Kl для деякого l ∈ N i
Kl ⊆ Pl, то K ⊆ Pl, що i треба було дове-
сти. �

4. Простори lp з вагою. Нехай 1 ≤ p <
+∞ i

lp = {x = (ξk)
∞
k=1 ∈ KN : ∥x∥p =

= (
∞∑
k=1

|ξk|p)
1
p < +∞}

– банаховий простiр послiдовностей скаля-
рiв, сумовних з p-тим степенем. Розгляне-
мо покоординатне множення xy = (ξkηk)

∞
k=1

числових послiдовностей x = (ξk)
∞
k=1 i

y = (ηk)
∞
k=1. Для кожної послiдовностi a =

(αk)
∞
k=1 ∈ KN розглянемо простiр lp(a) з ва-

гою a, що визначається рiвнiстю

lp(a) = {x ∈ KN : xa ∈ lp}.

Якщо αk ̸= 0 для кожного k, то вiдображе-
ння

Ta : lp(a) → lp, Tax = xa,

є алгебраїчним iзоморфiзмом, i формулою
∥x∥p,a = ∥ax∥p визначається норма на lp(a),
вiдносно якої lp(a) є банаховим простором, а
вiдображення Ta : lp(a) → lp – iзометрiєю.

Лема 3. Нехай a = (αk)
∞
k=1 i b = (βk)

∞
k=1

– числовi послiдовностi, для яких αk ̸= 0 i
βk ̸= 0 для кожного k. Тодi:

а). lp(a) ⊆ lp(b) тодi i тiльки тодi, коли
iснує така константа γ > 0, що

|βk| ≤ γ|αk|

для кожного k; при цьому тотожне вкла-
дення J : lp(a) ↪→ lp(b) неперервне;

б). Тотожне вкладення J : lp(a) ↪→ lp(b)
буде компактним тодi i тiльки тодi, коли

lim
k→∞

βk

αk

= 0.

Доведення. а). Припустимо, що iснує та-
ка константа γ > 0, що |βk| ≤ γ|αk| для ко-
жного номера k. Нехай x = (ξk)

∞
k=1 ∈ lp(a).

Тодi xa = (ξkαk)
∞
k=1 ∈ lp, тобто ряд

∞∑
k=1

|αkξk|p

збiгається. Оскiльки

|βkξk|p =
|βk|p

|αk|p
· |αkξk|p ≤ γp|αkξk|p
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для кожного k, то за першою ознакою по-

рiвняння ряд
∞∑
k=1

|βkξk|p збiгається, причому

∥x∥p,b = (
∞∑
k=1

|βkξk|p)
1
p ≤

≤ γ(
∞∑
k=1

|αkξk|p)
1
p = γ∥x∥p,a.

Це доводить, що x ∈ lp(b), отже, lp(a) ⊆ lp(b),
причому тотожне вкладення J : lp(a) ↪→
lp(b) неперервне.

Нехай, навпаки, lp(a) ⊆ lp(b), i J : lp(a) ↪→
lp(b) – тотожне вкладення. Легко перевiри-
ти, що лiнiйний оператор J має замкнений
графiк. Справдi, нехай xn = (ξn,k)

∞
k=1 ∈ lp(a),

x = (ξk)
∞
k=1 ∈ lp(a), y = (ηk)

∞
k=1 ∈ lp(b),

xn → x в lp(a) i yn = Jxn = xn → y в
lp(b). Доведемо, що y = Jx = x. Оскiльки
|ξn,k−ξk| = 1

|αk|
|αk(ξn,k−ξk)| ≤ 1

|αk|
∥xn−x∥p,a

i так само |ξn,k − ηk| ≤ 1
|βk|

∥xn − y∥p,b, то
ξn,k → ξk i ξn,k → ηk при n → ∞, отже,
ξk = ηk для кожного k, тобто y = x. За тео-
ремою про замкнений графiк [14, c. 148] опе-
ратор J буде неперервним, адже lp(a) i lp(b)
– це банаховi простори. Тому iснує така кон-
станта γ > 0, що ∥x∥p,b ≤ γ∥x∥p,a для кожно-
го x ∈ lp(a). Якщо взяти x = ek = (δk,j)

∞
j=1,

де δk,j – символ Кронекера, то ми отримаємо

|βk| = ∥ek∥p,b ≤ γ∥ek∥p,a = γ|αk|,

що i треба було довести.
б). Нехай lim

k→∞
βk

αk
= 0. Зрозумiло, що то-

дi iснує така константа γ > 0, що |βk| ≤
γ|αk| для кожного k, адже кожна збiжна
числова послiдовнiсть є обмеженою. Тому
lp(a) ⊆ lp(b) i тотожне вкладення J :
lp(a) ↪→ lp(b) – це лiнiйний неперервний опе-
ратор.Розглянемо послiдовнiсть скiнченно-
вимiрних операторiв Jn : lp(a) → lp(b), Jnx =
(ξ1, ξ2, ..., ξn, 0, 0, ...), де x = (ξk)

∞
k=1 ∈ lp(a).

Оскiльки

∥(J − Jn)x∥p,b = (
∞∑

k=n+1

|βk|p|αk|p)
1
p =

= (
∞∑

k=n+1

|βk

αk

|p|αkξk|p)
1
p ≤ sup

k>n
|βk

αk

|∥x∥p,a

для кожного x ∈ lp(a), то ∥Jn − J∥ ≤ γn =

sup
k>n

| βk

αk
|. А за умовою βk

αk
→ 0 при k → ∞,

отже, i γn → 0 при n → ∞, таким чином,
Jn → J у просторi L(lp(a), lp(b)) всiх лiнiй-
них неперервних операторiв з операторною
нормою. Оскiльки всi оператори Jn компа-
ктнi як скiнченновимiрнi, то таким буде i
оператор J [15, с. 332].

Припустимо, що βk

αk
̸→ 0 при k → ∞. То-

дi iснують ε > 0 i строго зростаюча послi-
довнiсть номерiв kj, такi, що | βk

αk
| ≥ ε для

кожного j. Розглянемо послiдовнiсть точок
xj =

1
|αkj

|ekj з простору lp(a). Оскiльки

∥xj∥p,a =
1

|αkj |
|αkj | = 1

для кожного j, то послiдовнiсть (xj)
∞
j=1 буде

обмежена в lp(a). Але для довiльних рiзних
номерiв i та j будемо мати

∥xi − xj∥p,b =
(∣∣∣∣ βki

αkj

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣βkj

αkj

∣∣∣∣p) 1
p

≥ 2
1
p ε.

Ця нерiвнiсть показує, що з послiдовностi
точок xj = Jxj у просторi lp(b) не можна
видiлити збiжної в lp(b) послiдовностi, бо та-
ка пiдпослiдовнiсть не буде фундаменталь-
ною. Таким чином, оператор вкладення J :
lp(a) ↪→ lp(b) не буде компактним. �

5. Ваговi простори Кете. Розглянемо
послiдовнiсть r = (rn)

∞
n=1, де rn = (ρn,k)

∞
k=1 i

ρn,k > 0 для довiльних номерiв n i k. Припу-
стимо, що всi послiдовностi

rn+1

rn
=

(
ρn+1,k

ρn,k

)∞

k=1

обмеженi. Тодi lp(rn) ⊆ lp(rn+1) для кожного
n, причому всi тотожнi вкладення lp(rn) ↪→
lp(rn+1) неперервнi. Тому ми можемо розгля-
нути простiр

lp[r] =
∞∪
n=1

lp(rn) = lim indlp(rn),

який називається ваговим простором Кете
з показником p. З леми 3б негайно випливає,
що коли lim

k→∞

ρn+1,k

ρn,k
= 0 для кожного n, то
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послiдовнiсть банахових просторiв lp(rn) бу-
де регулярною. Крiм того, ваговий простiр
lp[r] буде гаусдорфовим, адже його тополо-
гiя мажорує топологiю покоординатної збi-
жностi на lp[r], яка є гаусдорфовою. Таким
чином, якщо lim

k→∞

ρn+1,k

ρn,k
= 0 для кожного n,

то lp[r] – це супер-σ-метризовний простiр на
основi теореми 1. У випадку степеневих ваг
ρn,k = ρkn, де (ρn)

∞
n=1 – строго спадна послi-

довнiсть додатних чисел, яка прямує до чи-
сла R, ми будемо мати, що

lim
k→∞

ρn+1,k

ρn,k
= lim

k→∞

(
ρn+1

ρn

)k

= 0,

адже 0 < ρn+1

ρn
< 1 для кожного n. То-

му послiдовнiсть банахових просторiв lp(rn)
у цьому випадку є регулярною. Крiм того,
простiр lp[r] збiгається з простором AR всiх
послiдовностей тейлорiвських коефiцiєнтiв
аналiтичних у замкненому крузi |z| ≤ R
функцiй з його топологiєю. Отже, AR – це
супер-σ-метризовний простiр.

6. Застосування до нарiзно неперер-
вних вiдображень. З теореми 1 випливає,
що результати про неперервнiсть вiдобра-
жень зi значеннями в супер-σ-метризовних
просторах i сильно σ-метризовних просто-
рах (див. дисертацiю [6] i вказану там лi-
тературу та статтю [13]) можуть бути пере-
несенi на той випадок, коли простiр значень
– це гаусдорфова iндуктивна границя регу-
лярної послiдовностi нормованих просторiв,
зокрема, на простiр AR. Сформулюємо для
прикладу два такi результати.

Теорема 2. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – гаусдорфова iндуктивна гра-
ниця регулярної послiдовностi нормованих
просторiв i F : X → Y – неперервне знизу
компактнозначне вiдображення. Тодi мно-
жина тих точок з X, в яких F неперервне
зверху, є залишковою в X.

Теорема 3. Нехай X i Y – топологiчнi
простори, Z – гаусдорфова iндуктивна гра-
ниця регулярної послiдовностi нормованих
просторiв i f : X × Y → Z – нарiзно непе-
рервне вiдображення. Тодi:

а) якщо Y задовольняє першу аксiому
злiченностi, то для кожного y ∈ Y мно-

жина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} є
залишковою в X;

б) якщо Y – метризовний компакт, то
множина CY (f) = {x ∈ X : {x}×Y ⊆ C(f)}
залишкова в X.
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