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КРИТЕРIЙ РОЗЩЕПЛЕННЯ У ПРОСТОРI ПЕЛI - ВIНЕРА

Для задачi розщеплення двох функцiй у просторi Пелi - Вiнера W 1
σ знайдено критерiй

розв’язку. Показано, що за умови вiдсутностi коефiцiєнтiв Фур’є з вiд’ємними номерами роз-
щеплення iснує.

We found the criterion of solution for the decomposition problem in the Paley - Wiener space
W 1

σ . We obtain the sufficient condition for the splitting.

1. Вступ. Зображення математичних
об’єктiв у виглядi суми об’єктiв з простiши-
ми властивостями є одним з основних спосо-
бiв дослiдження у математицi. У теорiї ана-
лiтичних функцiй вiдомими є дослiдження
Р. С. Юлмухаметова [1], [2], Ю. I. Любар-
ського [3], I. Е. Чижикова [4], Т. I. Гiщак
[5] та одного з спiвавторiв [6] про зображен-
ня функцiональних просторiв у виглядi су-
ми чи добутку двох простiших.

2. Основнi поняття та позначення.
Ми позначаємо через W p

σ , σ > 0, простiр Пе-
лi - Вiнера, тобто простiр цiлих функцiй f
експоненцiального типу ≤ σ, що належать
Lp(R). Простiр W p

σ може бути визначений i
як простiр цiлих функцiй, що задовольня-
ють умову

sup
φ∈(0;2π)


+∞∫
0

|(freiφ)|pe−pσr| sinφ|dr


1/p

< +∞.

У дослiдженнях Б. В. Винницького та йо-
го учнiв виникла [7] задача про розщепле-
ння функцiй з простору Пелi - Вiнера W 1

σ

на суму двох функцiй, кожна з яких хара-
ктеризується тим, що її модуль є ”великим”
вiдповiдно у верхнiй та нижнiй пiвплощинi.

Т. I. Гiщак та один зi спiвавторiв розгля-
дали наступну задачу в [5].

Задача розщеплення. Чи для кожної
функцiї f ∈ W 1

σ можливий розклад f = χ+
µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в C+ =
{z : Rez > 0}, а також χ ∈ E1[C(0; π

2
)],

µ ∈ E1[C(−π
2
; 0)]?

Тут Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤

p < +∞, простiр аналiтичних функцiй f в
C(α; β) = {z : α < arg z < β} для яких

sup
α<φ<β


+∞∫
0

|f(reiφ)|dr

 < +∞.

Також всюди на ∂C(α; β) функцiї f ∈
Ep[C(α; β)] [8] мають кутовi граничнi зна-
чення i f ∈ Lp[C(α; β)].

Нижченаведенi твердження вiдiграють
фундаментальну роль в теорiї просторiв Пе-
лi - Вiнера [2].

Теорема Пелi - Вiнера. Простiр W 2
σ

збiгається з простором функцiй f , що зо-
бражаються як

f(z) =
1√
2π

σ∫
−σ

φ(it)eitzdt, φ ∈ L2(−iσ; iσ)

(1)

Для p = 1 аналогiчне твердження вста-
новлене Р. Боасом [9] та (в iншiй формi)
Г. З. Бером [10]. Також вiдомi аналоги для
випадкiв 1 < p < 2.

Теорема Бера. Простiр W 1
σ збiгається

з простором функцiй f , що зображаються
як (1), де

φ(t) =
+∞∑

k=−∞

cke
− ikπt

σ , (ck) ∈ l1 (2)

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)k+mck+m
k

1 + k2

∣∣∣∣∣ < +∞.
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В [5] запропоновано шукати розв’язок За-
дачi розщеплення у формi

χ(z) = χ1(z) + iχ2(−iz), (3)

де

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(it)eitzdt,

χ2(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

φ(it)eitzdt

i показано, що χ є розв’язком тодi i тiльки
тодi, коли виконуються умови

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m− i
2
− k)(m− i

2
− ik)

∣∣∣∣∣ < +∞,

(4)
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m+ i
2
+ ik)(m+ i

2
− k)

∣∣∣∣∣ < +∞.

(5)
3. Основна теорема. Метою нашої стат-

тi є доведення наступного твердження.
Теорема 1. Нехай f ∈ W 1

σ . Функцiя χ,
визначена рiвнiстю (3), є розв’язком Задачi
розщеплення тодi i тiльки тодi, коли вико-
нується умова

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[ 3m

2
]∑

k=[m
2
]

ck

m− i
2
− k

∣∣∣∣∣∣ < +∞, (6)

де коефiцiєнти ck визначенi в (2).
Наслiдок. Нехай f ∈ W 1

σ i ck = 0 для
всiх k > 0, де коефiцiєнти (ck) визначенi в
(2). Тодi χ є розв’язком Задачi розщеплен-
ня.

Доведення Теореми 1 випливає з лем 1-5.
Лема 1. Нехай f ∈ W 1

σ . Функцiя χ, ви-
значена рiвнiстю (3), є розв’язком Задачi
розщеплення тодi i тiльки тодi, коли ви-
конується умова

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[ 3xσ
2π

]∑
k=[xσ

2π
]

ck

x− π
σ
( i
2
+ k)

∣∣∣∣∣∣ dx < +∞, (7)

де коефiцiєнти ck визначенi в (2). Дове-
дення. Нехай виконується умова (6), тодi

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[ 3xσ
2π

]∑
k=[xσ

2π
]

ck

x− π
σ
( i
2
+ k)

∣∣∣∣∣∣ dx =

=
+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck

x+ π
σ
(m− i

2
− k)

−

−
[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck
π
σ
(m− i

2
− k)

+

+

[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck
π
σ
(m− i

2
− k)

∣∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∑
m=1

π
σ∫

0

θ(m; x)dx+

+
π

σ

∣∣∣∣∣∣
[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck
π
σ
(m− i

2
− k)

∣∣∣∣∣∣ ,
де

θ(m; x) =

∣∣∣∣∣∣
[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck

x+ π
σ
(m− i

2
− k)

−

− ck
π
σ
(m− i

2
− k)

∣∣∣∣ .
Покажемо, що

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

θ(m;x)dx < +∞, (8)

Оскiльки 1
x+π

σ
(m− i

2
−k) − 1

π
σ
(m− i

2
−k) =

−x
(x+π

σ
(m− i

2
−k))(π

σ
(m− i

2
−k)) , то

θ(m;x) ≤
[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

|ck|×

×
∣∣∣∣ −x
(x+ π

σ
(m− i

2
− k))(π

σ
(m− i

2
− k))

∣∣∣∣ =
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=

[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

|ck|
xσ

π
×

× 1√
(xσ
π
+m− k)2 + 1

4

√
(m− k)2 + 1

4

.

Тодi застосувавши теорему про середнє
отримаємо,

π
σ∫

0

θ(m;x)dx =
π

σ
×

×
[ 3α
2
+ 3m

2
]∑

k=[α
2
+m

2
]

α|ck|√
(α +m− k)2 + 1

4

√
(m− k)2 + 1

4

,

де α ∈ [0; 1]. Пiдставивши отриманий ре-
зультат у (8) змiнимо порядок сумування i
позначимо m′ = m− k, тодi

+∞∑
k=0

[2k+α
4
]−k∑

m=[ 2k
3
−α]−k

α|ck|√
(α +m′)2 + 1

4

√
m′2 + 1

4

≤

≤
+∞∑
k=0

[2k+α
4
]−k∑

m=[ 2k
3
−α]−k

|ck|√
(α +m′)2 + 1

4

√
m′2 + 1

4

≤

≤ β
+∞∑
k=0

[2k+α
4
]−k∑

m=[ 2k
3
−α]−k

|ck|
(1 +m′)2 + 1

4

< +∞,

де β > 0.
Нехай тепер виконується умова (7), тодi

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[ 3m

2
]∑

k=[m
2
]

ck
π
σ
(m− i

2
− k)

∣∣∣∣∣∣ =
=

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[ 3m

2
]∑

k=[m
2
]

ck
π
σ
(m− i

2
− k)

−

−

π
σ∫

0

[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck

x+ π
σ
(m− i

2
− k)

dx+

+

π
σ∫

0

[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck

x+ π
σ
(m− i

2
− k)

dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck
π
σ
(m− i

2
− k)

−

− ck

x+ π
σ
(m− i

2
− k)

∣∣∣∣ dx+
+

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[ 3xσ
2π

+ 3m
2

]∑
k=[xσ

2π
+m

2
]

ck

x+ π
σ
(m− i

2
− k)

∣∣∣∣∣∣ dx.
Як показано вище, виконується (8) незале-
жно вiд умови (6). Тому виконується (7).

Лема 2. Нехай f ∈ W 1
σ . То-

дi для коефiцiєнтiв у зображен-
нi (2) виконується нерiвнiсть
+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣ +∞∑
k=[ 3xσ

2π
]+1

ckk

(x−π
σ
( i
2
+k))(x−iπ

σ
( 1
2
+k))

∣∣∣∣∣ dx < +∞

Доведення. Розглянемо область визначе-
ння функцiї ckk

(x−π
σ
( i
2
+k))(x−iπ

σ
( 1
2
+k))

як функцiї
двох змiнних x та k. При цьому вважа-
тимемо, що ck = 0 при 0 ≤ k < [3xσ

2π
].

Тодi∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k=[ 3xσ
2π

]+1

ckk

(x− π
σ
( i
2
+ k))(x− iπ

σ
(1
2
+ k))

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

+∞∑
k=[ 3xσ

2π
]+1

∣∣∣∣ ckk

(x− π
σ
( i
2
+ k))(x− iπ

σ
(1
2
+ k))

∣∣∣∣
i, оскiльки, ряд рiвномiрно збiжний за озна-
кою Вейєрштраса, i беручи до уваги, що∣∣x− π

σ
( i
2
+ k)

∣∣ = √
(x− π

σ
k)2 + ( π

2σ
)2 = |x −

π
σ
k|, при x ≤ 2πk

3σ
отримаємо π

σ
k − x = π

3σ
k +

2π
3σ
k − x ≥ π

3σ
k + x − x = π

3σ
k = 3

5
π
3σ
k +

2
5
π
3σ
k ≥ 3

5
π
3σ
k + 1

5
x = 1

5
π
σ
k + 1

5
x = 1

5
(x + πk

σ
),

|x− iπ
σ
(1
2
+ k)| ≥ |x|+|π

σ
( 1
2
+k)|

2
≥ 1

2
(x + πk

σ
), по-

членно проiнтегруємо лiву частину нерiвно-
стi, яку слiд довести.

+∞∑
k=1

|ck|

2πk
3σ∫

π
σ

∣∣∣∣ k

(x− π
σ
( i
2
+ k))

×

× 1

(x− iπ
σ
(1
2
+ k))

∣∣∣∣ dx ≤
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≤
+∞∑
k=1

10|ck|

2πk
3σ∫

π
σ

k

(x+ πk
σ
)2
dx =

=
+∞∑
k=1

10k|ck|
(
−3σ

5π
+

σ
π
k
+ π

)
=

=
+∞∑
k=1

d2|ck| < +∞,

де 10(−3σ
5π

+ σ
π
k
+π

) ≤ d2, для деякої сталої
d2 ∈ R.

Лема 3. Нехай f ∈ W 1
σ . Тодi

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣ 0∑
k=−∞

ckk

(x−π
σ
( i
2
+k))(x−iπ

σ
( 1
2
+k))

∣∣∣∣ dx < +∞,

де коефiцiєнти ck визначенi в (2). Дове-
дення. Позначимо через M лiву частину
нерiвностi, яку потрiбно довести. Тодi

M ≤
+∞∫
π
σ

0∑
k=−∞

|ck|k√
(x− kπ

σ
)2 + ( π

2σ
)2
×

× 1√
x2 + (π

σ
(1
2
+ k))2

dx.

Проiнтегрувавши почленно за ознакою
Вейєрштраса, одержимо

M ≤
0∑

k=−∞

+∞∫
π
σ

|ck|k√
(x− kπ

σ
)2 + ( π

2σ
)2
×

× 1√
x2 + (π

σ
(1
2
+ k))2

dx ≤

≤
0∑

k=−∞

+∞∫
π
σ

|ck|k√
(x− kπ

2σ
)2
√
x2 + (π

σ
(1
2
+ k))2

dx.

Окiльки
√
x2 + (π

σ
(1
2
+ k))2 ≥ C

√
x2 + (πk

σ
)2,

для деякої сталої C > 0, що не залежить вiд
k та x ∈ [π

σ
; +∞] i 2xkπ

σ
≤ 0, то

M ≤ 1

C

0∑
k=−∞

+∞∫
π
σ

|ck|k√
x2 − 2xkπ

σ
+ (kπ

σ
)2
×

× dx√
x2 + (kπ

σ
)2

≤

≤ 1

C

0∑
k=−∞

+∞∫
π
σ

|ck|kdx√
x2 + (kπ

σ
)2
√
x2 + (kπ

σ
)2

=
1

C

0∑
k=−∞

|ck|
(
σ

2
− σ

π
arctan

1

k

)
< +∞.

Лема 4. Нехай f ∈ W 1
σ . Тодi

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣[
xσ
2π

]∑
k=0

ckk

(x−π
σ
( i
2
+k))(x−iπ

σ
( 1
2
+k))

∣∣∣∣∣ dx < +∞,

де коефiцiєнти ck визначенi в (2). До-
ведення. Покажемо, що

1∑
k=0

+∞∫
π
σ

|ck|kdx
|x− π

σ
( i
2
+ k)||x− iπ

σ
(1
2
+ k)|

< +∞

Справдi
+∞∫
π
σ

|c1|
|x− π

σ
( i
2
+ 1)||x− iπ

σ
(1
2
+ 1)|

dx ≤

≤

2π
σ∫

π
σ

|c1|
|x− π

σ
( i
2
+ 1)||x− iπ

σ
(1
2
+ 1)|

dx+

+

+∞∫
2π
σ

|c1|
|x− π

σ
( i
2
+ 1)||x− iπ

σ
(1
2
+ 1)|

dx.

Функцiя P (x) = 1
|x−π

σ
( i
2
+1)||x−iπ

σ
( 1
2
+1)| є непе-

рервною, тому
2π
σ∫

π
σ

P (x)dx < +∞.

Очевидно,
+∞∫
2π
σ

dx√
(x− π

σ
)2 + ( π

4σ
)2
√
x2 + (3π

2σ
)2

≤

≤
+∞∫
2π
σ

1

x(x− π
σ
)
dx < +∞
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Розглянемо
+∞∑
k=2

+∞∫
2kπ
σ

∣∣∣ ckk

(x−π
σ
( i
2
+k))(x−iπ

σ
( 1
2
+k))

∣∣∣ dx.
Зауваживши, що |x − π

σ
( i
2

+ k)| =√
(x− k π

σ
)2 + ( π

2σ
)2 ≥ |x − kπ

σ
| = x − kπ

σ
≥

x
2
+ x

2
− kπ

σ
≥ x

2
+ kπ

σ
− kπ

σ
= x

2
= x

3
+ x

6
≥

x
3
+ 2kπ

σ
1
6

= x
3
+ kπ

3σ
= 1

3
(x + kπ

σ
), та

|x − iπ
σ
(1
2
+ k)| ≥ |x|+|π

σ
( 1
2
+k)|

2
≥ 1

2
(|x| + π|k|

σ
),

отримаємо

+∞∑
k=2

+∞∫
2kπ
σ

∣∣∣∣ ckk

(x− π
σ
( i
2
+ k))(x− iπ

σ
(1
2
+ k))

∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∑
k=2

+∞∫
2kπ
σ

6k|ck|
(x+ kπ

σ
)2
dx =

+∞∑
k=2

(
− 6k|ck|
x+ kπ

σ

)∣∣∣∣∣
+∞

2kπ
σ

=
+∞∑
k=2

2|ck|
σ

π
< +∞

Лема 5. Нехай f ∈ W 1
σ , тодi

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[ 3xσ
2π

]+1∑
k=[xσ

2π
]

ck
x− iπ

σ
(1
2
+ k)

∣∣∣∣∣∣ dx < +∞, (9)

де коефiцiєнти ck визначенi в (2). Доведе-
ння. Почленно проiнтегруємо лiву частину
нерiвностi (9)

+∞∑
k=0

2kπ
σ∫

2kπ
3σ

|ck|
|x− iπ

σ
(1
2
+ k)|

dx =

=
+∞∑
k=0

2kπ
σ∫

2kπ
3σ

|ck|√
x2 + (π

σ
(1
2
+ k))2

dx =

=
+∞∑
k=0

|ck| ln
(
x+

√
x2 +

(
π
σ

(
1
2
+ k
))2)∣∣∣∣ 2kπσ

2kπ
3σ

=

=
+∞∑
k=0

|ck| ln
(

2kπ
σ

+
√(

2kπ
σ

)2
+
(
π
σ

(
1
2
+ k
))2)

−|ck| ln
(

2kπ
3σ

+
√(

2kπ
3σ

)2
+
(
π
σ

(
1
2
+ k
))2)

=

=
+∞∑
k=0

|ck| lnL(k),

де

L(k) =

2kπ
σ

+
√(

2kπ
σ

)2
+
(
π
σ

(
1
2
+ k
))2

2kπ
3σ

+
√(

2kπ
3σ

)2
+
(
π
σ

(
1
2
+ k
))2

Функцiя lnL(k), як неперервна на (0;+∞)
функцiя змiнної k є обмеженою, бо

lim
k→0

L(k) = 1, lim
k→+∞

L(k) =
2 +

√
5

2
3
+

√
13
3

.
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