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IНТЕРПОЛЯЦIЯ ГАРМОНIЗОВАНИХ ПРОЦЕСIВ ЗА
СПОСТЕРЕЖЕННЯМИ З ШУМОМ

Дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала Aint
T ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt, що залежить вiд невiдомих значень стохастичного процесу ξ(t) за спостереже-

ннями процесу ξ(t) + η(t) у моменти часу t ∈ R \ [0;T ], де ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно
незалежнi гармонiзованi α-стiйкi стохастичнi процеси. Встановленi формули для обчислення
величини похибки та спектральної характеристики оптимальної оцiнки функцiонала Aint

T ξ
за умови спектральної визначеностi коли вiдомi спектральнi щiльностi процесiв. У тому
випадку коли спектральнi щiльностi невiдомi, а вказанi лише класи допустимих щiльностей,
застосовано мiнiмаксний пiдхiд до задачi оцiнювання. Вказанi спiввiдношення, що визнача-
ють найменш сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмiкснi спектральнi характеристики
оцiнок для деяких класiв спектральних щiльностей.

The problem of optimal linear estimation of the functional Aint
T ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt that depends

on the unknown values of a harmonizable α−stable stochastic processes ξ(t) from observations
of the process ξ(t) + η(t) at points t ∈ R \ [0;T ], where ξ(t), t ∈ R and η(t), t ∈ R are mutually
independent harmonizable α−stable processes, is considered. Formulas for calculating the error
and the spectral characteristic of the optimal estimate of the functional Aint

T ξ are proposed
in the case of spectral certainty where spectral densities of the processes are exactly known.
Formulas that determine the least favorable spectral densities and the minimax (robust) spectral
characteristics are proposed in the case of spectral uncertainty for some classes of admissible
spectral densities.

Вступ

Задачi оцiнювання невiдомих значень про-
цесiв є важливою складовою теорiї стохасти-
чних процесiв. Ефективнi методи пошуку
оцiнок (iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiль-
трацiї) для стацiонарних стохастичних по-
слiдовностей та процесiв розробленi у робо-
тах A. М. Колмогорова [7], Н. Вiнера [26],
А. Яглома [27] – [29]. Задачi оцiнювання не-
вiдомих значень гармонiзованих стохасти-
чних послiдовностей та процесiв дослiджу-
вались у роботах А. Верона [25], М. Поу-
рахмадi [19], С. Камбанiса [1], С. Камбанi-
са та Е. Масрi [2], С. Камбанiса та Р. Сол-
танi [3], Й. Хосойа [5], С. Райпута та С.
Cундверга [20]. Запропонованi методи дослi-
джень ґрунтуються на припущеннi, що спе-
ктральнi щiльностi процесiв вiдомi. На пра-

ктицi, однак, спектральнi щiльностi проце-
сiв у бiльшостi випадкiв невiдомi. Щоб по-
долати таке ускладнення спочатку оцiню-
ють спектральнi щiльностi процесiв, а потiм
застосовують класичнi методи пошуку оцi-
нок. Проте такий пiдхiд може привезти до
значного росту величини похибки, як пока-
зали на конкретних прикладах К. Вастола
та Х. Пур [24]. Одним iз способiв подолан-
ня такого ускладнення це знаходження мi-
нiмаксних оцiнок, якi є оптимальними одно-
часно для всiх щiльностей iз деякого класу
допустимих спектральних щiльностей. Такi
оцiнки називаються мiнiмаксними, оскiльки
вони мiнiмiзують максимальне значення по-
хибки. Огляд результатiв з мiнiмаксних (ро-
бастних) методiв аналiзу даних зробили у
свiй час К. Кассам та Х. Пур [6]. У. Гре-
надер [4] першим запропонував мiнiмаксний
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пiдхiд до розв’язання задачi екстраполяцiї
стацiонарних стохастичних процесiв. У ро-
ботах М. Моклячука [11] – [14] дослiдже-
нi мiнiмакстнi(робастнi) оцiнки функцiона-
лiв вiд стацiонарних стохастичних послiдов-
ностей та процесiв. У книзi М. Моклячу-
ка та I. Голiченко [15] дослiдженi мiнiмак-
стнi(робастнi) оцiнки функцiоналiв вiд пе-
рiодично корельованих стохастичних послi-
довностей та процесiв. У книзi М. Моклячу-
ка та О. Масютки [16] наведенi результати
дослiджень мiнiмаксних оцiнкок функцiон-
плiв вiд стацiонарних векторнозначних сто-
хастичних послiдовностей та процесiв. У ро-
ботах М. Луза та М. Моклячука [8] – [10]
вивчаються мiнiмакснi(робастнi) оцiнки для
задач iнтерполяцiї, екстраполяцiї, фiльтра-
цiї для стохастичних процесiв iз стацiонар-
ними приростами. У статтях М. Моклячу-
ка та В. Остапенка [17], [18] дослiджую-
ться оцiнки невiдомих значень функцiона-
лiв вiд невiдомих значень гармонiзованих α-
стiйких послiдовностей.

У данiй роботi дослiджується задача
оптимального лiнiйного оцiнювання фун-

кцiонала AintT ξ =
T∫
0

a(t)ξ(t)dt, що залежить

вiд невiдомих значень гармонiзованого α-
стiйкого процесу ξ(t), t ∈ [0, T ], за спостере-
женнями процесу ξ(t) + η(t) у моменти часу
t ∈ R \ [0;T ], де ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R
– взаємно незалежнi гармонiзованi α-стiйкi
процеси. Задача дослiджується за умови
спектральної визначеностi коли вiдомi спе-
ктральнi щiльностi процесiв та за умови спе-
ктральної невизначеностi коли спектраль-
нi щiльностi процесiв невiдомi, проте за-
данi класи допустимих значень спектраль-
них щiльностей. У тому випадку коли спе-
ктральнi щiльностi процесiв вiдомi отриманi
формули для обчислення величини похиб-
ки та спектральної характеристики опти-
мальної оцiнки функцiонала AintT ξ. У ви-
падку спектральної невизначеностi знайде-
но спiввiдношення, що визначають найменш
сприятливi спекральнi щiльностi на мiнiма-
кснi спектральнi характеристики опрималь-
них оцiнок функцiоналiв для деяких класiв

допустимих спектральних щiльностей.

Гармонiзованi α-стiйкi процеси. Основ-
нi властивостi

Означення 1 (Симетрична α-стiйка
випадкова величина). Дiйсна випадкова ве-
личина ξ називається симетричною α-
стiйкою, SαS, якщо її характеристична
функцiя має вигляд Eexp(itξ) = exp(−c|t|α),
для деякого c ≥ 0, 0 < α ≤ 2.

Означення 2 (Симетричний
α-стiйкий стохастичний процес). Сто-
хастичний процес {ξ = ξ(t), t ∈ R}
називається симетричним α-стiйким,
якщо будь-якi скiнченновимiрнi розподiли
(ξ(t1), ξ(t2), . . . , ξ(td)), t1, t2, . . . , td ∈ R, d ≥ 1
мають симетричний α-стiйкий розподiл.

Коварiацiя SαS величин X = X1+ iX2 та
Y = Y1 + iY2 (1 < α ≤ 2) визначається за
формулою

[X, Y ]α =

∫
S4

(x1 + ix2)×

× (y1 + iy2)
<α−1>dΓX1,X2,Y1,Y2(x1, x2, y1, y2),

(1)

де z<β> = |z|β−1z̄, β > 0. Коварiацiя не є си-
метричною та не є лiнiйною за другим аргу-
ментом. Для сумiсно SαS розподiлених ви-
падкових величин ξ, ξ1, ξ2, η маємо:

[ξ(t1) + ξ(t2), η]α = [ξ(t1), η]α + [ξ(t2), η]α,

|[ξ, η]α| ≤ ||ξ||α||η||α−1
α (2)

де ||ξ||α = [ξ, ξ]
1/α
α є нормою у лiнiйному про-

сторi породженому SαS випадковими вели-
чинами, яка еквiвалентна збiжностi за ймо-
вiрнiстю. Зауважимо, що || · ||α може не спiв-
падати зi стандартною нормою в Lα.

Означення 3 (Гармонiзований си-
метричний α-стiйкий процес). Стохасти-
чний SaS-процес {ξ(t), t ∈ R} є гармонiзо-
ваним HSαS процесом, якщо iснує такий
SaS стохастичний процес Z = {Z(θ); θ ∈
(−∞,∞)} з незалежними приростами та
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скiнченою спектральною мiрою µ, що про-
цес {ξ(t), t ∈ R} допускає спектральне зо-
браження

ξ(t) =

∞∫
−∞

eitθdZ(θ), t ∈ R.

Коварiацiя процесу допускає спектральне
зображення

[ξ(t), ξ(s)]α =

∞∫
−∞

ei(t−s)θdµ(θ), t, s ∈ R.

Будемо вивчати гармонiзованi симетри-
чнi α-стiйкi процеси {ξ(t), t ∈ R} за умо-
ви 1 < α ≤ 2. Побудуємо спектральну мi-
ру SαS процесу iз незалежними прироста-
ми Z = {Z(θ) : −∞ < θ < ∞} у насту-
пний спосiб µ{(s, t]} = ∥Z(t) − Z(s)∥αα. Для
всiх f ∈ Lα(µ) можна визначити iнтеграл∫
f(θ)dZ(θ), що має такi властивостi [1]:∥∥∥∥∫ f(θ)dZ(θ)

∥∥∥∥α
α

=

∫
|f(θ)|αdµ(θ), (3)[∫

f(θ)dZ(θ),

∫
g(θ)dZ(θ)

]
α

=

=

∫
f(θ) (g(θ))<α−1> dµ(θ).

(4)

Для замкнутого лiнiйного пiдпростору
M ⊆ Lα(µ) та f ∈ Lα(µ) iснує єдиний еле-
мент з M, який мiнiмiзує вiдстань до f i
називається проекцiєю f на M або найкра-
щою апроксимацiєю f на M, що позначає-
ться PMf. Проекцiя PMf єдиним чином ви-
значається спiввiдношенням [23]∫
g(θ) (f(θ)− PMf(θ))

<α−1> dµ(θ) = 0, g ∈M.

(5)
Позначимо через H(ξ) замкнутий за нор-

мою || · ||α лiнiйний многовид, породжений
всiма значеннями процесу {ξ(t), t ∈ R}.

Для HSαS стохастичного процесу
{ξ(t), t ∈ R} i замкнутої пiдмножини
N ⊆ H(ξ) iснує єдиний елемент ξ̂(t) ∈ N,
який мiнiмiзує вiдстань до ξ(t) i визначає-
ться спiввiдношенням[

η, ξ(t)− ξ̂(t)
]
α
= 0, ∀η ∈ N. (6)

Iнтерполяцiя гармонiзованих процесiв.
Класичний пiдхiд

Розглянемо задачу оптимальної лiнiйної
оцiнки функцiонала

AintT ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt =

∞∫
−∞

AintT (θ)dZξ(θ),

AintT (θ) =

T∫
0

a(t)eitθdt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS
стохастичного процесу ξ(t), t ∈ [0;T ] за спо-
стереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R \
[0;T ], де ξ(t) та η(t) взаємно незалежнi
HSαS стохастичнi процеси.

Задачу вивчатимемо у тому випадку ко-
ли взаємно незалежнi HSαS стохастичнi
процеси ξ(t) та η(t) мають абсолютно не-
перервнi спектральнi мiри µ(θ) та ν(θ) вiд-
повiдно, та спектральнi щiльностi f(θ) > 0,
g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмаль-
ностi:

∞∫
−∞

|γ(θ)|
α

α−1

(f(θ) + g(θ))
1

α−1

dθ <∞ (7)

для деякої ненульової функцiї експо-

ненцiйного типу γ(θ) =
T∫
0

α(t)eitθdt,

∞∫
−∞

|γ(θ)|
α

α−1dθ <∞.

Позначимо через HT (ξ + η) замкнуту за
нормою || · ||α лiнiйну оболонку породже-
ну всiма значеннями випадкових величин
{ξ(t) + η(t); t ∈ R \ [0;T ]}.

Виходячи iз спiввiдношення iзоморфiзму
мiж H(ξ + η) та Lα(f + g) будемо шукати
оцiнку функцiонала у виглядi

ÂintT ξ =

∞∫
−∞

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (8)

Така оцiнка визначається спектральною ха-
рактеристикою h(θ), що належить пiдпро-
стору LTα(f+g) простору Lα(f+g), породже-
ному функцiями eitθ при t ∈ R \ [0;T ]. Спе-
ктральна характеристика h(θ) оптимальної
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оцiнки ÂintT ξ функцiонала AintT ξ мiнiмiзує
значення ||AintT ξ − ÂintT ξ||α.

Найкращим наближенням величини AintT ξ

у просторi HT (ξ+ η) є проекцiя ÂintT ξ на цей
простiр, що визначається наступним чином:

[ξ(t) + η(t), AintT ξ− ÂintT ξ]α = 0,∀t ∈ R \ [0;T ].

Iз зазначених мiркувань отримуємо такi
спiввiдношення, що визначають спектраль-
ну характеристику оптимальної оцiнки фун-
кцiонала

(AT (θ)− h(θ))<α−1> f(θ)−
− (h(θ))<α−1> g(θ) = Cint

T (θ),
(9)

C int
T (θ) =

T∫
0

c(t)eitθdt,

де c(t), t ∈ [0;T ]− невiдома функцiя, яка ви-
значається з умови

∞∫
−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t ∈ [0;T ]. (10)

Похибка оцiнки обчислюється за форму-
лою ∥∥∥ÂintT ξ − AintT ξ

∥∥∥α
α
=

=

∞∫
−∞

|AT (θ)− h(θ)|α f(θ)dθ+

+

∞∫
−∞

|h(θ)|α g(θ)dθ.

(11)

Отже, маємо наступну теорему

Теорема 1. Нехай ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R
взаємно незалежнi гармонiзованi α-стiйкi,
HSαS, стохастичнi процеси, якi мають
абсолютно неперервнi спектральнi мiри
µ(θ), ν(θ) та спектральнi щiльностi f(θ) >
0, g(θ) > 0 вiдповiдно, що задовольня-
ють умову мiнiмальностi (7). Оптималь-
на лiнiйна оцiнка ÂintT ξ функцiонала AintT ξ,
що залежить вiд невiдомих значень HSαS
процесу ξ(t) за спостереженнями процесу

ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ] обчислюється за
формулою (8). Спектральна характеристи-
ка h(θ) визначається iз рiвнянь (9), (10).
Похибка оцiнки обчислюється за формулою
(11).

Iнтерполяцiя гармонiзованих процесiв.
Спостереження без шуму

Дослiдимо задачу оптимальної лiнiйної
оцiнки функцiонала

AintT ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS
процесу ξ(t), t ∈ [0;T ] за спостереженнями
процесу ξ(t), t ∈ R \ [0;T ] без шуму.

Розглядатимемо HSαS процес iз абсолю-
тно неперервною спектральною мiрою µ(θ),
яка має спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що
задовольняє умову мiнiмальностi

∞∫
−∞

|γ(θ)|
α

α−1

(f(θ))
1

α−1

dθ <∞, (12)

для деякої ненульової функцiї експоненцi-
ального типу γ(θ).

Оптимальна оцiнка функцiонала має ви-
гляд

ÂintT ξ =

∞∫
−∞

h(θ)dZξ(θ). (13)

Спектральна характеристика h(θ) опти-
мальної оцiнки обчислюється за формулою

h(θ) = AT (θ)−
(
Cint
T (θ)

)< 1
α−1

>

(f(θ))
−1
α−1 ,

(14)

Cint
T (θ) =

T∫
0

c(t)eiθdθ,

де c(t), t ∈ [0;T ]− невiдома функцiя, що зна-
ходиться з умови

∞∫
−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t ∈ [0;T ]. (15)
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Похибка оцiнки обчислюється за формулою∥∥∥ÂintT ξ − AintT ξ
∥∥∥α
α
=

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣(Cint
T (θ)

)< 1
α−1

>

(f(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ.
(16)

Маємо наступну теорему

Теорема 2. Нехай гармонiзований
α−стiйкий, HSαS, стохастичний про-
цес ξ(t), t ∈ R має абсолютно неперервну
спектральну мiру µ(θ), яка має спектраль-
ну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє
умову мiнiмальностi (12). Оптимальна
лiнiйна оцiнка ÂintT ξ функцiонала AintT ξ, що
залежить вiд невiдомих значень HSαS -
процесу ξ(t), t ∈ [0;T ] за спостереженнями
процесу ξ(t), t ∈ R \ [0;T ] обчислюється
за формулою (13). Спектральна характе-
ристика h(θ) визначається рiвняннями
(14), (15). Похибка оцiнки обчислюється за
формулою (16).

Iнтерполяцiя гармонiзованих процесiв,
α = 2. Класичний пiдхiд

Розглянемо задачу у спецiальному випадку
α = 2. У цьому випадку взаємно незале-
жнi HSαS процеси ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R
є стацiонарними. Розглянемо задачу опти-
мальної лiнiйної оцiнки функцiонала AintT ξ,
що залежить вiд невiдомих значень HSαS
процесу ξ(t), t ∈ [0;T ] за спостереженнями
процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ].

Маємо, що спектральна характеристика
задовольняє спiввiдношення(
AintT (θ)− h(θ)

)<1>
f(θ)− (h(θ))<1> g(θ) =

Cint
T (θ), C int

T (θ) =

T∫
0

c(t)eitθdt.

Отже її можна обчислити за однiєю iз фор-
мул

h(θ) =
AintT (θ)f(θ)− Cint

T (θ)

f(θ) + g(θ)
, (17)

h(θ) = AintT (θ)− AintT (θ)g(θ) + C int
T (θ)

f(θ) + g(θ)
. (18)

Похибка оцiнки обчислюється за формулою∥∥∥ÂintT ξ − AintT ξ
∥∥∥2
2

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣AintT (θ)g(θ) + Cint
T (θ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 f(θ)dθ
+

∞∫
−∞

∣∣∣∣AintT (θ)f(θ)− Cint
T (θ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 g(θ)dθ
= ⟨BTc, c⟩+ ⟨RTa, a⟩,

(19)

c(t) =
(
B−1
T DTa

)
(t), 0 ≤ t ≤ T,

(BTc) (t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
1

f(θ) + g(θ)
dθdu,

(DTc) (t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
f(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdu,

(RTc) (t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
f(θ)g(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdu.

Теорема 3. Нехай ξ(t), t ∈ R та
η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гармонiзова-
нi α−стiйкi, HSαS, α = 2, стохастичнi
процеси, якi мають абсолютно неперервнi
спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) та спектральнi
щiльностi f(θ) > 0, g(θ) > 0, що задоволь-
няє умову мiнiмальностi (7). Оптималь-
на лiнiйна оцiнка ÂintT ξ функцiонала AintT ξ,
що залежить вiд невiдомих значень HSαS
процесу ξ(t) за спостереженнями процесу
ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ] обчислюється за
формулою (8). Спектральна характеристи-
ка h(θ) визначається iз рiвнянь (17), (18).
Похибка оцiнки обчислюється за формулою
(19).

Iнтерполяцiя гармонiзованих процесiв,
α = 2. Спостереження без шуму

Розглянемо задачу оптимальної лiнiйної
оцiнки функцiонала AintT ξ, що залежить вiд
невiдомих значень HSαS процесу ξ(t) за
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спостереженнями процесу ξ(t), t ∈ R \ [0;T ]
при α = 2. Спектральна характеристика
приймає наступний вигляд

h(θ) = AintT (θ)− Cint
T (θ) (f(θ))−1 ,

Cint
T (θ) =

T∫
0

c(t)eiθdθ.
(20)

Похибка оцiнки функцiонала обчислюється
за формулою∥∥∥ÂintT ξ − AintT ξ

∥∥∥2
2
=

=

∞∫
−∞

∣∣C int
T (θ) (f(θ))−1

∣∣2 f(θ)dθ, (21)

де c(t) визначається iз наступного рiвняння

∞∫
−∞

e−iθt
(
AintT (θ)− C int

T (θ) (f(θ))−1) dθ = 0,

t ∈ [0;T ],
(22)

c(t) =
(
B−1
T a
)
(t), 0 ≤ t ≤ T, (23)

(BTc)(t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

(f(t))−1 dtdu.

Отже маємо наступну теорему

Теорема 4. Нехай стацiонарний стоха-
стичний процес ξ(t), t ∈ R має абсолютно
неперервну спектральну мiру µ(θ), яка має
спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, α = 2,
що задовольняє умову мiнiмальностi (12).
Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂintT ξ функцiо-
нала AintT ξ, що залежить вiд невiдомих зна-
чень HSαS процесу ξ(t) за спостереження-
ми процесу ξ(t), t ∈ R \ [0;T ] обчислюється
за формулою (13). Спектральна характе-
ристика h(θ) має вигляд (20), де невiдома
функцiя c(t), t ∈ [0;T ], визначається рiвня-
нням (23). Похибка оцiнки обчислюється за
формулою (21).

Iнтерполяцiя гармонiзованих процесiв.
Мiнiмаксний пiдхiд

Величина похибки

∆(h(f, g); f, g) :=
∥∥∥ÂintT ξ − AintT ξ

∥∥∥α
α

та спектральна характеристика h(f, g) :=
h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiо-
нала AintT ξ обчислюються за вказаними фор-
мулами за умови, що нам вiдомi спектраль-
нi щiльностi f та g. Якщо ж щiльностi f
та g невiдомi, проте можна вказати класи
допустимих спектральних щiльностей D =
Df × Dg використаємо мiнiмаксний пiдхiд
до задачi оцiнювання функцiонала i знайде-
мо оцiнку, яка мiнiмiзує величину похибки
одночасно для всiх спектральних щiльно-
стей з даного класу D = Df ×Dg [13].

Означення 4. Для заданого класу спе-
ктральних щiльностей D = Df × Dg спе-
ктральнi щiльностi f0 ∈ Df , g0 ∈ Dg на-
зиваються найменш сприятливими в D =
Df ×Dg для оптимальної оцiнки ÂintT ξ фун-
кцiонала AintT ξ, якщо виконується наступне
спiввiдношення:

△(f0, g0) = △(h(f0, g0); f0, g0) =

= max
(f,g)∈D=Df×Dg

△(h(f, g); f, g). (24)

Означення 5. Для заданого класу
спектральних щiльностей D = Df × Dg

спектральна характеристика h0 = h(f0, g0)

оптимальної лiнiйної оцiнки ÂintT ξ функцiо-
нала AintT ξ називається мiнiмаксною (роба-
стною), якщо виконуються спiввiдношення

h0 ∈ HD =
∩

(f,g)∈Df×Dg

Lα(f + g),

min
h∈HD

max
(f,g)∈Df×Dg

△(h; f, g) = max
(f,g)∈D

(h0; f, g).

Найменш сприятливi щiльностi f0(θ),
g0(θ) та мiнiмаксна спектральна характери-
стика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову то-
чку функцiї ∆(h; f, g) на множинi HD ×D.
Нерiвностi сiдлової точки

∆(h; f0, g0) ≥ ∆
(
h0; f0, g0

)
≥ ∆

(
h0; f, g

)
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∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg

справджуються при умовi, що h0 = h(f0, g0)
i h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) - розв’язок задачi
на умовний екстремум

△̃(f, g) → inf, (f, g) ∈ D = Df ×Dg, (25)

△̃(f, g) = −△(h(f0, g0); f, g) =

− 1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

f(θ)dθ

− 1

2π

∞∫
−∞

∣∣h0(θ)∣∣α g(θ)dθ.
Зауважимо, що задача на умовний екс-

тремум еквiвалентна до задачi на безумов-
ний екстремум [20]

△̃D(f, g) = △̃(f, g) + δ(f, g|Df ×Dg) → inf,

де δ(f, g|Df × Dg) – iндикаторна функцiя
множини D. Розв’язок характеризується
умовою 0 ∈ ∂△̃D(f0, g0), де ∂△̃D(f0, g0)
- cубдиференцiал опуклого функцiонала
△̃(f0, g0) [21], [22].

Пiдсумуємо наведенi формули та означе-
ння у наступних лемах.

Лема 1. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R}
взаємно незалежнi гармонiзованi симетри-
чнi α-стiйкi стохастичнi процеси, якi ма-
ють абсолютно неперервнi спектральнi мi-
ри i спектральнi щiльностi f0(θ) > 0 та
g0(θ) > 0, що задовольняють умову мiнi-
мальностi (7). Нехай спектральнi щiльно-
стi (f0, g0) ∈ Df ×Dg є розв’язком екстра-
мальної задачi (25). Спектральнi щiльно-
стi (f0, g0) є найменш в класi Df×Dg i h0 =
h(f0, g0) є мiнiмаксною спектральною хара-
ктеристикою оптимальної лiнiйної оцiнки
ÂintT ξ функцiонала AintT ξ, що залежить вiд
невiдомих значень ξ(t), t ∈ [0;T ], процесу
ξ(t) за спостереженнями {ξ(t) + η(t), t ∈
R \ [0;T ]}, якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 2. Нехай {ξ(t), t ∈ R} гармонiзо-
ваний симетричний α-стiйкий стохасти-
чний процес, який має абсолютно неперерв-
ну спектральну мiру i спектральну щiль-

нiсть f0(θ) > 0, що задовольняє умовi мiнi-
мальностi (12). Нехай спектральна щiль-
нiсть f0 ∈ Df є розв’язком екстремальної
задачi

max
f∈Df

∆(h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (26)

∆(h(f0); f) =
1

2π

∥∥∥AintT ξ − ÂintT ξ
∥∥∥α
α
=

1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣(C0
T (θ)

)< 1
α−1

>

(f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ.
(27)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш спри-
ятливою в класi Df i h0 = h(f0) є мiнi-
максною спектральною характеристикою
оптимальної лiнiйної оцiнки ÂintT ξ функцiо-
нала AintT ξ, що залежить вiд невiдомих зна-
чень ξ(t), t ∈ [0;T ] процесу за спостережен-
нями {ξ(t), t ∈ R \ [0;T ]}, якщо h0 = h(f0) ∈
HD.

Лема 3. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈
R} взаємно незалежнi стацiонарнi проце-
си, що мають абсолютно неперервнi мiри
iз спектральними щiльностями f0(θ) > 0,
g0(θ) > 0 вiдповiдно, якi задовольняють
умову мiнiмальностi (7) при α = 2. Нехай
(f0, g0) ∈ Df × Dg розв’язок екстрамальної
задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

∆(h(f0, g0); f, g) =

= ∆(h(f0, g0); f0, g0) ,
(28)

∆(h(f0, g0); f, g) =
1

2π
×

∞∫
−∞

∣∣∣∣AintT (θ)g0(θ) +
T∫
0

((B0
T )

−1D0
Ta)(t)e

itθdt

∣∣∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

× f(θ)dθ +
1

2π
×

∞∫
−∞

∣∣∣∣AintT (θ)f0(θ)−
T∫
0

((B0
T )

−1D0
Ta)(t)e

itθdt

∣∣∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

× g(θ)dθ.
(29)
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Спектральнi щiльностi (f0, g0) є найменш
сприятливими в класi Df × Dg i h0 =
h(f0, g0) є мiнiмаксною спектральною ха-
рактеристикою оптимальної лiнiйної оцiн-
ки ÂintT ξ функцiонала AintT ξ, що залежить
вiд невiдомих значень ξ(t), t ∈ [0;T ] проце-
су ξ(t) за спостереженнями {ξ(t) + η(t), t ∈
R \ [0;T ]}, якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 4. Нехай {ξ(t), t ∈ R} стацiонарний
випадковий процес, що має абсолютно не-
перервну спектральну мiру та спектральну
щiльнiсть f0(θ) > 0, що задовольняє умо-
вi мiнiмальностi (12) при α = 2. Нехай
f0 ∈ Df - розв’язок екстрамальної задачi

max
f∈Df

∆(h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (30)

∆(h(f0); f) =

1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

((B0
T )

−1a)(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣
2

f−2
0 (θ)f(θ)dθ.

(31)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш спри-
ятливою в класi Df та h0 = h(f0) є спе-
ктральною характеристикою оптимальної
оцiнки Âξ функцiонала Aξ, що залежить
вiд невiдомих значень ξ(t), t ∈ [0;T ] проце-
су за спостереженнями {ξ(t), t ∈ R \ [0;T ]}
якщо h0 = h(f0) ∈ HD.

Найменш сприятливi спектральнi
щiльностi в класi Dv

u ×Dϵ

Розглянемо задачу для класу Dv
u ×Dϵ.

Dv
u =
{
f(θ)|v(θ) ≤ f(θ ≤ u(θ)),

1

2π

∞∫
−∞

f(λ) = P1

}
,

Dϵ =
{
g(θ)|g(θ) = (1− ϵ)g1(θ) + ϵω(θ),

1

2π

∞∫
−∞

g(λ) = P2

}
,

де спектральнi щiльностi v(θ), u(θ), g1(θ) вi-
домi та фiксованi, а щiльностi v(θ), u(θ)
обмеженi.

Нехай f0(θ) ∈ Dv
u, g0(θ) ∈ Dϵ. Припусти-

мо, що функцiї

hf (f0, g0) =

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

, (32)

hg(f0, g0) =
∣∣h0(θ)∣∣α (33)

обмеженi. За таких умов функцiонал

△̃(f, g) = − 1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

×

× f(θ)dθ − 1

2π

∞∫
−∞

∣∣h0(θ)∣∣α g(θ)dθ
обмежений у просторi L1 × L1.

Iз умови 0 ∈ ∂△D(f0, g0), D = Dv
u × Dϵ,

отримуємо, що найменш сприятливi щiльно-
стi задовольняють рiвняння∣∣∣∣∣∣

T∫
0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

=

= (f0(θ) + g0(θ))(γ1(θ) + γ2(θ) + α−1
1 )

(34)

∣∣h0(θ)∣∣α = (f0(θ) + g0(θ))(ϕ(θ) + α−1
2 ), (35)

де γ1(θ) ≥ 0, γ1(θ) = 0, якщо f0(θ) ≥ v(θ);
γ2(θ) ≤ 0, γ2(θ) = 0, якщо f0(θ) ≤ u(θ);
ϕ(θ) ≤ 0, ϕ(θ) = 0, якщо g0(θ) ≥ (1− ϵ)g1(θ).

Теорема 5. Нехай f0(θ) ∈ D0
f , g0(θ) ∈ D0

g

задовольняють умову мiнiмальностi (7).
Нехай функцiї hf , hg, що визначенi за фор-
мулами (32), (33) обмеженi. Спектральнi
щiльностi f0(θ), g0(θ) найменш сприятли-
вi в класi D = Dv

u × Dϵ для оптималь-
ної iнтерполяцiї функцiонала AintT ξ, якщо
f0(θ), g0(θ) є розв’язком рiвнянь (34), (35)
та визначають розв’язок екстремальної
задачi (25). Спектральна характеристика
h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки ÂintT ξ
функцiонала AintT ξ визначається рiвняння-
ми (9), (10).
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Найменш сприятливi спектральнi
щiльностi в класi Dβ. Спостереження
без шуму

Розглянемо задачу для множини спектраль-
них щiльностей

Dβ =

f(θ) :
∞∫

−∞

(f(λ))β dλ = γ

 ,

де β− деяке фiксоване дiйсне число,

β ̸= −1

α− 1
, β ̸= 1.

Скористаємося методом невизначених мно-
жникiв Лагранжа. Матимемо∣∣∣C0int

T (θ)
∣∣∣ α
α−1

(f0(θ))
−α
α−1 = λ (f0(θ))

β−1 .

Отже найменш сприятлива щiльнiсть має
вигляд

f0(θ) = λ
α−1

−α−(α−1)(β−1)

∣∣∣C0int
T (θ)

∣∣∣ −α
−α−(α−1)(β−1)

.

(36)

Теорема 6. Нехай спектральна щiльнiсть
f0 ∈ Dβ задовольняє умову мiнiмально-
стi (12) при α = 2. Найменш сприятли-
вою щiльнiстю в класi Dβ для оптимальної
лiнiйної оцiнки функцiонала AintT ξ є щiль-
нiсть (36) яка визначає розв’язок екстре-
мальної задачi (26). Спектральна характе-
ристика h(f0) оптимальної лiнiйної оцiн-
ки ÂintT ξ функцiонала AintT ξ визначається iз
спiввiдношень (14) та (15).

Найменш сприятливi спектральнi
щiльностi в класi D0

f ×D0
g. Стацiонарнi

процеси

Розглянемо задачу для класу D0
f ×D0

g .

D0
f = {f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ ≤ P1},

D0
g = {g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

g(λ)dλ ≤ P2}.

Припустимо, що функцiї

hf (f0, g0) =∣∣∣∣A(eiθ)g0(θ) + T∫
0

((B0
T )

−1D0
Ta) (t)e

itθdt

∣∣∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

,

(37)

hg(f0, g0) =∣∣∣∣A(eiθ)f0(θ)− T∫
0

((B0
T )

−1D0
Ta) (t)e

itθdt

∣∣∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

,

(38)

обмеженi.
Iз умови 0 ∈ ∂△D(f0, g0), D = D0

f × D0
g ,

отримуємо, що найменш сприятливi щiльно-
стi задовольняють рiвняння∣∣∣∣∣∣A(θ)g0(θ) +

T∫
0

(
(B0

T )
−1D0

Ta
)
(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣ =
= α1(f0(θ) + g0(θ)),

(39)∣∣∣∣∣∣A(θ)f0(θ)−
T∫

0

(
(B0

T )
−1D0

Ta
)
(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣ =
= α2(f0(θ) + g0(θ)),

(40)

де α1 ≥ 0, α2 ≥ 0. Зауважимо, що α1 ̸= 0,
якщо

1

2π

∞∫
−∞

f0(θ)dθ = P1,

a також α2 ̸= 0, якщо

1

2π

∞∫
−∞

g0(θ)dθ = P2.

Теорема 7. Нехай f0(θ) ∈ D2ϵ1 , g0(θ) ∈
D1ϵ2 задовольняють умову мiнiмальностi
(7). Нехай функцiї hf , hg, що визначенi рiв-
няннями (37), (38) обмеженi. Спектральнi
щiльностi f0(θ), g0(θ) найменш сприятли-
вi в класi D = D0

f × D0
g для оптималь-

ної iнтерполяцiї функцiонала AintT ξ, якщо
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f0(θ), g0(θ) є розв’язком системи рiвнянь
(39), (40) та визначають розв’язок розв’я-
зок екстремальної задачi (28). Спектраль-
на характеристика h(f0, g0) оптимальної
лiнiйної оцiнки ÂintT ξ функцiонала AintT ξ ви-
значається рiвнянням (18).

Найменш сприятливi спектральнi
щiльностi в класi D2ϵ1. Спостереження
без шуму

Розглянемо задачу для класу D2ϵ1 .

D2ϵ1 = {f(θ)| 1
2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2dλ ≤ ϵ1},

Iз умови 0 ∈ ∂△D(f0), D = D2ϵ1 , отримуємо,
що найменш сприятливi щiльностi задоволь-
няють рiвняння

|C0
T (θ)|2 = α1f

2
0 (θ) (f0(θ)− f1(θ)) . (41)

Теорема 8. Нехай спектральна щiльнiсть
f0 ∈ D2ϵ1 задовольняє умову мiнiмально-
стi (12) при α = 2. Найменш сприятливою
щiльнiстю в класi D2ϵ1 для оптимальної
лiнiйної оцiнки функцiонала AintT ξ є щiль-
нiсть, що задовольняє рiвняння (41) та ви-
значає розв’язок екстремальної задачi (30).
Мiнiмаксна спектральна характеристика
h(f0) визначається рiвнянням (20).

Висновки

У данiй роботi запропонованi методи по-
шуку оцiнок функцiоналiв вiд невiдомих
значень гармонiзованих α - стiйких процесiв
ξ(t) за спостереженнями процесiв ξ(t) + η(t)
у точках t ∈ R \ [0;T ], де ξ(t), t ∈ R та
η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гармонiзованi
α - стiйкi стохастичнi процеси. Встановленi
формули для обчислення величини похибки
та спектральної характеристики оптималь-
ної оцiнки функцiонала AintT ξ за умови
спектральної визначеностi. У тому випадку
коли спектральнi щiльностi невизначенi, а
заданi лише класи допустимих щiльностей,
вказанi спiввiдношення, що визначають
найменш сприятливi спектральнi щiльностi
та мiнiмiкснi спектральнi характеристики

оцiнок для деяких класiв спектральних
щiльностей.
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