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IМПУЛЬСНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ З ВИРОДЖЕНИМ ЯДРОМ. НЕКРИТИЧНИЙ ВИПАДОК

Розглянуто iмпульсну крайову задачу для системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь з ви-
родженим ядром. Встановлено умову iснування єдиного розв’язку.

The impulse boundary-value problem for a system of integro-differential equations with a
degenerate kernel is considered. A condition for the existence of a single solution is established.

1. Постановка задачi. Систематичне
вивчення математичних проблем теорiї ди-
ференцiальних систем з iмпульсним впли-
вом розпочалося у роботах А.Д. Мишкi-
са, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка [1],
А. Халаная, Д. Векслера [2]. У подальшо-
му iдеї, закладенi у даних роботах отри-
мали свiй розвиток i узагальнення у бага-
точисленних публiкацiях М.В. Азбелєва [3],
В.П. Максимова, О.В. Анохiна, О.А. Бой-
чука [4,5], Є.О. Гребенiкова, Ю.А. Рябова.
Стало зрозумiло, що теорiю крайових задач
для диференцiальних систем з iмпульсним
впливом можна розвивати, отримуючи при
цьому оригiнальнi результати, як, напри-
клад, для iнтегро-диференцiальних систем з
iмпульсним впливом [6–9] з використанням
теорiї псевдообернених матриць (за Муром-
Пенроузом) та апарату ортопроекторiв. Та-
кий напрямок в теорiї крайових задач для
iнтегро-диференцiальних систем з iмпуль-
сним впливом i буде предметом дослiдження
у данiй роботi. Розглянемо iмпульсну зада-
чу для систем iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь з виродженим ядром

ẋ(t)−Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t),

(1)
∆Eix|t=τi := Six(τi − 0) + γi, (2)

t ̸= τi, t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., p,

ℓx(·) = α. (3)

Будемо використовувати припущен-
ня i позначення з [4, 6–9], де: A(t), B(t),
Φ(t) — (m × n), (m × n), (n × m)-вимiрнi
матрицi, компоненти яких належать
простору L2[a, b]; вектор-стовпцi мат-
рицi Φ(t) — лiнiйно-незалежнi на [a, b],
f(t) — n-вимiрна вектор-функцiя з L2[a, b];
Ei, Si — (ki × n)-вимiрнi матрицi, γi —
ki-вимiрний вектор стовпець сталих,
rank(Ei + Si) = ki (i = 1, 2, ..., p), тобто
розв’язок iмпульсної системи (1), (2), визна-
чається однозначним продовженням через
точки розриву:

∆Eix|t=τi = Ei
(
x(τi + 0)− x(τi − 0)

)
; (4)

ℓ = col(ℓ1, ℓ2, ..., ℓq) — лiнiйний обмежа-
ний q-вимiрний векторний функцiонал, α =
col(α1, α2, ..., αq) ∈ Rq.

Розв’язок x(t) крайової задачi (1)–(3) шу-
каємо у просторi D2([a, b] \ {τi}I) — простiр
n-вимiрних функцiй, якi допускають розри-
ви першого роду в точках τ1, τ2, ..., τp ∈ (a, b)
i якi абсолютно неперервнi на кожному iз
промiжкiв [a, τ1), [τ1, τ2), ..., [τp, b]. Такi функ-
цiї x(t) ∈ D2([a, b] \ {τi}I) допускають зобра-
ження:

x(t) =

t∫
a

ẋ(s)ds+ x(a)

+

p∑
i=1

χ[τi,b](t)∆x(τi), (5)
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де ∆x(τi) = x(τi) − x(τi − 0), χ[τi,b](t) — ха-
рактеристична функцiя промiжка [τi, b] [3].
Норми у вiдповiдних просторах задаються
наступним чином

∥x∥D2([a,b]\{τi}I) = ∥ẋ∥L2[a,b]+

+ |x(a)|Rn + ∥
p∑
i=1

χ[τi,b](t)∆x(τi)∥Rn ,

∥x∥L2[a,b] =

( b∫
a

n∑
i=1

| xi(t) |2 dt

)1/2

, t ∈ [a, b].

Отже, розв’язок iмпульсної крайової за-
дачi (1)–(3) шукаємо у наступному класi
вектор-функцiй:

x(t) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(t) ∈ L2[a, b],

t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, ..., p.

Розглядаючи iмпульс у виглядi (2),
ми припускаємо, що вiн задається не
по всiх компонентах вектор-функцiї
x(t) = col(x1(t), x2(t), ..., xn(t)), а тiльки
по її частинах [8, 9]. Таким чином, можна
розглядати випадок, коли перший iмпульс
задається лише по першiй компонентi,
другий — лише по другiй i т.д., n-ий iм-
пульс — по n-iй компонентi вектор-функцiї
x(t). Або, наприклад, у точках τj ∈ (a, b)
вектор-функцiя x(t) може взагалi не мати
iмпульсу, а у точках τi ∈ (a, b), i ̸= j,
може мати iмпульси по z-тих (z = 1, 2, ..., n)
компонентах вектор-функцiя x(t).

2. Основний результат. Дотримуючись
ранiше введеної [5] класифiкацiї крайових
задач, нагадаємо наступне
Означення. Крайовi задачi з iмпульсним
впливом (1)–(3), для яких вiдповiднi їм лi-
нiйнi однорiднi крайовi задачi

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = 0,

(6)
∆Eix|t=τi − Six(τi − 0) = 0, (7)

t ̸= τi, t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., p,

ℓx(·) = 0 (8)

не мають (мають) нетривiальнi розв’яз-
ки, називаються некритичними (кри-
тичними).

Таким чином, випадки крайових задач,
для яких виконується одна iз умов rankQ =
k+ q або rankQ < k+ q є, вiдповiдно, некри-
тичним або критичним [5], деQ— (k+q)×r1-
вимiрна матриця [6], отримана пiдстанов-
кою у крайову умову нормальної фундамен-
тальної матрицi X(t) = X(t, a), X(a) = E
системи з iмпульсним впливом

Q = ℓX(·).

Тут k := k1 + k2 + ... + kp. Коли розгляда-
ємо некритичний випадок, тобто rankQ =
n2 = k + q, то rankPQ = k + q − rankQ = 0,
отже PQ = 0, а це доводить справедливiсть
наступного твердження.

Теорема (Некритичний випадок).
Якщо rankQ = n2 = k + q, то однорiдна
iмпульсна крайова задача (6)–(8) має лише
тривiальний розв’язок.

Неоднорiдна iмпульсна крайова задача
(1)–(3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли
f(t) ∈ L2[a, b], γi ∈ Rki , α ∈ Rq задоволь-
няють умову

PD∗
d1
b̃ = 0, PQ∗

d

{
δ − LF (·)

}
= 0, (9)

де d1 = m − n1, d = k + q − r1, r1 = m +
n − n1, n1 = rankD i при цьому має єдиний
розв’язок

x(t) = Ψ0(t)PDr1Q
+
(
δ−LF (·)

)
+F (t), (10)

визначених у класi вектор-функцiй

x(t) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(t) ∈ L2[a, b],

t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, ..., p.

Автори висловлюють подяку член-
кореспонденту НАН України, проф.
О.А. Бойчуку за постановку задачi та
увагу до роботи.

Робота пiдтримана Грантом НАН Украї-
ни для молодих вчених на 2017 р.
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