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НАПIВГРУПА ЧАСТКОВИХ КОСКIНЧЕННИХ IЗОМЕТРIЙ
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Вивчається напiвгрупа IN∞ усiх часткових коскiнченних iзометрiй множини натуральних
чисел. Ми описуємо вiдношення Ґрiна на напiвгрупi IN∞, її в’язку та доводимо, що IN∞ —
проста E-унiтарна F -iнверсна напiвгрупа. Описана найменша групова конгруенцiя Cmg на
напiвгрупi IN∞ та доведено, що фактор-напiвгрупа IN∞/Cmg iзоморфна адитивнiй групi цi-
лих чисел. Наведено приклад конгруенцiї на напiвгрупi IN∞, яка не є груповою. Також
доведено, що конгруенцiя на IN∞ є груповою тодi i лише тодi, коли її звуження на довiльну
пiднапiгрупу S в IN∞, яка iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi, є груповою конгруенцiєю на S.

Ключовi слова: iнверсна напiвгрупа, вiдношення Ґрiна, часткове перетворення, часткова
бiєкцiя, iзометрiя, бiциклiчна напiвгрупа, конгруенцiя.

The semigroup IN∞ of all partial co-finite isometries of positive integers is studied. We describe
Green’s relations on the semigroup IN∞, its band and proved that IN∞ is a simple E-unitary F -
inverse semigroup. We described the least group congruence Cmg on IN∞ and proved that the
quotient-semigroup IN∞/Cmg is isomorphic to the additive group of integers. An example of a
non-group congruence on the semigroup IN∞ is presented. Also we proved that a congruence on
the semigroup IN∞ is a group congruence if and only if its restriction onto an isomorphic copy of
the bicyclic semigroup in IN∞ is a group congruence.

Keywords: inverse semigroup, Green relations, partial transformation, partial bijection,
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У данiй працi ми користуватимемося тер-
мiнологiєю з [7, 9, 11]. Надалi у текстi мно-
жину натуральних чисел позначатимемо че-
рез N.

Якщо визначене часткове вiдображення
α : X ⇀ Y з множини X у множину Y ,
то через domα i ranα будемо позначати йо-
го область визначення та область значень,
вiдповiдно, а через (x)α та (A)α — образи
елемента x ∈ domα та пiдмножини A ⊆
domα при частковому вiдображеннi α, вiд-
повiдно. Часткове вiдображення α : X ⇀ Y
називається ко-скiнченним, якщо множини
X \ domα та Y \ ranα є скiнченними.

Через Iλ позначимо множину усiх
часткових взаємно однозначних пе-
ретворень множини X потужностi λ
разом з такою напiвгруповою опе-
рацiєю: (x)(αβ) = ((x)α)β, якщо
x ∈ dom(αβ) = {y ∈ domα : (y)α ∈ dom β},
для α, β ∈ Iλ. Напiвгрупа Iλ називається
симеричним iнверсним моноїдом (або си-
метричною iнверсною напiвгрупою) над

множиною X (див [7, §1.9]. Симетри-
чна iнверсна напiвгрупа вперше введена
В.В. Вагнером у працi [2] i вона вiдiграє
дуже важливу роль в алгебраїчнiй теорiї
напiвгруп.

Рефлексивне, антисиметричне та транзи-
тивне вiдношення на множинi X називаєть-
ся частковим порядком на X. Множина X
iз заданим на нiй частковим порядком 6 на-
зивається частково впорядкованою множи-
ною i позначається (X,6).

Елемент x частково впорядкованої мно-
жини (X,6) називається найбiльшим (най-
меншим) в (X,6), якщо y 6 x (x 6 y) для
всiх y ∈ X.

У випадку, якщо (X,6) — частково впо-
рядкована множина й x 6 y, для деяких
x, y ∈ X, то будемо говорити, що елемен-
ти x i y є порiвняльними в (X,6). Якщо
ж для елементiв x, y частково впорядкова-
ної множини (X,6) не виконується жодне з
вiдношень x 6 y або y 6 x, то говоритиме-
мо, що елементи x i y є непорiвняльними в
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(X,6). Частковий порядок 6 на X назива-
ється лiнiйним, якщо довiльнi два елементи
в (X,6) є порiвняльними. У цьому випад-
ку ми будемо говорити, що (X,6) є лiнiйно
впорядкованою множиною або ланцюгом.

Вiдображення h : X → Y з частково впо-
рядкованої множини (X,6) в частково впо-
рядковану множину (Y,6) називається мо-
нотонним, якщо з x 6 y випливає (x)h 6
(y)h. Монотонне бiєктивне вiдображення
h : (X,6) → (Y,6) частково впорядкова-
них множин, обернене до якого є моно-
тонним, називається порядковим iзоморфiз-
мом. Лiнiйно впорядкована множина, яка
порядково iзоморфна (N,>) називається ω-
ланцюгом.

Якщо S — напiвгрупа, то її пiдмножина
iдемпотентiв позначається через E(S). На-
пiвгрупа S називається iнверсною, якщо для
довiльного її елемента x iснує єдиний еле-
мент x−1 ∈ S такий, що xx−1x = x та
x−1xx−1 = x−1 [2]. В iнверснiй напiвгру-
пi S вище означений елемент x−1 назива-
ється iнверсним до x. В’язка — це напiв-
група iдемпотентiв, а напiвгратка — це ко-
мутативна в’язка. Надалi через (P∞(X),∪)
позначатимемо вiльну напiвгратку з одини-
цею над непорожньою множиною X, тобто
множину усiх скiнченних (включно з порож-
ньою) пiдмножин множини X з операцiєю
“об’єднання”.

Якщо S — напiвгрупа, то ми позначати-
мемо вiдношення Ґрiна на S через R, L ,
D , H i J (див. означення в [7, §2.1]. На-
пiвгрупа S називається простою, якщо S не
мiстить власних двобiчних iдеалiв, тобто S
складається з одного J -класу.

Вiдношення еквiвалентностi K на напiв-
групi S називається конгруенцiєю, якщо для
елементiв a та b напiвгрупи S з того, що
виконується умова (a, b) ∈ K випливає, що
(ca, cb), (ad, bd) ∈ K, для всiх c, d ∈ S. Вiдно-
шення (a, b) ∈ K ми також будемо записува-
ти aKb, i в цьому випадку будемо говорити,
що елементи a i b є K-еквiвалентними.

Якщо S — напiвгрупа, то на E(S) визна-
чено частковий порядок: e 4 f тодi i ли-
ше тодi, коли ef = fe = e. Так означе-
ний частковий порядок на E(S) називається

природним.
Означимо вiдношення 4 на iнверснiй на-

пiвгрупi S так: s 4 t тодi i лише тодi, ко-
ли s = te. для деякого iдемпотента e ∈ S.
Так означений частковий порядок назива-
ється природним частковим порядком на iн-
верснiй напiвгрупi S [9]. Очевидно, що зву-
ження природного часткового порядку 4 на
iнверснiй напiвгрупi S на її в’язку E(S) є
природним частковим порядком на E(S).

Часткове перетворення α : (X, d) ⇀
(X, d) метричного простору (X, d) назива-
ється iзометричним або частковою iзоме-
трiєю, якщо d(xα, yα) = d(x, y) для довiль-
них x, y ∈ (X, d). Очевидно, що композицiя
двох часткових iзометрiй метричного прос-
тору (X, d) є знову частковою iзометрiєю, а
також, що обернене часткове вiдображення
до часткової iзометрiї є частковою iзометрi-
єю. Таким чином, частковi iзометрiї метри-
чного простору (X, d) стосовно операцiї ком-
позицiї спсткових перетворень є iнверсним
пiдмоноїдом симетричного iнверсного моно-
їда над множиною X.

Напiвгрупа ID∞ усiх часткових коскiн-
ченних iзометрiй множини цiлих чисел Z
означена в працi Безущак [6], де описанi її
твiрнi та доведено, що вона має експонен-
цiальний рiст. Зауважимо, що напiвгрупа
ID∞ є iнверсною i є, очевидно, пiднапiвгру-
пою напiвгрупи всiх часткових коскiнченних
бiєкцiй множини цiлих чисел Z, а елементи
напiвгрупи ID∞ — це саме звуження iзоме-
трiй множини цiлих чисел Z на коскiнченнi
пiдмножини в розумiннi Лоусона (див. [9, c.
9]. У працi [1] описанi вiдношення Ґрiна та
головнi iдеали напiвгрупи ID∞. У [3] дове-
дено, що фактор-напiвгрупа ID∞/Cmg за мi-
нiмальною груповою конгруенцiєю Cmg iзо-
морфна групi Iso(Z) усiх iзометрiй множини
Z, напiвгрупа ID∞ є F -iнверсною напiвгру-
пою, а також, що напiвгрупа ID∞ iзомор-
фна напiвпрямому добутку Iso(Z)nhP∞(Z)
вiльної напiвгратки з одиницею (P∞(Z),∪)
групою Iso(Z). Також, у [3] дослiджува-
лась топологiзацiя напiвгрупи ID∞ та зада-
ча iзоморфного занурення дискретної напiв-
групи ID∞ у гаусдорфовi топологiчнi напiв-
групи близькi до компактних.
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Нехай IN∞ — множина усiх часткових ко-
скiнченних iзометрiй множини натуральних
чисел N зi звичайною метрикою d(n,m) =
|n − m|, n,m ∈ N. Оскiльки множина
IN∞ замкнена стосовно операцiї композицiї
часткових вiдображень та взяття обернено-
го часткового вiдображення, то IN∞ — iн-
версний пiдмоноїд симетричного iнверсно-
го моноїда Iω. Через I позначатимемо то-
тожне вiдображення множини натуральних
чисел N. Очевидно, що I — одиниця моноїда
IN∞.

У цiй працi ми дослiджуємо алгебраїчнi
властивостi напiвгрупи IN∞. Зокрема, опи-
суємо вiдношення Ґрiна на напiвгрупi IN∞,
ї ї в’язку та доводимо, що IN∞ — проста
E-унiтарна F -iнверсна напiвгрупа. Описа-
на найменша групова конгруенцiя Cmg на
напiвгрупi IN∞ та доведено, що фактор-
напiвгрупа IN∞/Cmg iзоморфна адитивнiй
групi цiлих чисел. Наведено приклад кон-
груенцiї на напiвгрупi IN∞, яка не є групо-
вою. Також доведено, що конгруенцiя на
IN∞ є груповою тодi i лише тодi, коли її
звуження на довiльну пiднапiгрупу S в IN∞,
яка iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi, є гру-
повою конгруенцiєю на S.

Нехай Z — множина цiлих чисел. Вiдоб-
раження f : Z → Z, означене за формулою
(z)f = z+ z0, де z0 — деяке цiле число буде-
мо називати зсувом множини цiлих чисел.
Часткове вiдображення α : N ⇀ N назива-
ється звуженням часткового зсуву множи-
ни натуральних чисел, якщо iснують зсув
множини цiлих чисел f : Z → Z i A ⊆ N та-
кi, що domα = A i (x)f = (x)α, для всiх
x ∈ domα. Якщо α : N ⇀ N — звуженням
часткового зсуву множини натуральних чи-
сел i B ⊆ domα, то про образ (B)α будемо
називати зсувом множини B.

Лема 1. Кожен елемент напiвгрупи IN∞
є монотонною частковою бiєкцiєю лiнiйно
впорядкованої множини (N,6). Бiльше то-
го, кожен елемент напiвгрупи IN∞ є зву-
женням часткового зсуву множини нату-
ральних чисел на коскiнченну пiдмножину
в N.

Доведення. Зафiксуємо довiльний еле-

мент α напiвгрупи IN∞. Позаяк α — коскiн-
ченна часткова бiєкцiя множини N i (N,6) —
цiлком впорядкована множина, то iснує най-
менше натуральне число nα таке, що n ∈
domα для всiх натуральних n > nα. Також,
оскiльки α — часткова коскiнченна iзомет-
рiя множини натуральних чисел, то

d((nα+1)α, (nα)α) = |(nα + 1)α− (nα)α| = 1,

а отже виконується одна з умов

(nα+1)α = (nα)α+1 або (nα+1)α = (nα)α−1.

Припустимо, що (nα + 1)α = (nα)α− 1. Тодi
за iндукцiєю, оскiльки α — часткова коскiн-
ченна iзометрiя множини натуральних чи-
сел, то отримуємо, що (nα + i)α = (nα)α − i
для довiльного натурального числа i, що
суперечить тому, що множина натуральних
чисел має найменший елемент. З отрима-
ного протирiччя випливає, що виконується
рiвнiсть (nα+1)α = (nα)α+1. Аналогiчно, за
iндукцiєю, оскiльки α — часткова коскiнчен-
на iзометрiя множини натуральних чисел,
то отримуємо, що (nα + i)α = (nα)α + i для
довiльного натурального числа i > 2. Та-
кож з вище доведеного випливає, що (n)α =
(nα)α − nα + n для довiльного n ∈ domα, а
отже виконується друге твердження леми.

Через I↗∞ (N) позначимо напiвгрупу мо-
нотонних коскiнченних часткових бiєкцiй
множини натуральних чисел (див. [8]). Ос-
кiльки iснують монотоннi коскiнченнi част-
ковi бiєкцiї множини натуральних чисел, якi
не є частковими iзометрiями, то з леми 1 ви-
пливає

Наслiдок 1. IN∞ — власний пiдмоноїд в
I↗∞ (N).

Твердження 1. (i) E(IN∞) = E(I↗∞ (N))
в I↗∞ (N), а отже напiвгратка E(IN∞)
iзоморфна вiльнiй напiвгратцi з одини-
цею (P∞(N),∪), i цей iзоморфiзм ви-
значається вiдображенням (ε)h = N \
dom ε.

(ii) Якщо ε, ι ∈ E(IN∞), то ε 6 ι тодi i
лише тодi, коли dom ε ⊆ dom ι.

(iii) Кожен максимальний ланцюг у напiв-
гратцi E(IN∞) є ω-ланцюгом.
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(iv) αL β в IN∞ тодi i лише тодi, коли
domα = dom β.

(v) αRβ в IN∞ тодi i лише тодi, коли
ranα = ran β.

(vi) αH β в IN∞ тодi i лише тодi, коли α =
β.

(vii) αDβ в IN∞ тодi i лише тодi, коли
domα (ranα) є зсувом множини dom β
(ran β).

Доведення. (i) Позаяк кожне часткове
коскiнченне тотожне перетворення множи-
ни натуральних чисел є частковою iзометрi-
єю, то за наслiдком 1 маємо, що E(IN∞) =
E(I↗∞ (N)) в I↗∞ (N). Останнє твердження є
наслiдком твердження 2.1(vii) з [8].

Твердження (ii)–(vi) є наслiдками тверд-
ження 2.1 з [8].

(vii) Еквiвалентнiсть того, шо множи-
на domα (ranα) є зсувом множини dom β
(ran β) випливає з другого твердження ле-
ми 1.

За означенням вiдношення Ґрiна D має-
мо, що D = L ◦ R = R ◦ L = R

∨
L , i

оскiльки αL αα−1 i βRβ−1β, то αDβ в IN∞
тодi i лише тодi, коли αα−1Dβ−1β,. Тодi за
твердженням 3.2.5 з [9] iснує елемент γ ∈
IN∞ такий, що γγ−1 = αα−1 i γ−1γ = β−1β.
Останнi двi рiвностi виконуються тодi i ли-
ше тодi, коли domα = dom γ i ran γ = ran β,
а отже умова αDβ еквiвалентна умовi, що
domα є зсувом множини ran β.

Теорема 2. IN∞ — проста напiвгрупа.

Доведення. Оскiльки α = αI = Iα для
довiльного елемента α напiвгрупи IN∞, то
нам достатньо довести, що для довiльного
елемента β напiвгрупи IN∞ iснують γ, δ ∈
IN∞ такi, що γβδ = I.

Зафiксуємо довiльний елемент β напiв-
групи IN∞. Оскiльки за лемою 1 кожен еле-
мент напiвгрупи IN∞ є звуженням частково-
го зсуву множини натуральних чисел на ко-
скiнченну пiдмножину в N i (N,6) — цiлком
впорядкована множина, то iснує найменше
натуральне число nd

β ∈ dom β таке, що n ∈
dom β для всiх натуральних n > nd

β та iснує

найменше натуральне число nr
β ∈ ran β таке,

що n ∈ dom β для всiх натуральних n > nr
β.

Покладемо

dom γ = N, ran γ =
{
n ∈ N : n > nd

β

}
,

(i)γ = i− 1 + nd
β для всiх i ∈ dom γ

i

dom δ =
{
n ∈ N : n > nr

β

}
, ran δ = N,

(j)δ = i− nr
β + 1 для всiх j ∈ dom δ.

Тодi з леми 1 випливає, що γβδ = I.
Наступне очевидне твердження описує

природний частковий порядок на напiвгрупi
IN∞ i воно випливає з описання природно-
го часткового порядку на симетричному iн-
версному моноїдi, оскiльки IN∞ є iнверсним
пiдмоноїдом симетричного iнверсного моно-
їда Iω над множиною натуральних чисел N.
Твердження 3. Для елементiв α i β напiв-
групи IN∞ такi умови є еквiвалентними:

(i) α 4 β в IN∞;

(ii) часткове вiдображення α є звуженням
часткового вiдображення β на domα;

(iii) часткове вiдображення α є козвужен-
ням1 часткового вiдображення β на
ranα.

Нагадаємо [9], шо iнверсна напiвгрупа S
називається E-унiтарною, якщо ex – iдем-
потент в S для деякого iдемпотента e ∈ S
та x ∈ S, то x – iдемпотент напiвгрупи S.
Тодi з твердження 3 i другої частини леми 1
випливає:

Наслiдок 2. IN∞ — E-унiтарна iнверсна
напiвгрупа.

Найменша групова конгруенцiя Cmg на
iнверснiй напiвгрупi S визначається так
(див. [11, III.5]: sCmgt в S тодi i лише то-
дi, коли iснує iдемпотент e ∈ S такий, що
es = et.

Наступне твердження описує наймен-
шу групову конгруенцiю Cmg на напiвгру-
пi IN∞.

1Нехай α : X ⇀ Y — часткове вiдображення та B —
пiдмножина в Y . Пiд козвуженням часткове вiдображення
α будемо розумiти часткове вiдображення α�B : X ⇀ Y з
domα�B = {x ∈ X : (x)α ∈ B} i ranα�B = B.
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Твердження 4. Для елементiв α та β на-
пiвгрупи IN∞ такi умови є еквiвалентни-
ми:

(i) αCmgβ;

(ii) iснує натуральне число i ∈ domα ∩
dom β таке, що (i)α = (i)β;

(iii) (i)α = (i)β для всiх i ∈ domα ∩ dom β.

Доведення. Iмплiкацiя (iii)⇒ (ii) оче-
видна. Оскiльки за лемою 1 кожен еле-
мент напiвгрупи IN∞ є звуженням частко-
вого зсуву множини натуральних чисел N,
то (ii)⇒ (iii).

(iii) ⇒ (i) Якщо iα = iβ для всiх
i ∈ domα ∩ dom β, то поклавши ε : domα ∩
dom β → domα ∩ dom β — тотожне вiдобра-
ження, отримуємо, що ε ∈ E(IN∞) i εα = εβ.

(i) ⇒ (ii) Припустимо, що εα = εβ
для деякого iдемпотента ε напiвгрупи IN∞.
Оскiльки ε — тотожне вiдображення коскiн-
ченної пiдмножини dom ε множини нату-
ральних чисел, то з означення напiвгрупи
IN∞ випливає, що domα∩dom β∩dom ε 6= ∅,
а також, що (i)α = (i)εα = (i)εβ = (i)β для
всiх i ∈ domα ∩ dom β ∩ dom ε.

Надвлi в цiй працi через (Z,+) познача-
тимемо адитивну групу цiлих чисел.

Теорема 5. Фактор-напiвгрупа IN∞/Cmg

iзоморфна групi (Z,+).

Доведення. Зафiксуємо довiльнi еле-
менти α та β напiвгрупи IN∞ такi, що
αCmgβ. Оскiльки за лемою 1 кожен еле-
мент напiвгрупи IN∞ є звуженням частко-
вого зсуву множини натуральних чисел N,
то iснують цiлi числа zα та zβ такi, що
(i)α = i + zα i (j)β = j + zβ для довiль-
них i ∈ domα та j ∈ dom β. З твердження 4
випливає, що zα = zβ. Очевидно, з твер-
дження 4 випливає, що виконується також
обернене твердження: якщо zα = zβ для еле-
ментiв α та β напiвгрупи IN∞, то αCmgβ.

Означимо вiдображення F : IN∞ → (Z,+)
за формулою (α)F = zα. З леми 1 i твердже-
ння 4 випливає, що вiдображення F : IN∞ →
(Z,+) визначено коректно. Тодi для довiль-
них елементiв α та β напiвгрупи IN∞ маємо,
що (i)αβ = (i + zα)β = i + zα + zβ, для всiх

i ∈ dom(αβ). Таким чином, ми отримуємо,
що (αβ)F = zα + zβ = (α)F + (β)F, а от-
же F : IN∞ → (Z,+) — гомоморфiзм. Оче-
видно, що так визначене вiдображення F є
сюр’єктивним.

Також, з твердження 4 випливає, що
(α)F = (β)F тодi i лише тодi, коли αCmgβ.
Таким чином, найменша групова конгру-
енцiя Cmg на iнверснiй напiвгрупi IN∞ по-
роджує гомоморфiзм F : IN∞ → (Z,+) i кон-
груенцiя Cmg є ядром цього гомоморфiзму,
а отже виконується твердження теореми.

Нагадаємо, що iнверсна напiвгрупа S на-
зивається F -iнверсною, якщо Cmg-клас sCmg

кожного елемента s має найбiльший елемент
стосовно природного часткового порядку 4
в S [10].

Теорема 6. IN∞ — F -iнверсна напiвгрупа.

Доведення. Зафiксуємо довiльний еле-
мент α напiвгрупи IN∞. Означимо часткове
вiдображення αm : N⇀ N наступним чином.
Нехай zα — цiле число, означене для еле-
мента α в текстi доведення теореми 5. Тодi
можливi такi випадки:

(i) zα < 0; (ii) zα = 0 або (iii) zα > 0.

Покладемо:

(i) якщо zα < 0, то

domαm = {i ∈ N : i > −zα + 1} ,

ranαm = N i (j)αm = j + zα для всiх
j ∈ domαm;

(ii) якщо zα = 0, то αm : N→ N — тотожне
вiдображення;

(iii) якщо zα > 0, то domαm = N,

ranαm = {i ∈ N : i > −zα + 1}

i (j)αm = j + zα для всiх j ∈ domαm.

Очевидно, що так визначене часткове вiдоб-
раження αm : N ⇀ N є частковою iзометрi-
єю, а отже αm ∈ IN∞. Тодi з твердження 4
випливає, що αCmgαm, а з твердження 3, що
виконується вiдношення α 4 αm.

Зауважимо, що за виконання умов:
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(i) якщо zα < 0, то ranαm = N;

(ii) якщо zα = 0, то domαm = ranαm = N;

(iii) якщо zα > 0, то domαm = N,

з того, що αm 4 β для деяких α, β ∈ IN∞, з
твердження 3 випливає рiвнiсть αm = β. Та-
ким чином, αm — найбiльший елемент Cmg-
класу елемента α стосовно природного част-
кового порядку 4 на напiвгрупi IN∞.

Нагадаємо (див. наприклад [7, §1.12]),
що бiциклiчною напiвгрупою (або бiциклi-
чним моноїдом) C (p, q) називається напiв-
група з одиницею, породжена двоелемен-
тною множиною {p, q} i визначена одним ви-
значальним спiввiдношенням pq = 1. Бiци-
клiчна напiвгрупа вiдiграє важливу роль в
теорiї напiвгруп. Так, зокрема, класична те-
орема Олафа Андерсена [4] стверджує, що
(0-)проста напiвгрупа з iдемпотентом є цiл-
ком (0-)простою тодi i лише тодi, коли вона
не мiстить iзоморфну копiю бiциклiчної на-
пiвгрупи. Стабiльнi напiвгрупи не мiстять
iзоморфної копiї бiциклiчного моноїда [5].

Зауваження 1. 1. Добре вiдомо (див. [7,
§1.12]), що бiциклiчний моноїд C (p, q) iзо-
морфний напiвгрупi CN, породженiй час-
тковими перетвореннями α та β множи-
ни натуральних чисел N, якi визначаються
наступним чином:

domα = N, ranα = N \ {1}, (n)α = n+ 1

i

dom β = N\{1}, ran β = N, (n)β = n−1.

Оскiльки композицiя αβ — тотожне вiд-
ображення множини натуральних чисел,
то з результатiв про бiциклiчний моноїд,
отриманих у [7, §1.12] випливає, що кожен
елемент напiвгрупи CN однозначно зобра-
жається у виглядi βiαj, де i та j — де-
якi невiд’ємнi цiлi числа, β0 = α0 — тото-
жне перетворення множини натуральних
чисел, а також iзоморфiзм I : CN → C (p, q)
визначається за формулою (βiαj)I = qipj.
Таким чином, напiвгрупа IN∞ мiстить iзо-
морфну копiю бiциклiчної напiвгрупи.

2. Легко бачити, що для довiльного еле-
мента βiαj напiвгрупи CN, де i та j — де-
якi невiд’ємнi цiлi числа, виконуються такi
умови:

(1) dom(βiαj) = N \ {1, . . . , i},

(2) ran(βiαj) = N \ {1, . . . , j},

(3) (n)βiαj = n− j + i, для n ∈ dom(βiαj).

Також очевидно, що кожен частковий зсув
µ : N ⇀ N, n 7→ n + k нескiнченного проме-
ня {l, l + 1, l + 2, . . .} множини натураль-
них чисел N збiгається з частковим пере-
творенням βl−1αk+l−1, яке є елементом на-
пiвгрупи CN.

З нижче викладеного прикладу випли-
ває, що на напiвгрупi IN∞ iснують конгру-
енцiї, якi не є груповими.

Приклад 1. Означимо вiдображення
H : IN∞ → CN наступним чином. Нехай
η — довiльний елемент напiвгрупи IN∞.
Оскiльки за лемою 1 кожен елемент напiв-
групи IN∞ є звуженням часткового зсуву
множини натуральних чисел, то iснує
найменше натуральне число nd

η ∈ dom η
таке, що n ∈ dom η для всiх натуральних
n > nd

η та iснує цiле число zη таке, що
(i)η = i + zη для довiльних i ∈ dom η. По-
кладемо (η)H = η — звуження часткового
перетворення η множини натуральних
чисел на множину

{
i ∈ N : i > nd

η

}
. Тодi

iз зауваження 1(2) випливає, що часткове
перетворення η збiгається з частковим
перетворенням βn

d
η−1αzη+nd

η−1, яке є еле-
ментом напiвгрупи CN.

Твердження 7. Вiдображення H : IN∞ →
CN є сюр’єктивним гомоморфiзмом моно-
їдiв.

Доведення. Спочатку зауважимо, що
з означення вiдображення H : IN∞ → CN ви-
пливає, що (βiαj)H = βiαj для довiльного
елемента βiαj напiвгрупи CN.

Нехай η та µ — довiльнi елементи на-
пiвгрупи IN∞. Оскiльки за лемою 1 ко-
жен елемент напiвгрупи IN∞ є звуженням
часткового зсуву множини натуральних чи-
сел, то iснують найменшi натуральнi числа
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nd
η ∈ dom η i nd

µ ∈ domµ такi, що n ∈ dom η

та m ∈ domµ для всiх натуральних n > nd
η

i m > nd
µ, та iснують цiлi числа zη i zµ такi,

що (i)η = i+zη i (j)µ = j+zµ для довiльних
i ∈ dom η та j ∈ domµ.

З означення вiдображення H : IN∞ → CN,
використавши зауваження 1(1), отримуємо:

(η)H(µ)H = βn
d
η−1αzη+nd

η−1βn
d
µ−1αzµ+nd

µ−1 =

=


βn

d
η−1αzη+zµ+nd

η−1, якщо zη + nd
η > nd

µ;

βn
d
η−1αzµ+nd

µ−1, якщо zη + nd
η = nd

µ;

βn
d
µ−zη−1αzµ+nd

µ−1, якщо zη + nd
η < nd

µ.

Оскiльки за лемою 1 кожен елемент напiв-
групи IN∞ є звуженням часткового зсуву
множини натуральних чисел, то zηµ = zη +
zµ. Далi визначимо найменше натуральне
число nd

ηµ ∈ dom η таке, що n ∈ dom(ηµ) для
всiх натуральних n > nd

ηµ. Знову, оскiльки
за лемою 1 кожен елемент напiвгрупи IN∞
є звуженням часткового зсуву множини на-
туральних чисел, то отримуємо, що

nd
ηµ = max

{
zη + nd

η , n
d
µ

}
− zη.

Тодi

(ηµ)H = βn
d
ηµ−1αzηµ+nd

ηµ−1 =

=βmax{zη+nd
η ,n

d
µ}−zη−1αzη+zµ+max{zη+nd

η ,n
d
µ}−zη−1

=βmax{zη+nd
η ,n

d
µ}−zη−1αzµ+max{zη+nd

η ,n
d
µ}−1 =

=


βn

d
η−1αzη+zµ+nd

η−1, якщо zη + nd
η > nd

µ;

βn
d
η−1αzµ+nd

µ−1, якщо zη + nd
η = nd

µ;

βn
d
µ−zη−1αzµ+nd

µ−1, якщо zη + nd
η < nd

µ.

Таким чином, виконується рiвнiсть (ηµ)H =
(η)H(µ)H для всiх елементiв η i µ напiвгрупи
IN∞, а отже вiдображення H : IN∞ → CN є
гомоморфiзмом моноїдiв.

Очевидно, що ядро

kerH = {(η, µ) ∈ IN∞ × IN∞ : (η)H = (µ)H} ,

вище означеного гомоморфiзму H : IN∞ →
CN є конгруенцiєю на напiвгрупi IN∞, яка
не є груповою.

Гомоморфною ретракцiєю називається
вiдображення з напiвгрупи S в S, яке є
одночасно ретракцiєю та гомоморфiзмом [7].

Образ напiвгрупи S при її гомоморфнiй ре-
тракцiї називається гомоморфним ретрак-
том. Тобто гомоморфний ретракт напiвгру-
пи S — це така пiднапiвгрупа T в S, що iснує
гомоморфiзм з S в S, для якого пiднапiвгру-
па T є множиною всiх його нерухомих точок.

З твердження 7 випливає

Наслiдок 3. Напiвгрупа CN є гомоморфним
ретрактом напiвгрупи IN∞.

Зауваження 2. Нехай S — напiвгрупа,
T — пiднапiвгрупа напiвгрупи S i CS — кон-
груенцiя на S. Тодi з означення поняття
конгруенцiя випливає, що звуження CT =
CS|T×T вiдношення CS на декартовий добу-
ток T × T є конгруенцiєю на напiвгрупi T

Виявляється, що пiднапiвгрупа CN напiв-
групи IN∞ дає можливiсть отримати крите-
рiй, коли конгруенцiя на IN∞ є груповою.

Теорема 8. Конгруенцiя C на напiвгрупi
IN∞ є груповою тодi i лише тодi, коли її
звуження CCN = C|CN×CN на пiднапiвгрупу
CN не є тотожною конгруенцiєю на CN.

Доведення. (⇒) Iз зауваження 2 ви-
пливає, якщо C — групова на напiвгрупi
IN∞, то її звуження CCN на пiднапiвгрупу CN
є також конгруенцiєю, а оскiльки всi iдемпо-
тенти напiвгрупи IN∞ є C-еквiвалентними,
то всi iдемпотенти пiднапiвгрупи CN є також
CCN-еквiвалентними. За зауваженням 1(1)
напiвгрупа CN iзоморфна бiциклiчному мо-
ноїдовi, то з наслiдку 1.32 [7] випливає, що
конгруенцiя CCN на CN є також груповою, а
отже CCN не є вiдношенням рiвностi на CN.

(⇐) Припустимо, що конгруенцiя C на
напiвгрупi IN∞ є такою, що її звуження CCN

на пiднапiвгрупу CN не є вiдношенням рiв-
ностi на CN. Оскiльки за зауваженням 1(1)
напiвгрупа CN iзоморфна бiциклiчному мо-
ноїдовi, то з наслiдку 1.32 [7] випливає, що
конгруенцiя CCN на CN є груповою, а от-
же всi iдемпотенти напiвгрупи CN є CCN-
еквiвалентними.

Нехай ε — довiльний iдемпотент напiв-
групи IN∞. Оскiльки ε є тотожним вiдоб-
раженням коскiнченної пiдмножини dom ε
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множини натуральних чисел i (N,6) — цiл-
ком впорядкована множина, то iснує най-
менше натуральне число nd

ε ∈ dom ε таке,
що n ∈ dom ε для всiх натуральних n > nd

ε .
Нехай ε — тотожне вiдображення множини{
n ∈ N : n > nd

ε + 1
}
. Тодi очевидно, що ε —

iдемпотент пiдмоноїда CN моноїда IN∞, а
оскiльки конгруенцiя CCN на CN є груповою,
то ICCNε, а отже й ICε. Також, легко бачити,
що ε 4 ε 4 I, де 4 — природний частковий
порядок на напiвгрупi IN∞, i тодi з вiдно-
шення ICε випливає, що ε = (εI)C(εε) = ε, а
отже εCI. З довiльностi вибору iдемпотента
ε в IN∞ випливає, що всi iдемпотенти напiв-
групи IN∞ є C -еквiвалентними. Тодi з твер-
дження 1.4.21(3) з монографiї [9] випливає,
що C — групова конгруенцiя на напiвгрупi
IN∞.

З теореми 8 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 4. Для довiльної конгруенцiї C на
моноїдi IN∞ виконується лише одна з умов:

(1) C — групова конгруенцiя на IN∞;

(2) звуження природного гомоморфiзму
C] : IN∞ → IN∞/C на пiдмоноїд CN є
тотожним вiдображенням.

Також з теорем 5 i 8 випливає наслiдок 5.

Наслiдок 5. Нехай напiвгрупа не мiстить
iзоморфної копiї бiциклiчного моноїда. Тодi
для довiльного гомоморфiзму F : IN∞ → S
iснує єдиний гомоморфiзм H : (Z,+) → S
такий, що наступна дiаграма

IN∞
F //

C]mg

��

S

(Z,+)

H

==|||||||||||||||||

є комутативною.

Лема 2. Нехай C — конгруенцiя на на-
пiвгрупi IN∞, яка вiдмiнна вiд групової
та тотожної. Тодi iснують два рiзнi C-
еквiвалентнi iдемпотенти ε i ι напiвгрупи
IN∞ такi, що nd

ε = nd
ι .

Доведення. Оскiльки конгруенцiя C
на напiвгрупi IN∞ вiдмiнна вiд тотожної, то
iснують два рiзнi C-еквiвалентнi елементи
γ, δ ∈ IN∞. За твердженням 1 кожен H -
клас напiвгрупи IN∞ є одноелементним, то
виконується хоча б одна з умов: γγ−1 6= δδ−1

або γ−1γ 6= δ−1δ. Отже, iснують два рiзнi C-
еквiвалентнi iдемпотенти ε, ι ∈ IN∞. За тео-
ремою 8 елементи ε i ι не можуть одночасно
бути iдемпотентами пiдмоноїда CN моноїда
IN∞, оскiльки конгруенцiя C на IN∞ не є
груповою.

Припустимо, що nd
ε > nd

ι . Не-
хай ε — тотожне вiдображення множини{
k ∈ N : k > nd

ι − 1
}
i ι — тотожне вiдобра-

ження множини
{
k ∈ N : k > nd

ι

}
. Тодi, оче-

видно, що ε, ι ∈ E(CN) i ε 6= ι. Позаяк
εCι, то ε = (εε)C(ιε) = ι, а отже два рiзнi
iдемпотенти пiдмоноїда CN моноїда IN∞ є C-
еквiвалентними. Тодi за теоремою 8 конгру-
енцiя C є груповою, що суперечить припу-
щенню. З отриманого протирiччя випливає,
що нерiвнiсть nd

ε > nd
ι не виконується для

двох рiзних C-еквiвалентних iдемпотентiв ε
i ι напiвгрупи IN∞.

Аналогiчно доводиться, що нерiвнiсть
nd
ε < nd

ι не виконується для двох рiзних C-
еквiвалентних iдемпотентiв ε i ι напiвгрупи
IN∞.

Лема 3. Для елемента ξ моноїда IN∞ на-
ступнi умови є еквiвалентними:

(1) ξ ∈ CN;

(2) nd
ξ = min{n ∈ N : n ∈ dom ξ};

(3) nr
ξ = min{n ∈ N : n ∈ ran ξ}.

Доведення. Iмплiкацiї (1) ⇒ (2) та
(1)⇒ (3) випливають з означення напiвгру-
пи CN (див. зауваження 1(1).

Iмплiкацiя (2) ⇒ (1) випливає iз заува-
ження 1(2). Справдi, за лемою 1 елемент ξ
є звуженням часткового зсуву множини на-
туральних чисел на коскiнченну пiдмножи-
ну в N, а отже маємо. що (n)ξ = n−nd

ξ +nr
ξ

для всiх n ∈ dom ξ. Тодi iз зауваження 1(2)
випливає, що ξ = βn

d
ξ−1αn

r
ξ−1.

Еквiвалентнiсть умов (2) та (3) є наслiд-
ком леми 1, оскiльки елемент ξ є звуженням
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часткового зсуву множини натуральних чи-
сел на коскiнченну пiдмножину в N.

Означення 1. Нехай ξ — довiльний
елемент напiвгрупи IN∞ такий, що ξ /∈ CN.
Означимо

nd
ξ = min {n ∈ N : n ∈ dom ξ} ,
nr
ξ = min {n ∈ N : n ∈ ran ξ} ,
nd
ξ = max

{
n ∈ dom ξ : n < nd

ξ

}
,

nr
ξ = max

{
n ∈ ran ξ : n < nr

ξ

}
.

Очевидно, що виконуються наступнi умо-
ви: nd

ξ 6 nd
ξ < nd

ξ , nr
ξ 6 nr

ξ < nr
ξ, (nd

ξ )ξ = nr
ξ

i (nd
ξ )ξ = nr

ξ, для довiльного ξ ∈ IN∞ \ CN.
Також, елемент ξ ∈ IN∞\CN є iдемпотентом
тодi i лише тодi, коли nd

ξ = nr
ξ i nd

ξ = nr
ξ.

Лема 4. Кожен iдемпотент напiвгрупи
IN∞ є одиницею пiднапiвгрупи в IN∞, яка
iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi.

Доведення. Нехай ε — довiльний iдем-
потент напiвгрупи IN∞. Якщо ε ∈ CN i
оскiльки напiвгрупа CN iзоморфна бiциклi-
чнiй напiвгрупi, то не зменшуючи загально-
стi можемо вважати, що iдемпотент ε можна
ототожнити з iдемпотентом qipi бiциклiчно-
го моноїда C (p, q), для деякого невiд’ємного
цiлого числа i. Тодi

qipi+1 · qi+1pi = qipi,
qi+1pi · qipi+1 = qi+1pi+1,
qipi+1 · qipi = qipi+1,
qipi · qipi+1 = qipi+1,
qi+1pi · qipi = qi+1pi,
qipi · qi+1pi = qi+1pi

i qi+1pi+1 6= qipi, а отже за лемою 1.31 з [7]
пiднапiвгрупа в IN∞, породжена елемента-
ми qipi+1 i qi+1pi iзоморфна бiциклiчнiй на-
пiвгрупi.

Припустимо, що ε /∈ CN. Тодi для iдем-
потента ε виконуються умови nd

ε 6 nd
ε < nd

ε .
Означимо часткову бiєкцiю γ : N ⇀ N так:
dom γ = dom ε,

ran γ =
{
i− nd

ε + nd
ε : i ∈ dom ε

}
i (n)γ = n − nd

ε + nd
ε , для всiх n ∈ dom γ.

Тодi, очевидно, що γ ∈ IN∞ i виконуються
такi спiввiдношення:

εγ = γε = γ,

γ−1ε = γ−1ε−1 = (εγ)−1 = γ−1,

εγ−1 = ε−1γ−1 = (γε)−1 = γ−1,

γγ−1 = ε i γ−1γ 6= ε,

а отже за лемою 1.31 з [7] пiднапiвгрупа
в IN∞, породжена елементами γ i γ−1 iзо-
морфна бiциклiчнiй напiвгрупi.
Теорема 9. Для конгруенцiї C на пiдна-
пiвгрупi IN∞ наступнi умови є еквiвалент-
ними:
(1) C — групова конгруенцiя на IN∞;

(3) iснує пiднапiвгрупа S в IN∞, яка iзо-
морфна бiциклiчнiй напiвгрупi та два
рiзнi елементи напiвгрупи S є C-ек-
вiвалентними;

(3) для довiльної пiднапiвгрупи T в IN∞,
яка iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi,
два рiзнi елементи напiвгрупи T є C-
еквiвалентними.

Доведення. Iмплiкацiя (1) ⇒ (2) ви-
пливає з теореми 8, а iмплiкацiї (1) ⇒ (3) i
(3)⇒ (2) є очевидними.

Доведемо, що виконується iмплiкацiя
(2) ⇒ (1). Припустимо, що S — пiдна-
пiвгрупа в IN∞, яка iзоморфна бiциклiчнiй
напiвгрупi та два рiзнi елементи напiвгру-
пи S є C-еквiвалентними. Тодi за наслiд-
ком 1.32 з [7] усi iдемпотенти напiвгрупи S
є C-еквiвалентними.

Нехай ε — одиниця напiвгрупи S. З тео-
реми 8 випливає, що не зменшуючи загаль-
ностi, можемо вважати, що ε /∈ CN. Справ-
дi, припустивши, що ε ∈ CN, то, оскiльки
за лемою 1 кожен елемент напiвгрупи IN∞
є звуженням часткового зсуву множини на-
туральних чисел, iснує елемент γ ∈ S ∩ CN
такий, що dom ε = dom γ i γ 6= ε. Тодi
γγ−1 = ε, γ−1γ 6= ε i γ, γ−1, γ−1γ ∈ CN ∩ S.
А отже, два iдемпотента напiвгрупи CN є C-
еквiвалентними. Тодi за наслiдком 1.32 з [7]
i теоремою 8, C — групова конгруенцiя на
напiвгрупi IN∞.

Зафiксуємо довiльний елемент γ напiв-
групи S такий, що γL ε. Для довiльного
натурального числа i покладемо

εi = γ−1 . . . γ−1︸ ︷︷ ︸
i-разiв

γ . . . γ︸ ︷︷ ︸
i-разiв

.
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Тодi, очевидно, що εi — iдемпотент напiв-
групи S i

γ . . . γ︸ ︷︷ ︸
i-разiв

γ−1 . . . γ−1︸ ︷︷ ︸
i-разiв

= ε,

бо γγ−1 = ε. Також, оскiльки всi H -класи в
бiциклiчному моноїдi є тривiальними та йо-
го напiвгрупа iдемпотентiв є ω-ланцюгом, то

dom εi+1 $ dom εi $ dom ε

для довiльного натурального числа i. З ε /∈
CN випливає, що

nd
ε = nr

ε 6 nd
ε = nd

γi < nd
ε = nd

γi ,

nd
ε = nr

ε < nr
γi 6 nr

γi < nr
γi ,

nr
γi < nr

γi+k , nr
γi < nr

γi+k i nr
γi < nr

γi+k ,

для довiльних натуральних чисел i та k.
Тодi iснує таке натуральне число j, що

nr
γ 6 nr

γj . Означимо: ϕ0, ϕ1 i ϕ2 — тотож-
нi вiдображення множин

{
n ∈ N : n > nd

ε

}
,{

n ∈ N : n > nd
ε

}
i
{
n ∈ N : n > nd

γj

}
, вiд-

повiдно. Тодi ϕ0, ϕ1 i ϕ2 — рiзнi iдемпотенти
напiвгрупи CN, i оскiльки

εj 4 ϕ2 4 ϕ1 4 ε 4 ϕ0,

то з умови εjCε випливає, що ϕ2Cϕ1. Оскiль-
ки напiвгрупа CN iзоморфна бiциклiчному
моноїдовi, то за наслiдком 1.32 з [7] та те-
оремою 8, C — групова конгруенцiя на на-
пiвгрупi IN∞.
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