
кривые с седловыми решениями на траектории. Орбитально устойчивым траекториям со-
ответствует локальная неустойчивость и симметрия решений и особых точек при нейтраль-
ном притяжении круговой траектории в целом. Блуждание из одного кольца сепаратрисы
в другое траектории бистабильного осциллятора с периодическим воздействием происхо-
дит как бесконечное во времени пребывание в состоянии неустойчивых квазипериодических
колебаний за счет низкого уровня энергии (для хаотических движений, например, E < 0,
либо E∗∗ > E > 0). Повышение уровня энергии как бы выталкивает траекторию в область
устойчивых движений.
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Шаруватi порожнистi цилiндри з гофрами

в поперечному перерiзi при дiї локального

навантаження

(Представлено академiком НАН України Я.М. Григоренком)

The influence of a local loading on the stressed state of hollow three-layered cylinders corrugated

in the cross section and with transversally isotropic middle layer is investigated on the basis of

the method of approximation of functions by discrete Fourier series. Distributions of the fields

of displacements and stresses are presented.

У роботi [1] розглянуто задачу про напружений стан iзотропних порожнистих цилiндрiв
з гофрами в поперечному перерiзi при дiї локального навантаження. В данiй роботi прово-
диться дослiдження напруженого стану тришаруватих порожнистих гофрованих цилiндрiв
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з трансверсально-iзотропним середнiм шаром, що знаходяться пiд дiєю локального наван-
таження, прикладеного на зовнiшнiй поверхнi при певних граничних умовах на торцях.

Цилiндри розглядаються в ортогональнiй криволiнiйнiй системi координат s, ψ, γ: s —
довжина дуги вздовж твiрної цилiндра; ψ — полярний кут в поперечному перерiзi; γ —
нормальна координата вздовж товщини. Для розв’язування даного класу задач викорис-
товується просторова модель. За вихiднi приймаємо основнi рiвняння просторової теорiї
пружностi для ортотропного тiла [2, 3].

Сформулювавши вiдповiднi граничнi умови на обмежуючих повернях, одержимо триви-
мiрну крайову задачу [4], для розв’язування якої застосовуємо метод апроксимацiї функцiй
дискретними рядами Фур’є [5].

Для вiдокремлення змiнних у напрямку твiрної цилiндра припускаємо на торцях гра-
ничнi умови типу простого опирання

σs = 0, uψ = 0, uγ = 0 при s = 0, s = l. (1)

На бiчних поверхнях граничнi умови мають вигляд

σγ = 0; τsγ = 0; τψγ = 0 при γ = γ1; (2)

σγ = qγ ; τsγ = 0; τψγ = 0 при γ = γ2. (3)

Крiм того, при контактi сумiжних шарiв без ковзання та вiдриву, мають виконуватись
умови спряження шарiв

σiγ = σi+1
γ ; τ isγ = τ i+1

sγ ; τ iψγ = τ i+1

ψγ ;

uiγ = ui+1
γ ; uis = ui+1

s ; uiψ = ui+1

ψ (i = 1, 2, . . . , T − 1).
(4)

Прийнявши за розв’язувальнi функцiї σγ , τsγ , τψγ , uγ , us, uψ, пiсля деяких перетворень
з основних рiвнянь отримаємо розв’язувальну систему диференцiальних рiвнянь у виглядi

∂σiγ
∂γ

= (ci2 − 1)
1

H2

∂H2

∂γ
σiγ −

∂τ isγ
∂s

−
1

H2ω

∂τ iψγ
∂ψ

+ bi22

(

1

H2

∂H2

∂γ

)2

uiγ +

+ bi12
1

H2

∂H2

∂γ

∂uis
∂s

+ bi22
1

H2
2

∂H2

∂γ

1

ω

∂uiψ
∂ψ

;

∂τ isγ
∂γ

= −ci1
∂σiγ
∂s

−
1

H2

∂H2

∂γ
τ isγ − bi12

1

H2

∂H2

∂γ

∂uiγ
∂s

− bi11
∂2uis
∂s2

−

− bi66
1

H2ω

∂

∂ψ

(

1

H2ω

∂uis
∂ψ

)

− (bi12 + bi66)
1

H2ω

∂2uiψ
∂s∂ψ

;

∂τ iψγ
∂γ

= −ci2
1

H2ω

∂σiγ
∂ψ

−
2

H2

∂H2

∂γ
τ iψγ − bi22

1

H2ω

∂

∂ψ

(

1

H2

∂H2

∂γ
uiγ

)

−

− (bi12 + bi66)
1

H2ω

∂2uis
∂s∂ψ

− bi22
1

H2ω

∂

∂ψ

(

1

H2ω

∂uiψ
∂ψ

)

− bi66
∂2uiψ
∂s2

;

∂uiγ
∂γ

= ci4σ
i
γ − ci2

1

H2

∂H2

∂γ
uiγ − ci1

∂uis
∂s

− ci2
1

H2ω

∂uiψ
∂ψ

;

(5)
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∂uis
∂γ

= ai44τ
i
sγ −

∂uiγ
∂s

;

∂uiψ
∂γ

= ai44τ
i
ψγ −

1

H2ω

∂uiγ
∂ψ

+
1

H2

∂H2

∂γ
uiψ

(0 6 s 6 l; 0 6 ψ 6 2π; γp 6 γ 6 γq) (i = 1, T ),

де

bi11 =
ai11a

i
66

Ωi
; bi12 = −

ai12a
i
66

Ωi
; bi22 =

ai11a
i
66

Ωi
;

bi66 =
ai211 − ai212

Ωi
; Ωi = (ai211 − ai212)a

i
66;

(6)

ci1 = −(bi11a
i
13 + bi12a

i
23); ci2 = −(bi12a

i
13 + bi22a

i
23); ci4 = ai33 + ci1a

i
13 + ci2a

i
23.

ai11 =
1

Ei
; ai12 = −

νi

Ei
; ai13 = −

νi
′

Ei′
; ai44 =

1

Gi′
;

(7)

H2(ψ, γ) = 1 +
γ

R(ψ)
,

ω(ψ) =

√

ρ2 +

(

dρ

dψ

2
)

, R(ψ) =
[ρ2 + (ρ′)2]3/2

ρ2 + 2(ρ′)2 − ρρ′′
— радiус кривизни,

ρ(ψ) = r0 + α cosmψ (0 6 ψ 6 2π).

(8)

Тут ρ — полярний радiус; r0 — радiус середнього круга; α — амплiтуда; m — частота
гофрування.

Граничнi умови (1) дозволяють вiдокремити змiннi вздовж твiрної цилiндра, подавши
розв’язувальнi функцiї та компоненти навантаження у виглядi розвинень в ряди Фур’є.
Для вiдокремлення змiнних вздовж напрямної цилiндра замiнимо в розв’язувальнiй сис-
темi диференцiальних рiвнянь (5) доповнювальними функцiями члени, що не дозволяють
провести це вiдокремлення. Цi функцiї визначаються через розв’язувальнi функцiї i мiстять
геометричнi параметри цилiндра та мають вигляд (iндекс i опустимо)

ϕj
1

=
1

H2

∂H2

∂γ

{

σγ ; τsγ ;uγ ;us;
1

H2

∂H2

∂γ
uγ

}

(j = 1, 5);

ϕj
2

=
1

H2

∂H2

∂γ
{τψγ ;uψ} (j = 1, 2);

ϕj
3

=
1

H2ω

∂

∂ψ
{σγ ;uγ ;us} (j = 1, 3);

ϕj
4

=
1

H2ω

{

∂τψγ
∂ψ

;
∂uψ
∂ψ

;
1

H2

∂H2

∂γ

∂uψ
∂ψ

}

(j = 1, 3);

ϕ5 =
1

H2ω

∂ϕ3
1

∂ψ
; ϕ6 =

1

H2ω

∂ϕ3
3

∂ψ
; ϕ7 =

1

H2ω

∂ϕ2
4

∂ψ
.

(9)
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Подаючи розв’язувальнi, доповнювальнi функцiї та компоненти навантаження у вигля-
дi розвинень в ряди Фур’є вздовж напрямної цилiндра [6], одержимо систему звичайних
диференцiальних рiвнянь вiдносно амплiтудних значень цих розвинень у виглядi

dσγ,k
dγ

= (c2 − 1)ϕ1
1,k + λnτsγ,k − ϕ1

4,k + b22ϕ
5
1,k − b12λnϕ

4
1,k + b22ϕ

3
4,k;

dτsγ,k
dγ

= −c1λnσγ,k − ϕ2
1,k − b12λnϕ

3
1,k + b11λ

2
nus,k − b66ϕ6,k − (b12 + b66)λnϕ

2
4,k;

dτψγ,k
dγ

= −c2ϕ
1
3,k − 2ϕ1

2,k − b22ϕ5,k + (b12 + b66)λnϕ
3
3,k − b22ϕ7,k + b66λ

2
nuψ,k;

duγ,k
dγ

= c4σγ,k − c2ϕ
2
4,k + c1λnus,k − c2ϕ

3
1,k;

dus,k
dγ

= a55τsγ,k − λnuγ,k;
duψ,k
dγ

= a44τψγ,k − ϕ2
3,k + ϕ2

2,k

(10)

з граничними умовами

σγ,k = 0; τsγ = 0; τψγ,k = 0 при γ = γ1;

σγ,k = qγ,k; τsγ,k = 0; τψγ,k = 0 при γ = γ2.
(11)

Отриману одновимiрну крайову задачу (10), (11) розв’язуємо стiйким чисельним мето-
дом дискретної ортогоналiзацiї [7]. При iнтегруваннi на кожному кроцi застосування чи-
сельного методу, використовуючи поточнi амплiтуднi значення розв’язувальних функцiй,
невiдомi амплiтуднi значення доповнювальних функцiй будемо обчислювати за допомогою
дискретних рядiв Фур’є [8]. Розглянутий пiдхiд iз застосуванням методу дискретних рядiв
Фур’є детально описаний в роботi [9], де показана збiжнiсть розв’язкiв задачi, отриманих
на основi зопропонованого пiдходу залежно вiд вибору кiлькостi точок ортогоналiзацiї, кiль-
костi точок, в яких обчислюються значення доповнювальних функцiй та кiлькостi членiв,
що утримуються в розвиненнях в ряди Фур’є вздовж напрямної цилiндра.

Будемо розглядати гофрованi цилiндри, частота та амплiтуда гофрування яких дорiв-
нюють вiдповiдно m = 4; α = 4. Прикладене в околi гофрiв локальне навантаження подамо
у виглядi ряду Фур’є

qγ(ψ) =
4q0
π

[

sinβ − β cos β +
4K
∑

k=4,8...

(

sin(k − 1)β

k − 1
−

2 sin kβ cos β

k
+

sin(k + 1)β

k + 1

)

cos kψ

]

.

Задачу розв’язано за таких умов: r0 = 40; l = 60; β = π/8; π/12; π/16, загальна товщина
цилiндра H = 4; товщина несучих шарiв h1 = h3; товщина середнього шару h2 = 1; 3;
зовнiшнiй та внутрiшнiй шари виготовленi з iзотропного матерiалу з механiчними пара-
метрами E та ν = 0,3; середнiй шар виготовлений з трансверсально-iзотропного матерiалу
з механiчними параметрами E′ = 0,2E; ν ′ = 0,6; G′ = 0,1E.

На рис. 1–4 наведено результати розв’язання задачi в середньому перерiзi по довжинi
цилiндра для s = 0,5l.

Рис. 1 iлюструє розподiл перемiщень uγ на внутрiшнiй поверхнi цилiндра вздовж на-
прямної залежно вiд iнтервалу прикладення локального навантаження, коли товщина се-
реднього шару h2 = 1. Характер розподiлу перемiщень для випадку h2 = 3 зберiгається.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3

Видно, що при зменшеннi iнтервалу прикладення навантаження β перемiщення uγ збiльшу-
ються як у вершинах, так i у западинах гофрiв. При цьому в западинах гофрiв перемiщення
змiнюють знак на протилежний.

На рис. 2 наведено розподiл полiв перемiщень uγ по товщинi цилiндрiв залежно вiд змi-
ни iнтервалу прикладення навантаження β для товщини середнього шару h2 = 1 (суцiльна
лiнiя) та для товщини середнього шару h2 = 3 — штрихова лiнiя. Бачимо, що зменшен-
ня iнтервалу прикладення навантаження бiльше впливає на перерозподiл перемiщень при
збiльшеннi товщини середнього шару на внутрiшнiй поверхнi цилiндра.

На рис. 3 подано графiки розподiлу напружень σψ вздовж напрямної цилiндра для
випадку, коли товщина середнього шару h2 = 1 на внутрiшнiй (суцiльна лiнiя) та зовнiшнiй
(штрихова лiнiя) поверхнях залежно вiд змiни параметра β. Видно, що змiна iнтервалу
прикладення навантаження бiльше впливає на змiну величини напружень у вершинi гофрiв
та в перерiзi ψ = π/8, нiж в западинi.
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Рис. 4

На рис. 4 наведено розподiл напружень σψ по товщинi цилiндра для випадку h2 = 1
(рис. 4, а) та h2 = 3 (рис. 4, б ) залежно вiд змiни параметра β. Видно, як впливає на
розподiл напружень змiна iнтервалу прикладення навантаження та збiльшення товщини
середнього шару.

Таким чином, запропоновану методику можна застосовувати при дослiдженнi напруже-
ного стану некругових порожнистих шаруватих цилiндрiв подiбного типу.
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