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We construct the best linear methods of approximation in the Hardy and Bergman spaces of

the classes of functions holomorphic in a unit disk, which are the convolutions of unit balls

of the Hardy and Bergman spaces with certain reproducing kernel. We obtain the exact values

for the n-widths, the best polynomial approximations, and the best linear approximations of the

mentioned functional classes. We find the necessary and sufficient conditions, under which the

generalized Bernstein inequalities for algebraic polynomials are hold true in the metrics of the

Hardy and Bergman spaces.

1. Постановка задачi. Нехай D := {z ∈ C : |z| < 1} i T := ∂D = {z ∈ C : |z| = 1} —
вiдповiдно одиничний круг та його межа в комплекснiй площинi C. Через ν i σ будемо
позначати мiри Лебега, заданi вiдповiдно в D i на T так, що ν(D) = σ(T) = 1. Для 1 6

6 p < ∞ будемо розглядати простори Lp(D) i Lp(T) функцiй, визначених вiдповiдно в D

i на T з нормами

‖f‖Lp(D) :=

(∫

D

|f |pdν

)1/p

<∞ i ‖f‖Lp(T) :=

(∫

T

|f |pdσ

)1/p

<∞.

Через C(T) будемо позначати простiр неперервних на колi T функцiй f з нормою

‖f‖C(T) := max
z∈T

|f(z)|.

Нехай далi H — множина всiх функцiй, голоморфних в D. Для 1 6 p < ∞ позначимо
Ap := Lp(D)

⋂
H — простiр Бергмана з нормою ‖ · ‖Ap = ‖ · ‖Lp(D) i

Hp :=

{

f ∈ H : ‖f‖Hp := sup
0<̺<1

(∫

T

|f(̺w)|pdσ(w)

)1/p

<∞

}

, 1 6 p <∞, —

простiр Гардi. При p = ∞ покладаємо A∞ = H∞ i розумiємо пiд цим простiр обмежених
голоморфних у D функцiй f з нормою ‖f‖H∞

:= sup
z∈D

|f(z)|.

Позначимо f̂k := f (k)(0)/k!, k ∈ N. Тодi ряд Тейлора функцiї f ∈ H матиме вигляд

f(z) =
∞∑

k=0

f̂kz
k, z ∈ D.

Для формального степеневого ряду

Ψ(z) :=
∞∑

k=0

ψkz
k ∈ H, z ∈ D,
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в якому ψ := {ψk}
∞

k=0 — послiдовнiсть комплексних чисел i ряду Тейлора функцiї f ∈ H,
суму ряду

(f ∗ Ψ)(z) :=

∞∑

k=0

ψkf̂kz
k

називають згорткою за Адамаром функцiй f та Ψ.
Якщо для заданої послiдовностi ψ функцiю f ∈ H можна зобразити у виглядi згортки

g ∗Ψ з деякою функцiєю g ∈ H, то кажуть [1], що f є ψ-iнтегралом функцiї g. У свою чергу,
функцiю g називають ψ-похiдною функцiї f i використовують при цьому позначення fψ.

Позначивши через UAp i UHp одиничнi кулi вiдповiдно в просторах Ap i Hp, для даної
послiдовностi {ψk}

∞

k=0 визначимо класи Aψp i Hψ
p , 1 6 p 6 ∞, таким чином:

Aψp := {f ∈ H : fψ ∈ UAp}, Hψ
p := {f ∈ H : fψ ∈ UHp}.

При цьому будемо казати, що функцiя Ψ(z) =
∞∑
k=0

ψkz
k ∈ H є твiрним ядром класу Aψp або

Hψ
p , якщо lim

k→∞

k
√

|ψk| 6 1 i |ψk| > 0 для всiх k ∈ Z+.

Зрозумiло, якщо Ψ є твiрним ядром i функцiя f ∈ Aψp ∨ Hψ
p , то її ψ-похiдна має роз-

винення в ряд Тейлора

fψ(z) =

∞∑

k=0

1

ψk
f̂kz

k, z ∈ D.

Нехай далi Λ := {λk,n}, n = 1,∞, k = 0, n − 1, — нескiнченна нижньотрикутна функцiо-
нальна матриця, елементами якої є функцiї λk,n(·), визначенi на вiдрiзку [0, 1], i {Un}

∞

0 —
послiдовнiсть лiнiйних операторiв, заданих на H правилом

Un(f)(z) = Un,Λ(f)(z) =
n−1∑

k=0

λk,n(|z|)f̂kz
k. (1)

Кажуть, що матриця Λ за допомогою (1) породжує лiнiйний метод наближення голо-
морфних функцiй. Надалi пiд термiном “лiнiйний метод наближення голоморфних функцiй”
ми будемо розумiти оператор Un,Λ. Якщо ж оператор Un,Λ вiдображає H в простiр Pn−1

алгебраїчних многочленiв степеня не бiльше n − 1, то кажемо, що матриця Λ породжує
полiномiальний лiнiйний метод наближення голоморфних функцiй.

Зауважимо, що для всiх z ∈ T̺ := {z : |z| = ̺} при фiксованому ̺ ∈ [0, 1) λk,n(|z|) =
= const. Тому метод Un,Λ на кожному концентричному колi T̺ можна трактувати як полi-
номiальний лiнiйний метод наближення, породжений числовою матрицею Λ̺ := {λ(̺)k,n}.

Нехай X — нормований лiнiйний простiр функцiй, визначених на деякому компактi в D,
i A — пiдмножина в H.

Величина

Ln(A;X) := inf
Λ

sup
f∈A

‖f − Un,Λ(f)‖X , n ∈ N,
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де нижня межа береться по множинi всiх нижньотрикутних функцiональних матриць Λ,
називається найкращим лiнiйним наближенням класу A в просторi X. Якщо iснує матри-
ця Λ∗, яка породжує послiдовнiсть операторiв {Un,Λ∗}∞0 таких, що

sup
f∈A

‖f − Un,Λ∗(f)‖X = Ln(A;X), n = 0,∞, (2)

то матриця Λ∗ називається найкращим лiнiйним методом наближення класу A в просторi X.
Величина

En(A;X) := sup
f∈A

inf
Pn−1∈Pn−1

‖f − Pn−1‖X , n ∈ N,

називається найкращим многочленним наближенням порядку n класу A у просторi X.
Нескладно показати, що для будь-якої послiдовностi ψ i натурального n

|ψn| 6 En(H
ψ
∞

;C(T)) 6 Ln(H
ψ
∞

;C(T)). (3)

Метою нашого дослiдження є знаходження точних значень величин En(A;X) i Ln(A;X)
у контекстi спiввiдношення (3), коли A набуває значень Hψ

p i Aψp , а X — це простiр неперерв-
них функцiй, або ж Lp-простiр на концентричному колi T̺ := {z ∈ C : |z| = ̺} чи в крузi
D̺ := {z ∈ C : |z| 6 ̺}, 0 6 ̺ 6 1, до того ж ми прагнемо побудувати найкращий лiнiйний
метод наближення, тобто вказати явний вигляд λk,n(·), для яких виконується (2).

Ранiше така задача розглядалася в [2–8] за умови, що послiдовнiсть ψ є дiйсною, опуклою
i спадною до нуля (за таких умов спiввiдношення (3) перетворюється в низку рiвностей).
На цей час залишалося нез’ясованим питання про те, чи будуть наведенi умови необхiдни-
ми. З огляду на це актуальною є задача про знаходження необхiдних i достатнiх умов на
послiдовнiсть ψ, за яких спiввiдношення (3) перетворюється в рiвнiсть.

2. Найкращi лiнiйнi методи наближення класiв A
ψ
p i H

ψ
p . Розглянемо на класах

Aψp i Hψ
p лiнiйний метод наближення Un,Λ∗, породжений числовою матрицею

Λ∗ = {λ∗k,n} : λ∗k,n = 1 −
ψ2n−k

ψk
e2i argψn̺2(n−k), k = 0, n − 1, n ∈ N. (4)

Основний результат цього пункту говорить, зокрема, про те, що метод Un,Λ∗ є найкра-
щим лiнiйним методом наближення одночасно на класах Hψ

p i Aψp в метриках просторiв
Lp(T̺) i Lp(D̺) вiдповiдно i до того ж вiн є найкращим полiномiальним методом набли-
ження.

Нагадаємо, що норми в просторах Lp(T̺), Lp(D̺) i C(T̺) задаються таким чином:

‖f‖Lp(T̺) = ‖f(̺·)‖Lp(T), ‖f‖Lp(D̺) = ̺2/p‖f(̺·)‖Lp(D), ‖f‖C(T̺) = ‖f(̺·)‖C(T).

Теорема 1. Нехай функцiя Ψ(z) :=
∞∑
k=0

ψkz
k — твiрне ядро класу Hψ

p , 1 6 p 6 ∞.

1. Для даного натурального n i будь-якого ̺ ∈ [0, 1] рiвнiсть

En(H
ψ
∞

;C(T̺)) = Ln(H
ψ
∞

;C(T̺)) = |ψn|̺
n (5)

має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

2Re

(
1

ψn

∞∑

k=0

ψk+nz
k

)
> 1 ∀z ∈ D. (6)

При цьому метод (4) є єдиним найкращим лiнiйним методом наближення класу Hψ
∞.
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2. Якщо Ψ задовольняє умову (6), то для кожного фiксованого ̺ ∈ [0, 1] i кожного
натурального n при всiх p ∈ [1,∞)

En(H
ψ
p ;Lp(T̺)) = Ln(H

ψ
p ;Lp(T̺)) = sup

f∈Hψ
p

‖f − Un,Λ∗(f)‖Lp(T̺) = |ψn|̺
n; (7)

En(A
ψ
p ;Lp(D̺)) = Ln(A

ψ
p ;Lp(D̺)) = sup

f∈Aψp

‖f − Un,Λ∗(f)‖Lp(D̺) = |ψn|̺
n+2/p. (8)

Зауваження 1. Умова (6) є рiвносильною такiй: для кожного n ∈ N iснує додатна бо-
релiвська мiра µn на T така, що

ψk+n
ψn

=

∫

T

w−kdµn(w), k = 0, 1, 2, . . . .

Зауваження 2. Якщо числа ψk, k = 0, 1, 2, . . ., є дiйсними, то умову (6) можна переписати
у виглядi: для кожного натурального n гармонiчна функцiя

1

2
ψn + Re

∞∑

k=1

ψk+nz
k (9)

є знакосталою в крузi D.
За таких обмежень на функцiю Ψ iмплiкацiю (6) ⇒ Ln(H

ψ
p ;Lp(T̺)) = |ψn|̺

n доведено
в роботi [7], в якiй також побудовано найкращий лiнiйний метод наближення у виглядi (4).
За цих же обмежень на Ψ iмплiкацiя (6) ⇒ En(H

ψ
p ;Lp(T̺)) = |ψn|̺

n випливає з результатiв
робiт [2, 5].

Нескладно перевiрити, що умова (9) виконується для кожного натурального n, коли
послiдовнiсть ψ є додатною, опуклою i спадною до нуля або ж коли ψ є сталою.

У випадку наближення класу Hψ
p в метрицi простору Lp(D̺) має мiсце таке твердження.

Теорема 2. Нехай функцiя Ψ(z) :=

∞∑

k=0

ψkz
k — твiрне ядро класу Hψ

p , 1 6 p 6 ∞,

0 6 ̺ 6 1 i

Λ∗ = {λk,n(|z|)} : λk,n(|z|) = 1 −
ψ2n−k

ψk
e2i argψn |̺z|2(n−k), k = 0, n− 1, n ∈ N. (10)

Якщо Ψ задовольняє умову (6), то

Ln(H
ψ
p ;Lp(D̺)) = sup

f∈Hψ
p

‖f − Un,Λ∗(f)‖Lp(D̺) = |ψn|
̺n+2/p

(
p

2
n+ 1

)1/p
. (11)

3. n-Поперечники класiв A
ψ
p i H

ψ
p . Покажемо, що найкращий лiнiйний метод на-

ближення Λ∗ на класах Aψp i Hψ
p є найкращим агрегатом наближення серед усiх елементiв

усiх n-вимiрних пiдпросторiв Hp i Ap вiдповiдно. У такому випадку прийнято казати, що
метод Λ∗ реалiзує n-поперечник за Колмогоровим.

Нагадаємо необхiднi означення.
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Нехай X — комплексний нормований лiнiйний простiр, A — пiдмножина в X, Xn —
множина всiх n-вимiрних пiдпросторiв X, X

n — множина всiх пiдпросторiв X ковимiрностi n
i Ln — множина всiх неперервних лiнiйних операторiв Ln : X → Xn рангу n.

Нижченаведенi величини називаються вiдповiдно бернштейнiвським, колмогорiвським,
гельфандiвським та лiнiйним n-поперечником множини A в просторi X:

bn(A;X) := sup
Xn+1∈Xn+1

sup{r : rUXn+1 j A},

dn(A;X) := inf
Xn∈Xn

sup
f∈A

inf
g∈Xn

‖f + g‖X ,

dn(A;X) := inf
Xn∈Xn

sup
f∈A∩Xn

‖f‖X ,

δn(A;X) := inf
Ln∈Ln

sup
f∈A

‖f + Ln(f)‖X .

Оптимальними пiдпросторами для перших трьох з наведених поперечникiв називаються
пiдпростори, для яких досягаються вiдповiдно верхня межа для bn та нижнi межi для dn
i dn. Аналогiчно для δn, оператор Ln називається оптимальним, якщо для нього досягається
нижня межа.

Перерахованi n-поперечники та величини En i Ln спiввiдносяться мiж собою таким чи-
ном (див., напр., [9, гл. 2]):

bn(A;X) 6
dn(A;X)

dn(A;X)
6

δn(A;X)

En(A;X)
6 Ln(A;X). (12)

Теорема 3. Нехай 1 6 p 6 ∞, Ψ(z) :=
∞∑
k=0

ψkz
k — твiрне ядро класу Hψ

p , n ∈ N i Dn —

один з n-поперечникiв bn, dn, d
n або ж δn. Якщо для Ψ одночасно виконуються умови (6)

i (16), то для будь-якого ̺ ∈ [0, 1]

Dn(H
ψ
p ;Lp(T̺)) = |ψn|̺

n. (13)

При цьому:
1) простiр Pn є оптимальним пiдпростором для bn;
2) простiр Pn−1 є оптимальним пiдпростором для dn;
3) простiр Hn−1

p := {f ∈ Hp : f̂k = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1} є оптимальним пiдпростором
для dn;

4) оператор Ln := Un,Λ∗, де елементи матрицi Λ∗ визначаються правилом (4), є опти-
мальним для δn.

Теорема 4. Нехай 1 6 p 6 ∞, Ψ(z) :=
∞∑
k=0

ψkz
k — твiрне ядро класу Aψp , n ∈ N i Dn —

один з n-поперечникiв bn, dn, d
n або ж δn. Якщо для Ψ одночасно виконуються умови (6)

i (16), то для будь-якого ̺ ∈ [0, 1]

Dn(A
ψ
p ;Lp(D̺)) = |ψn|̺

n+2/p.

При цьому:
1) простiр Pn є оптимальним пiдпростором для bn;
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2) простiр Pn−1 є оптимальним пiдпростором для dn;
3) простiр An−1

p := {f ∈ Ap : f̂k = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1} є оптимальним пiдпростором
для dn;

4) оператор Ln := Un,Λ∗, де елементи матрицi Λ∗ визначаються правилом (4), є опти-
мальним для δn.

Теорема 5. Нехай 1 6 p 6 ∞, Ψ(z) :=
∞∑
k=0

ψkz
k — твiрне ядро класу Aψp , n ∈ N i Dn —

один з n-поперечникiв bn, dn, d
n або ж δn. Якщо для Ψ одночасно виконуються умови (6)

i (16), то для будь-якого ̺ ∈ [0, 1]

Dn(H
ψ
p ;Lp(D̺)) = |ψn|

̺n+2/p

(
pn

2
+ 1

)1/p
. (14)

При цьому:
1) простiр Pn є оптимальним пiдпростором для bn;

2) простiр span
{

(1 − (ψ2n−k/ψk)e
2i argψn |̺z|2(n−k))zk

}n−1

k=0
є оптимальним пiдпросто-

ром для dn;
3) простiр An−1

p є оптимальним пiдпростором для dn;
4) оператор Ln := Un,Λ∗, де елементи матрицi Λ∗ визначаються правилом (10), є опти-

мальним для δn.
Зауваження 3. Теореми 3 i 4 залишаються в силi, якщо в них замiсть Lp(T̺) i Lp(D̺)

розглядати простори Hp(D̺) i Ap(D̺) — простори Гардi та Бергмана, визначенi вiдповiдним
чином в крузi D̺. Рiвнiсть (14) в теоремi 5 при цьому залишається правильною тiльки для
поперечникiв bn i dn.

Теорему 3 у випадку, коли послiдовнiсть ψ задовольняє умову (9) i умову (16) зi значен-
нями ck = 0, k = 0, 1, . . ., доведено в [8]. Теореми 4 i 5 у випадку, коли ψk = 1, k = 0, 1, . . .,
доведено в [9, с. 254–257].

Доведення наведених тверджень згiдно зi спiввiдношенням (12) зводиться по сутi до
доведення вiдповiдних оцiнок зверху поперечника δn та оцiнок знизу поперечника bn.

Оцiнки для δn випливають з результатiв, наведених у п. 2 даної роботи.
Оцiнки для bn проводяться за вiдомою методикою, яка грунтується на використаннi

нерiвностi типу Бернштейна.
4. Нерiвнiсть типу Бернштейна для алгебраїчних многочленiв. У цьому пунк-

тi знайдено необхiднi та достатнi умови на функцiю Ψ, за яких виконується нерiвнiсть
Бернштейна в термiнах ψ-похiдних для алгебраїчних многочленiв у крузi D.

Теорема 6. Нехай ψ := {ψ0, . . . , ψn}, n ∈ N, — набiр комплексних чисел, вiдмiнних
вiд нуля.

1. Для того щоб для будь-якого алгебраїчного многочлена Pn ∈ Pn виконувалася уза-
гальнена нерiвнiсть Бернштейна

‖Pψn ‖C(T) 6
1

|ψn|
‖Pn‖C(T), (15)

необхiдно i достатньо, щоб iснувала послiдовнiсть чисел {ck}
∞

k=0 така, що

2Re

(
n∑

k=0

ψn
ψn−k

zk + zn+1
∞∑

k=0

ckz
k

)
> 1 ∀z ∈ D. (16)
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2. Якщо виконується (16), то для будь-якого алгебраїчного многочлена Pn ∈ Pn при
кожному p ∈ [1,∞) i будь-якому ̺ ∈ [0, 1]

‖Pψn ‖Lp(T) 6
1

|ψn|̺n
‖Pn‖Lp(T̺), (17)

‖Pψn ‖Lp(T) 6
1

|ψn|̺n+2/p

(
p

2
n+ 1

)1/p

‖Pn‖Ap(D̺), (18)

‖Pψn ‖Lp(D) 6
1

|ψn|̺n+2/p
‖Pn‖Ap(D̺). (19)

Рiвнiсть у спiввiдношеннях (17)–(19) досягається для многочлена Pn(z) = eiαzn, α ∈ R.
Зауваження 4. Умова (16) є рiвносильною кожнiй з таких умов:
1) iснує додатна борелiвська мiра µ на T така, що
∫

T

w−kdµ(w) =
ψn
ψn−k

, k = 0, . . . , n;

2) для кожного натурального m i будь-яких комплексних чисел λk, k = 0, 1, . . .

m∑

k=0

m∑

l=0

γk−lλkλl > 0, (20)

де

γk =






ψn
ψn−k

, k = 0, . . . , n,

ck, k = n+ 1, . . .

i γ−k = γk, k > 1.
У випадку, коли числа ψk є такими, що умова (16) виконується при ck = 0, k = 0, 1, . . .,

iмплiкацiя (16) ⇒ (15) доведена Г. Сеге (див. посилання в [10, с. 173]) i передоведена в [8].
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