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For a system of (n−1) polynomials in n variables, we consider the connection of the operation

of generation for the root functionals with root polynomials.

Здесь мы будем использовать определения, обозначения и соглашения, данные в [1–3].
Теорема 1. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, y ≃ x = (x1, . . . , xn) —

переменные, f(x) = (f1(x), . . . , fn−1(x)) — полиномы из R[x], положим δf =
n−1
∑

i=1

deg(fi)−n.

Пусть функционалы L1(x∗) и L2(x∗) аннулируют (f(x))x.

Положим L(x∗) = L1(x∗)
+
∗ L2(x∗), заметим, что L(x∗) = L2(x∗)

+
∗ L1(x∗). Тогда:

1) функционал L(x∗) аннулирует (f(x))x;
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2) если функционал L1(x∗) аннулирует (f(x), h1(x))x, где h1(x) ∈ R[x], то имеет место

L(x∗) · h1(x) = L2(x∗) · (L1(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇h1(x, y)‖);

3) если функционал L2(x∗) аннулирует (f(x), h2(x))x, где h2(x) ∈ R[x], то имеет место

L(x∗) · h2(x) = L1(x∗) · (L2(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇h2(x, y)‖).

Доказательство. В силу 1 теоремы 4 из [3] область значений разности отображений
T+

x (x, y) − T+
x (y, x) лежит в (f(x), f(y))x,y; L1(x∗).L2(y∗).(f(x), f(y))x,y = {0}, поскольку

L1(x∗) аннулирует (f(x))x, L2(y∗) аннулирует (f(y))y. Тогда имеет место

L2(x∗)
+
∗ L1(x∗) = L2(x∗).L1(y∗).T

+
x (x, y) =

= L2(x∗).L1(y∗).T
+
x (y, x) = L1(x∗).L2(y∗).T

+
x (x, y) = L1(x∗)

+
∗ L2(x∗) = L(x∗).

Доказательство 1. L(x∗) = L1(x∗).L2(y∗).Tx(x, y)+L2(x∗)·(L1(y∗).Ω(y, x)), где Ω(x, y) —
коммутаторный полином для (∇f,∇). Второе слагаемое аннулирует (f(x))x, так как L2(x∗)
аннулирует (f(x))x; первое слагаемое аннулирует (f(x))x в силу 1 теоремы 3 из [3], так как
L1(x∗) и L2(x∗) аннулируют (f(x))x. Следовательно, L(x∗) аннулирует (f(x))x.

Доказательство 3. Пусть g(x) ∈ R[x], применяя 4 теоремы 1 из [3] во втором равенстве
к Tx′(x, y).h2(x

′) · g(x′) имеем

(L1(x∗).L2(y∗).Tx′(x, y)) · h2(x
′).g(x′) = L1(x∗).L2(y∗).(Tx′(x, y).h2(x

′) · g(x′)) =

= L1(x∗).L2(y∗).((Tx′(x, y).h2(x
′)) · g(x) + h2(y) · (Tx′(x, y).g(x′))) =

= L1(x∗) · (L2(y∗).Tx′(x, y).h2(x
′)).g(x) + 0∗.

Третье равенство имеет место, так как L2(y∗) ·h2(y) = 0∗. Следовательно, в силу произволь-
ности g(x) ∈ R[x] имеет место (L1(x∗).L2(y∗).Tx(x, y))·h2(x)=L1(x∗)·(L2(y∗).Tx′(x, y).h2(x

′)).
Далее, (L2(x∗) · (L1(y∗).Ω(y, x))) ·h2(x) = 0, так как L2(x∗) ·h2(x) = 0∗. Тогда L(x∗) ·h2(x) =
= (L1(x∗).L2(y∗).Tx(x, y) +L2(x∗) · (L1(y∗).Ω(y, x))) · h2(x) = L1(x∗) · (L2(y∗).Tx′(x, y).h2(x

′)).

Доказательство 2. С учетом того, что L(x∗) = L1(x∗)
+
∗ L2(x∗) = L2(x∗)

+
∗ L1(x∗) из 3

теоремы следует 2 теоремы.
Теорема 2. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, z ≃ y ≃ x = (x1, . . . , xn) —

переменные, f(x) = (f1(x), . . . , fn−1(x)) — полиномы из R[x], δf =
n−1
∑

i=1

deg(fi) − n.

Пусть hp(x) ∈ R[x]6dp , функционал Lp(x∗) аннулирует (f(x), hp(x))x и аннулирует
R[x]6△p−1, где △p > 0, положим Hp(x) = Lp(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇hp(x, y)‖, здесь p = 1, 2.

Положим L(x∗) = L1(x∗)
+
∗ L2(x∗), h(x) = h1(x) · h2(x). Тогда:

1) L(x∗) аннулирует (f(x), h(x))x;

2) L(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇h(x, y)‖−(H1(x) ·H2(x)+h(x) ·Γ(x)) ∈ (f(x))
62δf +d1+d2−△1−△2

x ,

где Γ(x) = −L1(y∗).L2(z∗).W (x, y, z), W (x, y, z) ∈ R[x, y, z]62δf ;
если △1 > δf + 1 и △2 > δf + 1, то Γ(x) = 0.
Доказательство 1. L(x∗) · h(x) = L(x∗) · (h1(x) · h2(x)) = (L(x∗) · h2(x)) · h1(x) =

= L1(x∗) · (L2(y∗).Tx′(x, y).h2(x
′)) · h1(x) = 0∗; третье равенство имеет место в силу 3 теоре-

мы 1, так как L2(x) аннулирует (f(x), h2(x))x, L1(x∗) аннулирует (f(x))x; четвертое равен-
ство имеет место, так как L1(x∗) аннулирует (f(x), h1(x))x. В силу 1 теоремы 1 функционал

L(x∗) = L1(x∗)
+
∗ L2(x∗) аннулирует (f(x))x. Следовательно, L(x∗) аннулирует (f(x), h(x))x.
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Доказательство 2. В силу третьего равенства 1 теоремы 5 из [3]

T+

x′ (y, z).Tx′′(x, x′) = Tx′(x, y).Tx′′(x′, z) −W (x, y, z) · (1x′′(x) − 1x′′(z)) +Qx′′(x, y, z),

где W (x, y, z) ∈ R[x, y, z]62δf , отображение Qx′′(x, y, z) ∈ HomR(R[x′′],R[x, y, z]) такое,

что имеет место Qx′′(x, y, z).R[x′′]6d ⊆ (f(x), f(y), f(z))
62δf +d
x,y,z для любого d ∈ Z. Тогда

L1(y∗).L2(z∗).T
+

x′ (y, z).Tx′′(x, x′).h1(x
′′) · h2(x

′′) равно сумме V1(x) + V2(x) + V3(x), где

V2(x) = −L1(y∗).L2(z∗).(W (x, y, z) · (1x′′(x) − 1x′′(z))).h1(x
′′) · h2(x

′′) =

=−L1(y∗).L2(z∗).W (x, y, z) · h1(x) · h2(x)+L1(y∗).L2(z∗).W (x, y, z)· h1(z) · h2(z)=

= −h(x) · (L1(y∗).L2(z∗).W (x, y, z)) + 0

(второе слагаемое в третьей части равенства нулевое, так как L2(z∗) · h2(z) = 0∗);

V3(x) = L1(y∗).L2(z∗).Qx′′(x, y, z).h1(x
′′) · h2(x

′′) ∈ (f(x))
62δf +d1+d2−△1−△2

x ;

V1(x) = L1(y∗).L2(z∗).Tx′(x, y).Tx′′(x′, z).h1(x
′′) · h2(x

′′) =

= L1(y∗).L2(z∗).Tx′(x, y).(Tx′′ (x′, z).h1(x
′′)) · h2(z) +

+ L1(y∗).L2(z∗).Tx′(x, y).h1(x
′) · (Tx′′(x′, z).h2(x

′′)) + S1(x) =

= 0 + L1(y∗).L2(z∗).(Tx′(x, y).h1(x
′)) · (Tx′′(x, z).h2(x

′′)) +

+ L1(y∗).L2(z∗).h1(y) · (Tx′(x, y).(Tx′′ (x′, z).h2(x
′′))) + S2(x) + S1(x) =

= (L1(y∗).Tx′(x, y).h1(x
′)) · (L2(z∗).Tx′′(x, z).h2(x

′′)) + 0 + S1(x) + S2(x) =

= H1(x) ·H2(x) + S1(x) + S2(x)

(во второй части равенства для Tx′′(x′, z) применяется 4 теоремы 1 из [3]; первое слагаемое
в третьей части равенства нулевое, так как L2(z∗)·h2(z) = 0∗; во втором слагаемом в третьей
части равенства для Tx′(x, y) применяется 4 теоремы 1 из [3]; третье слагаемое в четвертой
части равенства нулевое, так как L1(y∗) · h1(y) = 0∗);

S1(x) = L1(y∗).L2(z∗).Tx′(x, y).U1(x
′, z), U1(x

′, z) ∈ (f(x′), f(z))
6δf +d1+d2

x′,z ,

S2(x) = L1(y∗).L2(z∗).U2(x, y, z), U2(x, y, z) ∈ (f(x), f(y))
62δf +d1+d2

x,y,z .

В силу 1 и 3 теоремы 1 из [3] Tx′(x, y).U1(x
′, z) ∈ (f(x), f(y), f(z))

62δf +d1+d2

x,y,z , тогда S1(x)

и S2(x) ∈ (f(x))
62δf +d1+d2−△1−△2

x . Таким образом,

L(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇h(x, y)‖ = L(x′∗).det ‖∇f(x, x′) ∇h(x, x′)‖ =

= L1(y∗).L2(z∗).T
+

x′ (y, z).Tx′′(x, x′).h(x′′) =

= H1(x) ·H2(x) − h(x) · (L1(y∗).L2(z∗).W (x, y, z)) + (S1(x) + S2(x) + V3(x)),

и S1(x) + S2(x) + V3(x) ∈ (f(x))
62δf +d1+d2−△1−△2

x .
Теорема 3. Пусть имеют место условия и обозначения теоремы 2. Пусть разность

Lp(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇hp(x, y)‖ − H ′
p(x) − hp(x) · g

p(x) ∈ (f(x))x, где H ′
p(x), g

p(x) ∈ R[x],

для p = 1, 2. Положим L′(x∗) = L1(x∗)
+
∗ L2(x∗) − L1(x∗) · g

2(x) − L2(x∗) · g
1(x). Тогда:
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1) L′(x∗) аннулирует (f(x), h(x))x;
2) L′(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇h(x, y)‖ − H ′

1(x) · H
′
2(x) − h(x) · Γ′(x) ∈ (f(x))x, где Γ′(x) =

= −L1(y∗).L2(z∗).W (x, y, z) + L1(y∗).Tx′(x, y).g2(x′) + L2(y∗).Tx′(x, y).g1(x′) − g1(x) · g2(x);
3) L′(x∗) · h1(x) = L2(x∗) · H

′
1(x), L

′(x∗) · h2(x) = L1(x∗) · H
′
2(x).

Доказательство 1. В силу 1 теоремы 1 L1(x∗)
+
∗ L2(x∗) аннулирует (f(x), h(x))x;

L1(x∗) аннулирует (f(x), h1(x))x ⊇ (f(x), h(x))x, также L2(x∗) аннулирует (f(x), h2(x))x ⊇

⊇ (f(x), h(x))x; следовательно, L′(x∗) = L1(x∗)
+
∗ L2(x∗) — L1(x∗) · g

2(x) − L2(x∗) · g
1(x)

аннулирует (f(x), h(x))x. Здесь h(x) = h1(x) · h2(x).
Доказательство 2. Под a(x) ≡ b(x) будем понимать a(x)− b(x) ∈ (f(x))x. Имеет место

L1(y∗) · g
2(y).Tx′(x, y).h1(x

′) · h2(x
′) = L1(y∗).g

2(y) · Tx′(x, y).h1(x
′) · h2(x

′) ≡

≡ L1(y∗).g
2(x) · Tx′(x, y).h1(x

′) · h2(x
′) −

− L1(y∗).(h1(x) · h2(x) − h1(y) · h2(y)) · Tx′(x, y).g2(x′) ≡

≡ L1(y∗).g
2(x) · (Tx′(x, y).h1(x

′)) · h2(x) + L1(y∗).g
2(x) · h1(y) · (Tx′(x, y).h2(x

′)) −

− (h1(x) · h2(x)) · (L1(y∗).Tx′(x, y).g2(x′)) =

= (L1(y∗).Tx′(x, y).h1(x
′)) · (h2(x) · g

2(x)) + 0∗ − h(x) · (L1(y∗).Tx′(x, y).g2(x′)) =

= H1(x) · (h2(x) · g
2(x)) − h(x) · (L1(y∗).Tx′(x, y).g2(x′));

L2(y∗) · g
1(y).Tx′(x, y).h1(x

′) · h2(x
′) ≡

≡ (h1(x) · g
1(x)) ·H2(x) − h(x) · (L2(y∗).Tx′(x, y).g1(x′));

L(y∗).Tx′(x, y).h1(x
′) · h2(x

′) ≡ H1(x) ·H2(x) + h(x) · Γ(x).

Докажем первое равенство. Во второй части равенства применяется 5 теоремы 1 из [3]:
(g2(x) − g2(y)) · (Tx′(x, y).h(x′)) = (h(x) − h(y)) · (Tx′(x, y).g2(x′)) ∈ (f(x), f(y))x,y; в третьей
части равенства в первом слагаемом применяется 4 теоремы 1 из [3]: Tx′(x, y).h1(x

′)·h2(x
′)−

− (Tx′(x, y).h1(x
′)) ·h2(x)−h1(y) · (Tx′(x, y).h2(x

′)) ∈ (f(x), f(y))x,y; в обоих случаях исполь-
зуется то, что L1(y∗).(f(x), f(y))x,y ⊆ (f(x))x, которое имеет место, так как L1(y∗) анну-
лирует (f(y))y. Второе слагаемое третьей части равенства равно третьему слагаемому че-
твертой части равенства и второе слагаемое четвертой части равенства равно 0∗, поскольку
L1(y∗) · h1(y) = 0∗. Второе равенство доказывается аналогично первому равенству. Третье
равенство есть 2 теоремы 2. Тогда

L′(y∗).Tx′(x, y).h(x) = (L(y∗) − L1(y∗) · g
2(y) − L2(y∗) · g

1(y)).Tx′(x, y).h1(x
′) · h2(x

′) ≡

≡ (H1(x) ·H2(x) + h(x) · Γ(x)) −

− (H1(x) · (h2(x) · g
2(x)) − h(x) · (L1(y∗).Tx′(x, y).g2(x′))) −

− ((h1(x) · g
1(x)) ·H2(x) − h(x) · (L2(y∗).Tx′(x, y).g1(x′))) =

= (H1(x) − h1(x) · g
1(x)) · (H2(x) − h2(x) · g

2(x)) + h(x) · Γ′(x) =

= H ′
1(x) ·H

′
2(x) + h(x) · Γ′(x),

где Γ′(x) = Γ(x) + L1(y∗).Tx′(x, y).g2(x′) + L2(y∗).Tx′(x, y).g1(x′) − g1(x) · g2(x).
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Доказательство 3. Имеет место

L′(x∗) · h1(x) = (L(x∗) − L1(x∗) · g
2(x) − L2(x∗) · g

1(x)) · h1(x) =

= L(x∗) · h1(x) − L1(x∗) · h1(x) · g
2(x) − L2(x∗) · h1(x) · g

1(x) =

= L2(x∗) ·H1(x) − 0∗ − L2(x∗) · h1(x) · g
1(x) = L2(x∗) · (H1(x) − h1(x) · g

1(x)) =

= L2(x∗) ·H
′
1(x).

Во второй части равенства L(x∗) · h1(x) = L2(x∗) · (L1(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇h1(x, y)‖) =
= L2(x∗) · H1(x) в силу 3 теоремы 1, поскольку L1(x) аннулирует (f(x), h1(x))x, L2(x∗)
аннулирует (f(x))x. Кроме того, во второй части равенства второе слагаемое равно 0∗, по-
скольку L1(x∗) · h1(x) = 0∗. Аналогично доказывается, что L′(x∗) · h2(x) = L2(x∗) ·H

′
2(x).

Теорема 4. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, y ≃ x = (x1, . . . , xn) —

переменные, f(x) = (f1(x), . . . , fn−1(x)), F (x) — полиномы из R[x], δf =
n−1
∑

i=1

deg(fi) − n.

Пусть функционал λ(x∗) аннулирует (f(x), F (x))x и

λ(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇F (x, y)‖ − F (x) ·G(x) ∈ (f(x))x,

пусть функционал l(x∗) аннулирует (f(x))x.

Пусть Λ(x∗) = l(x∗)
+
∗ λ(x∗) − l(x∗) · G(x). Тогда:

1) Λ(x∗) аннулирует (f(x), F (x))x;
2) Λ(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇F (x, y)‖ − F (x) · Γ(x) ∈ (f(x))x, где

Γ(x) = −l(y∗).λ(z∗).W (x, y, z) + l(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇G(x, y)‖,

W (x, y, z) ∈ R[x, y, z]62δf .

Доказательство 1. (l(x∗)
+
∗ λ(x∗)) · F (x) = l(x∗) · (λ(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇F (x, y)‖) =

= l(x∗) ·F (x) ·G(x) = (l(x∗) ·G(x)) ·F (x); первое равенство имеет место в силу 3 теоремы 1,
поскольку L(x∗) аннулирует (f(x))x, λ(x∗) аннулирует (f(x), F (x))x; второе равенство име-
ет место, так как λ(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇F (x, y)‖ − F (x) ·G(x) ∈ (f(x))x и l(x∗) аннулирует

(f(x))x. Следовательно, Λ(x∗)·F (x) = (l(x∗)
+
∗ λ(x∗)−l(x∗)·G(x))·F (x) = 0∗. В силу 1 теоре-

мы 1 l(x∗)
+
∗ λ(x∗) аннулирирует (f(x))x; и так как l(x∗) аннулирует (f(x))x, то функционал

Λ(x∗) = l(x∗)
+
∗ λ(x∗) − l(x∗) · G(x) аннулирует (f(x))x. Таким образом, Λ(x∗) аннулирует

(f(x), F (x))x.
Доказательство 2. Используя третье равенство 1 теоремы 5 из [3] имеем

l(y∗).λ(z∗).T
+

x′ (y, z).Tx′′(x, x′).F (x′′) = l(y∗).λ(z∗).Tx′(x, y).Tx′′(x′, z).F (x′′) −

− l(y∗).λ(z∗).W (x, y, z) · (1x′′(x) − 1x′′(z)).F (x′′) + l(y∗).λ(z∗).Qx′′(x, y, z).F (x′′),

где W (x, y, z) ∈ R[x, y, z]62δf , отображение Qx′′(x, y, z) ∈ HomR(R[x′′],R[x, y, z]) такое, что

Qx′′(x, y, z).R[x′′]6d ⊆ (f(x), f(y), f(z))
62δf +d
x,y,z для любого d ∈ Z. Положим

C(x) = l(y∗).λ(z∗).Qx′′(x, y, z).F (x′′),
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тогда C(x) ∈ (f(x))x, так как l(y∗) аннулирует (f(y))y и λ(z∗) аннулирует (f(z))z . Второе
слагаемое равно

−l(y∗).λ(z∗).W (x, y, z) · F (x) + l(y∗).λ(z∗).W (x, y, z) · F (z) =

= −F (x) · (l(y∗).λ(z∗).W (x, y, z)),

здесь l(y∗).λ(z∗).W (x, y, z) · F (z) = 0, так как λ(z∗) · F (z) = 0∗. Далее,

l(y∗).λ(z∗).Tx′(x, y).Tx′′(x′, z).F (x′′) = l(y∗).Tx′(x, y).(λ(z∗).Tx′′(x′, z).F (x′′)) =

= l(y∗).Tx′(x, y).(F (x′) ·G(x′) +A(x′)) =

= l(y∗).(Tx′(x, y).F (x′)) ·G(y)+l(y∗).F (x) · (Tx′(x, y).G(x′))+l(y∗).U(x, y)+B(x)=

= l(x′∗) ·G(x′).Tx′′(x, x′).F (x′′) + F (x) · (l(y∗).Tx′(x, y).G(x′)) + (S(x) +B(x)).

Второе равенство имеет место, так как λ(z∗).Tx′′(x′, z).F (x′′) = F (x′) · G(x′) + A(x′), где
A(x′) ∈ (f(x′))x′ . В третьем равенстве положим B(x) = l(y∗).Tx′(x, y).A(x′), тогда в силу 1
теоремы 2 из [3] B(x) ∈ (f(x))x, так как l(x∗) аннулирует (f(x))x. Также в третьем равенстве
к Tx′(x, y).(F (x′) ·G(x′)) применяется 4 теоремы 1 из [3], при этом U(x, y) ∈ (f(x), f(y))x,y.
Положим S(x) = l(y∗).U(x, y), тогда S(x) ∈ (f(x))x, так как l(y∗) аннулирует (f(y))y. Таким
образом,

Λ(y∗).det ‖∇f(x, y) ∇F (x, y)‖ = Λ(x′∗).det ‖∇f(x, x′) ∇F (x, x′)‖ =

= (l(y∗).λ(z∗).T
+

x′ (y, z) − l(x′∗) ·G(x′)).Tx′′(x, x′).F (x′′) =

= l(y∗).λ(z∗).T
+

x′ (y, z).Tx′′(x, x′).F (x′′) − l(x′∗) ·G(x′).Tx′′(x, x′).F (x′′) =

= F (x) · (l(y∗).Tx′(x, y).G(x′)) − F (x) · (l(y∗).λ(z∗).W (x, y, z)) +

+ (S(x) +B(x) + C(x)) = F (x) · Γ(x) + (S(x) +B(x) + C(x)),

и (S(x) + B(x) + C(x)) ∈ (f(x))x.
Теорема 5. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, y ≃ x = (x1, . . . , xn) —

переменные, f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) — полиномы из R[x], δf =
n
∑

i=1

deg(fi) − n. Пусть

функционал λ(x∗) аннулирует (f(x))x и λ(y∗).det ‖∇f(x, y)‖ ∈ (f(x))x, такой функционал
назовем вырожденным корневым функционалом. Тогда:

1) для любого H(x) ∈ R[x] функционал Λ(x∗) = λ(x∗) · H(x) аннулирует (f(x))x и
Λ(y∗).det ‖∇f(x, y)‖ ∈ (f(x))x;

2) если R[x]/(f(x))x является конечно порожденным как модуль над R, то λ(x∗) = 0∗.
Доказательство 1. В силу первого свойства 2) из [1, с. 6] разность полиномов

λ(y∗) ·H(y).det ‖∇f(x, y)‖ −H(x) · (λ(y∗).det ‖∇f(x, y)‖) ∈ (f(x))x.

Поскольку имеет место λ(y∗).det ‖∇f(x, y)‖ ∈ (f(x))x, то

Λ(y∗).det ‖∇f(x, y)‖ = λ(y∗) ·H(y).det ‖∇f(x, y)‖ ∈ (f(x))x.

Доказательство 2. В силу следствия из [1, с. 8] если R[x]/(f(x))x является конечно
порожденным как модуль над R, то существует единичный корневой функционал. В силу
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свойства 5) из [1, с. 6] если существует единичный корневой функционал, то любой функ-
ционал L(x∗), аннулирующий (f(x))x и такой, что L(y∗).det ‖∇f(x, y)‖ ∈ (f(x))x, равен
нулю. Следовательно, λ(x∗) = 0∗.

Замечание 1 (к теореме 5). R является алгебраически замкнутым полем. В этом случае
условие R[x]/(f(x))x является конечно порожденным как модуль над R эквивалентно усло-
вию 0-мерности многообразия корней. Тогда 2 теоремы 5 означает, что в случае 0-мерного
многообразия корней нет ненулевых вырожденных корневых функционалов.
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Про один критерiй для опуклих функцiй

We obtain some new facts for the convex downwards functions vanishing at infinity.

У роботi встановлено низку нових фактiв для опуклих донизу функцiй, якi зникають на
нескiнченностi. Iнтерес до таких функцiй в останнi десятилiття обумовлений введенням по-
няття узагальнених похiдних i вивченням апроксимативних властивостей класiв перiодич-
них функцiй, що визначаються на їх основi (див., напр., [1, 2]). Властивостi таких функцiй
дослiджувались у роботах [1, гл. III; 2, гл. III; 3; 4] та iн. Зокрема, в [1] було запропоновано
класифiкувати опуклi донизу функцiї таким чином.

Нехай M — множина всiх додатних при t > 1 опуклих донизу спадних до нуля функцiй:

M =

{

ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1) − 2ψ

(

t1 + t2
2

)

+ ψ(t2) > 0, ∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0

}

.

Нехай, далi, ψ ∈ M, тодi через η(t) = η(ψ; t) позначають функцiю, яка пов’язана iз ψ
рiвнiстю

ψ(η(t)) =
1

2
ψ(t), t > 1. (1)

Внаслiдок строгої монотонностi функцiї ψ, η(t) при всiх t > 1 визначається однозначно:

η(t) = η(ψ; t) = ψ−1

(

1

2
ψ(t)

)

. (2)
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