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Розв’язано задачу про поширення плоских теплових та термопружних сейсмiчних хвиль
у реологiчному тiлi, яке складається з довiльного числа паралельно з’єднаних реологiч-
них тiл Максвелла, — узагальненому реологiчному тiлi Максвелла. Отримано аналiтич-
нi вирази для швидкостей i коефiцiєнтiв згасання теплових та термопружних сейс-
мiчних хвиль. Доведено, що для цього реологiчного тiла виконується принцип причин-
ностi.

Одним з найважливiших джерел iнформацiї про будову Землi є сейсмiчнi хвилi, а тому
дослiдження їхнiх властивостей — одна з важливiших задач геофiзики. Мiж параметрами
сейсмiчних хвиль i властивостями фiзичних середовищ, в яких вони поширюються, iснує
зв’язок, за допомогою якого можна отримати данi про склад i структуру геологiчних се-
редовищ. Реальнi фiзичнi середовища є непружними (К.М. Зiнер, 1954), що проявляється
насамперед у зсувi фаз мiж напругою й деформацiєю, повзучостi, а також враховується [1]
за допомогою реологiчних моделей шляхом включення в математичну модель поряд з пруж-
ними в’язкi й пластичнi елементи. Зауважимо, що врахування пiдвищеної температури се-
редовища вимагає додаткових доповнень у математичну модель.

У повiдомленнi розглядається задача про поширення плоских теплових i термопружних
хвиль в однорiдному iзотропному середовищi, непружнi властивостi якого апроксимуються
реологiчним тiлом, що схематично зображується паралельним об’єднанням n (n > 2) рео-
логiчних тiл (РТ) Максвелла. Його реологiчна формула записується таким чином: M∗

n =
= M1|M2 · · · |Mn, де M = N—H — тiло Максвелла: H — пружний, а N — в’язкий елементи;
вертикальна риска означає паралельне з’єднання, а горизонтальна — послiдовна. Реологiчне
рiвняння (РР) узагальненого тiла Максвелла виводиться рекурентно з умови

M∗

k = M∗

k−1|Mk, k = 2, . . . , n, (1)
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при цьому враховується, що деформацiя в дослiджуваному тiлi та в РТ-складових однакова,
а напруга в дослiджуваному тiлi дорiвнює сумi напруг в його складових:

σ∗

k = σ∗

k−1 + σk = σ, ε∗k = ε∗k−1 + εk = ε. (2)

Тут σ — напруга; ε — деформацiя; нижнiй iндекс указує на належнiсть до певного РТ.
Зв’язок мiж напругою й деформацiєю в ординарному РТ Максвелла описується таким

чином:

σi + τ (i)σ̇i = ηi[ε̇i − β0iθ̇i], (3)

де τ (i) = ηi/Ei — час релаксацiї напруги при постiйнiй деформацiї у i-му тiлi Максвелла, ηi
й Ei — його в’язкi й пружнi модулi; β0i = ((1 + νi)/(1 − νi))αTi

, νi — коефiцiєнт Пуассона,
αTi

— коефiцiєнт лiнiйного температурного розширення; θi = Ti−T0i, T0i — температура не-
деформованого, а Ti — деформованого i-го тiла Максвелла в точцi з поточною координатою
x (θi/T0i ≪ 1). Крапка зверху означає диференцiювання по часовiй координатi t.

РР дослiджуваного тiла отримаємо, якщо виключити iз системи (1) за допомогою рiв-
нянь (2) парцiальнi напруги й деформацiї та припустити, що θ2β02/β01 ∼= θ1 = θ:

Pn(D)σ = HnDQn−1(D)[ε − β01θ], (4)

де D = d/dt — оператор диференцiювання по часовiй координатi t; Pn i Qn−1 — полiноми
вiд D, адитивна константа в яких дорiвнює одиницi, а iншi константи виражаються через
механiчнi параметри дослiджуваного РТ, показник внизу вказує на порядок цих полiномiв,

Hn =
n∑

i=1
ηi — релаксуючий в’язкий модуль узагальненого РТ Максвелла.

Зауважимо, що можуть бути виродженi випадки об’єднання РТ Максвелла, коли один
з елементiв останнього РТ Максвелла буде дорiвнювати нулю:

M∗H
n = M∗

n|H, M∗N
n = M∗

n−1|N,

а їхнi РР запишуться таким чином:

Pnσ = EQH
n (ε− β01θ), Pn−1σ = HnDQN

n−1(ε− β01θ),

де QH
n = Pn + νnDQn−1, νn = Hn/E, QN

n−1 = HnD(ηnPn−1/Hn +Qn−2Hn−1/Hn), Hn =
= Hn−1 + ηn, а Pi i Qi−1 — коефiцiєнти при напрузi та деформацiї у РР РТ M∗

i .
Система рiвнянь зв’язаної динамiчної задачi термопружностi складається з рiвняння

руху в перемiщеннях та рiвняння теплопровiдностi.
Рiвняння руху для плоскої поздовжньої одновимiрної хвилi за допомогою другого закону

Ньютона, який має такий вигляд:

ρü = σ′, (5)

де u — поздовжнє змiщення середовища в напрямi поширення сейсмiчної хвилi; ρ — питома
густина; штрихом позначено диференцiювання по лiнiйнiй змiннiй x.

Продиференцiюємо спiввiдношення (4) по змiннiй x i пiдставимо туди σ з рiвняння (5).
З огляду на те, що ε = u′, отримаємо в пiдсумку рiвняння руху в перемiщеннях для до-
слiджуваного тiла:

ρD2Pnu =
HnDQn−1[u

′′ − β01θ
′]

ρ
. (6)
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Рiвняння теплопровiдностi записується таким чином [2]:

θ′′ − 1

κ
θ̇ −mu̇′ = 0, (7)

де κ — коефiцiєнт температуропровiдностi; m = β01E0T0/λq, λq — коефiцiєнт теплопровiд-
ностi, E0 — пружний модуль.

Розв’язок системи рiвнянь термопружностi (6), (7) шукаємо в такому виглядi [2]:

u = u0e
i(kx−ωt), θ = θ0e

i(kx−ωt), (8)

де u0 i θ0 — довiльнi постiйнi iнтегрування; ω — кругова частота; k = ω/c0 + iα — хвильове
число, c0 — фазова швидкiсть, а α — коефiцiєнт згасання дослiджуваних сейсмiчних хвиль;
i =

√
−1.

Пiдставимо u й θ у формi (8) у систему рiвнянь динамiчної задачi термопружностi (6), (7)
та приходимо до такої однорiдної лiнiйної системи рiвнянь для визначення сталих iнтегру-
вання u0 i θ0:

(
−k2 + i

ω

κ

)
θ0 −mωku0 = 0,

iHnβ01kQn−1θ0 + [−ρiωPn +Hk2Qn−1]u0 = 0.

(9)

З умови нетривiальностi розв’язку системи рiвнянь (9) для дослiджуваного тiла отри-
муємо таке характеристичне бiквадратне рiвняння для хвильових чисел:

HnQn−1k
4 −

[
iρωPn +

iωHn

κ
Qn−1 + imωβ01

]
k2 − ρω2

κ
Pn = 0,

яке можна записати у наведенiй формi таким чином:

k4 −
[
ω2

c20
+

ω

κ
(1 + δ0)i

]
k2 − ω3

κc20
= 0, (10)

де c20 = E/ρ — комплексна швидкiсть; E = ωHnQn−1/(iPn) = E0(1 − iβ) — комплексний,
а E0 = Re(E) — динамiчний модулi; β = arctg(Im(E)/Re(E)) — фазова характеристика
комплексного модуля, яка для бiльшостi гiрських порiд мала вiдносно одиницi [3] i на-
зивається кутом втрат або внутрiшнiм тертям [4, 5]; δ0 = mκβ01/(HnQn−1) — константа
зв’язностi, яка мала порiвняно з одиницею [2].

Коренi бiквадратного рiвняння (10) визначаються за формулою

k21,2 =
1

2

[
ω2

c20
+

iω

κ
(1 + δ0)±

√(
ω2

c20
+

iω

κ
(1 + δ0)

)2

− 4iω3

κc20

]
, (11)

яку можна перетворити, враховуючи, що складовi в радикалi мають рiзний порядок, i пiсля
елементарних перетворень отримати в пiдсумку такий вираз для хвильових чисел:

k21,2 =
1

2

[
ω2

c20
+

iω

κ
(1 + δ0)±

(
ω2

c20
− iω

κ
(1 + δ0)

)√
1 + δ

]
, (12)
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де

δ =
4iδ0ω

2/c20
[ω2/c20 − iω(1− δ0)/κ]2

=
4iδ0ξ

[ξ − i(1− δ0)]2
≪ 1, ξ =

ωκ

c20
≪ 1.

Вiдомо, що необхiдною i достатньою умовою дотримання принципу причинностi [6, 7]
є вимога, щоб коренi хвильового числа k(ω) знаходилися в нижнiй пiвплощинi (Imω < 0). Ця
умова буде виконуватися у випадку, коли показник степеня у виразi для часової складової
у формулi (8) буде вiд’ємним.

Дiйсно, визначальним фактором в наявностi коренiв у хвильовому числi є коренi комп-
лексного модуля, який записується таким чином:

E =
ωHnQn−1(D)

iPn(D)
. (13)

Характеристичнi полiноми P i Q розкладаються на множники так:

Qn−1 =

n−1∑

i=0

biD
i = bn−1

n−1∏

i=1

(D − µi), Pn1 =

n∑

i=0

aiD
i = an

n∏

i=1

(D − λi), (14)

де a0 = b0 = 1, λi = −τ−1
i , µi = −ν−1

i — коренi характеристичних рiвнянь P (D) i Q(D),
τi — часи релаксацiй, а νi — часи пiслядiї. Пiдставимо в формулу (13) вирази для характе-
ристичних полiномiв P i Q, згiдно з формулою (14), i враховуючи, згiдно з теоремою Вiєта,

що bn−1 =
n−1∏
i=1

νi, an =
n∏

i=1
τi, отримаємо при D = −iω вираз для комплексного модуля:

E =

ωHn

n−1∏

i=1

(
ω +

i

νi

)

i

n∏

i=1

(
ω +

i

τi

) ,

звiдки видно, що комплексний модуль, а отже, i хвильове число не мають коренiв у верхнiй
пiвплощинi.

Рiвняння (12) дає двi пари хвильових чисел. Перша пара вiдноситься до термопружної
хвилi, а друга — до теплової. Додатне значення береться для хвилi, що рухається в пози-
тивному напрямi осi x, а вiд’ємне — для хвилi, що рухається у зворотному напрямi.

Модуль комплексної константи δ малий порiвняно з одиницею, це дозволяє лiнеаризува-
ти радикал у формулi (12) та отримати в пiдсумку лiнеаризованi формули для хвильових
чисел:

k1 =
ω

ĉ0
√
1− iβ

[
1− δ0

2

]
, k2 =

√
ω(1 + δ0/2)

2κ
(1− i),

де ĉ0 =
√

E0/ρ.
Спiввiдношення (13) для слабопружних середовищ набувають такої форми:

k1 =
ω

ĉ0

[
1− δ0

2
+ i

β

2

]
, k2 =

√
ω(1 + δ0)

2κ
[1 + i],
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звiдки можна отримати вирази для фазових швидкостей i коефiцiєнтiв згасання термо-
пружних i теплових сейсмiчних хвиль [2]:

V1 =
ω

Re(k1)
=

c̃0
1− δ0/2

, α1 = Im(k1) =
ωβ

2c̃0
,

V2 =
ω

Re(k2)
=

√
2κ(1 + δ0)

ω
, α2 = Im(k2) =

√
ω(1 + δ0)

2κ
.

Далi розглянемо поведiнку дослiджуваного РТ у стандартних випадках у фiксованiй
точцi x = x0.

1. Якщо в РТ M∗

n пiдтримується постiйна напруга σ = σ0 = const, то в цьому випадку
в тiлi вiдбувається процес повзучостi. Рiвняння теплопровiдностi (7) дає таку залежнiсть
мiж температурою й деформацiєю:

θ = −mκε, (15)

а РР (4) зводиться до диференцiального рiвняння вiдносно деформацiї ε:

HnDQn−1(1 + δ0)ε = σ0, (16)

розв’язок якого (функцiя повзучостi) запишеться таким чином:

ε =

n−1∑

i=1

cie
−t/λi +

σ0t

Hn(1 + δ0)
+ c0, (17)

де ci — сталi iнтегрування, якi знаходяться з початкових умов, а λi — часи релаксацiї дефор-
мацiї при постiйнiй напрузi, якi визначаються за допомогою характеристичного рiвняння:
Qn−1(λ) = 0.

У виразi (17) для деформацiї в узагальненому тiлi Максвелла є складова, що прямо про-
порцiйна часу. Звiдси випливає, що при постiйнiй напрузi деформацiя в ньому необмежено
зростає i в тiлi буде вiдбуватися плин. Отже, це тiло є у певному розумiннi рiдиною.

Якщо в момент t = t1 тiло розвантажити, то в ньому буде вiдбуватися пiслядiя. Дефор-
мацiя (функцiя пiслядiї) в цьому випадку буде описуватись виразом

ε =
n−1∑

i=1

cie
−t′/λi + c0,

де t′ = t − t1, i буде змiнюватися вiд ε1 = ε(t1) (t = t1) до c0 (t = ∞).
Зауважимо, що для РТ M∗N

n вiдмiнностi функцiй повзучостi i пiслядiї вiд аналогiчних
у РТ M∗

n будуть визначатись рiзницею коефiцiєнтiв у лiвих частинах їхнiх РР, а деформацiя
в РТ M∗H

n — з диференцiального рiвняння

QH
n (ε) =

σ0
E(1 + δ0)

,

за допомогою якого можна отримати вирази для функцiї повзучостi

ε(1) =
n∑

i=1

c′ie
−t/λi +

σ0
E(1 + δ0)
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i для функцiї пiслядiї

ε(2) =

n∑

i=1

c′ie
−t′/λi .

2. У випадку, коли в РТ M∗

n пiдтримується постiйна деформацiя ε = ε0 = const, має
мiсце релаксацiя напруг, а РР (4) дає таке диференцiальне рiвняння для напруг σ

Pn(D)σ = 0, (18)

розв’язок якого (функцiя релаксацiї) набуває вигляду

σ =

n∑

i=1

die
−t/τi , (19)

де di — сталi iнтегрування, якi знаходяться з початкових умов, а часи релаксацiї напруг
при постiйнiй деформацiї τi (часи пiслядiї) задовольняють характеристичному рiвнянню

Pn(τ) = 0. (20)

З рiвняння (19) випливає, що напруга буде релаксувати вiд σ0 (t = 0) до 0 (t = ∞).
Релаксацiя напруг в РТ M∗N

n зводиться до розглянутого вище випадку при показниковi
в ЛДВ Q, що дорiвнює n − 1, для РТ M∗H

n рiвняння (18) матиме вигляд

Pn(D)σ = Eε0(1 + δ0),

а функцiя релаксацiї запишеться як

σ =
n∑

i=1

die
−t/τi + Eε0(1 + δ0),

напруга буде релаксувати вiд σ0 (t = 0) до Eε0(1 + δ0) (t = ∞).
3. Якщо в тiлi пiдтримується гармонiчна напруга σ = σ0e

iωt, то деформацiя у цьому
випадку буде запiзнюватись по фазi вiд напруги i запишеться виразом

ε = ε0e
i(ωt−φ), (21)

а зсув фаз φ мiж деформацiєю й напругою та початкова деформацiя ε0 визначаються таким
чином:

φ = β, ε0 =
σ0
|E| , (22)

де Ê = Ê0(1 + iβ) = Ê1 + iÊ2 — комплексний в’язкопружний модуль.
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Je. M. Bytsan’

Distribution of plane thermal and thermoelastic seismic waves in an

integrated rheological Maxwell’s body

The problem of a distribution of plane thermal and thermoelastic seismic waves in a rheological
body, which consists of an arbitrary number of parallel rheological Maxwell’s bodies (integrated
rheological Maxwell’s body), is solved. The analytical dispersive formulas have been obtained for
phase velocities and absorption coefficients in the wave processes under study. It is proved that the
causality principle is valid for this rheological body.
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