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гралом за пуассоновою мiрою.

Нехай на ймовiрнiсному базисi [1] (Ω, F, P,ℑ), де ℑ ≡ {Ft, t > 0} — фiльтрацiя, задано
випадковий процес, який задовольняє лiнiйне стохастичне диференцiально-функцiональне
рiвняння нейтрального типу з iнтегралом за пуассоновою мiрою (НCДФРП)

dDxt = Lxtdt+Gxtdw(t) +

∫

Z

U(z)xtṽ(dz, dt) (1)

та початкову умову

x0 = ϕ. (2)

Тут випадковий процес x(t) = x(t, ω) : R+ × Ω −→ R1; xt ≡ {x(t + s),−h 6 s 6 0; ϕ ∈
∈ C([−h, 0]); w(t) = w(t, ω) — одновимiрний випадковий вiнеровий процес, що узгоджений
з ℑ; ṽ(dz, dt) := v(dz, dt) − Ev(dz, dt) — центрована пуассонова мiра, причому w i ṽ —
незалежнi випадковi процеси; D, L, G, U(z) — функцiонали, заданi на просторi функцiй
Скорохода ψ ∈ S[−h,0] спiввiдношеннями [2, 3]

Dψ :=

ε∫

−h

dr1(s)ψ(s); Lψ :=

ε∫

−h

dr2(s)ψ(s);

Gψ :=

ε∫

−h

dr3(s)ψ(s); U(z)ψ :=

ε∫

−h

dsr4(s, z)ψ(s),

де ri, i = 1, 2, 3, 4, — функцiї обмеженої варiацiї на вiдрiзку [−h, ε] рiвномiрно по z (для r4),
для яких виконується умова ri(t) = ci при t ∈ [0, ε]; ε > 0, причому

r1(0) − r1(0−) = 1, Var[−h,0)r1 < 1.

Для задачi (1), (2) має мiсце теорема iснування та єдиностi з точнiстю до стохастичної
еквiвалентностi сильного розв’язку x(t) ∈ R1, для якого iснує Ex2(t) < ∞ [4].
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Поряд з рiвнянням (1) розглянемо вiдповiдне детермiноване диференцiально-функцiо-
нальне рiвняння нейтрального типу(НДДФР) [3]

dDyt = Lytdt (3)

та початкову умову

y0 = ϕ. (4)

Нагадаємо [3], що розв’язок задачi (3), (4) є експоненцiально стiйкiсий тодi i тiльки тодi,
коли всi коренi характеристичного квазiполiнома

V (λ) := λ

{ ε∫

−h

dr1(s)e
λs

}
−

ε∫

−h

dr2(s)e
λs (5)

лежать в лiвiй пiвплощинi комплексної площини C, а точнiше

∃ ρ > 0, ∀λ ∈ C : V (λ) = 0 ⇒ Reλ < −ρ. (6)

Розглянемо функцiю Кошi X(t) [3] як розв’язок (3), що задовольняє початкову умову

X(t) := 1(t) =

{
0, −h 6 t < 0,

1, t = 0.
(7)

Вiрне твердження [3] щодо зображення функцiї Кошi X(t) за допомогою характеристи-
чного квазiполiнома:

X(t) =
1

2πi

∫

Reλ=µ

eλtV −1(λ) dλ, (8)

де µ > −ρ.
Лема 1 [5]. Розв’язок задачi (1), (2) задовольняє стохастичне iнтегральне рiвняння

x(t) = y(t) +

t∫

0

X(t− s)Gxsdw(s) +

∫

Z

t∫

0

X(t− s)U(z)xsṽ(dz, dt), (9)

де y(t) — розв’язок задачi (3), (4).
Означення 1. Тривiальний розв’язок задачi (1), (2) назвемо експоненцiально стiйким

в середньому квадратичному, якщо iснують сталi M > 0 i c > 0 такi, що ∀ t > 0 i ∀ϕ ∈
∈ C([−h, 0])

Ex2(t) 6Me−ct‖ϕ‖2. (10)

Тут ‖ϕ‖ := sup
−h6t60

|ϕ(t)|, E{·} — операцiя математичного сподiвання.
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Теорема 1 [5]. Нехай тривiальний розв’язок задачi (3), (4) асимптотично стiйкий.
Тодi необхiдною i достатньою умовою експоненцiальної стiйкостi в середньому ква-

дратичному розв’язку (1), (2) є виконання нерiвностi

B :=

∞∫

0

RXtdt < 1, (11)

де

Rψt := (Gψt)
2 +

∫

Z

(U(z)ψt)
2Π(dz).

Задача даної роботи полягає у знаходженнi числа

k : = lim
t→∞

lnE|x(t)|2
t

, (12)

яке називають характеристичним показником Ляпунова для НСДФРП [6].
Теорема 2. Характеристичний показник k задачi (1), (2) визначається з умови

Bk =

∞∫

0

R(k)X
(k)
t dt,

де

R(k)ψt := (Gkψt)
2 +

∫

Z

(Uk(z)ψt)
2Π(dz),

Gkψ :=

ε∫

−h

ψ(s)eksdr3(s); Uk(z)ψ :=

ε∫

−h

dsr4(s, z)e
ksψ(s),

(13)

X(p)(t) задовольняє НДДФР

dDkX
(k)
t = LkX

(k)
t dt (14)

та початкову умову (4), де

Dkψ :=

ε∫

−h

ψ(s)eksdr1(s); Lkψ :=

ε∫

−h

ψ(s)eksd(r2(s)− kr1(s)).

Доведення. Розглянемо допомiжну задачу для випадкового процесу u(t) := u(t; p),
який визначається з рiвностi

x(t) = eptu(t; p), p ∈ R1.

Тодi

dx(t) = d(eptu(t; p)) = px(t)dt+ eptdu(t) = ept(pu(t)dt+ du(t)).
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Пiдставимо x(t) в рiвняння (1) i отримаємо НСДФРП вiдносно u(t), так зване збурене
НСДФРП

dDput = Lputdt+Gputdw(t) +

∫

Z

Up(z)xtṽ(dz, dt). (15)

Для стiйкостi розв’язку задачi (15), (2) необхiдно та достатньо виконання умов теоре-
ми 1.

Лема 2. Мають мiсце такi спiввiдношення:

lim
p→0

Dpψ = D0ψ : = Dψ, lim
p→0

Lpψ = L0ψ : = Lψ,

lim
p→0

Gpψ = G0ψ : = Gψ, lim
p→0

Up(z)ψ = U0(z)ψ : = U(z)ψ,

lim
p→0

Vp(z) = V0(λ) := V (λ)

для ∀ψ ∈ C([−h, 0]), λ ∈ C.
Доведення. Доведемо даний факт, наприклад, для функцiонала L:

‖Lψ − Lpψ‖ =

∥∥∥∥∥

ε∫

−h

ψ(s)dr2(s)−
ε∫

−h

ψ(s)epsd(r2(s)− pr1(s))

∥∥∥∥∥ 6

6 sup
−h6s60

|ψ(s)|
( ε∫

−h

|1− eps|dr2(s) + p

ε∫

−h

dpr1(s)

)
p→0−→ 0.

Iншi твердження даної леми доводяться аналогiчно.
Лема 3. При ρ < p:
1) Bp — неперервна функцiя;
2) Bp → 0 при p → ∞.
Доведення.

1. Використовуючи подання (8), отримаємо

‖X(p0) −X(p)‖ =
1

2π

∥∥∥∥∥

∫

Reλ=µ

eλtV −1
p0

(λ)dλ−
∫

Reλ=µ

eλtV −1
p (λ)dλ

∥∥∥∥∥ =

=
1

2π

∥∥∥∥∥

∫

Reλ=µ

(eλtV −1
p0

(λ)− eλtV −1
p (λ))dλ

∥∥∥∥∥ 6

6
1

2π

∫

Reλ=µ

|eλtV −1
p0

(λ)− eλtV −1
p (λ)|dλ p→p0−→ 0.

Враховуючи неперервнiсть та обмеженiсть функцiоналiв Gp та Up(z), отримаємо

‖Bp −Bp0‖ 6 K1‖X(p0) −X(p)‖+K2‖G(p0) −G(p)‖+K3‖U(p0)(z)− U(p)(z)‖,

де K1, K2, K3 — обмеженi константи.
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Другий i третiй доданки останньої нерiвностi прямують до 0 за лемою 2. Неперервнiсть
доведена.

2. Для доведення п. 2 леми скористаємося таким представленням Bp:

Bp =
1

π

∞∫

0

|Gep(is)|2
|Vp(is)|2

ds+
1

π

∞∫

0

|Uep(is)|2
|Vp(is)|2

ds,

де

Gep(λ) :=

ǫ∫

−h

dr3(s)e
(λ+p)s, Uep(λ) :=

∫

Z

ǫ∫

−h

dsr4(s, z)e
(λ+p)sΠ(dz),

i =
√
−1 — уявна одиниця. Даний факт є наслiдком тереми Планшереля–Парсеваля.

Врахувавши те, що |Gp(is)|2 + |Uep(is)|2 = O(const) i |Vp(is)|2 = O(p2) при p → ∞, де
O(p) — функцiя, яка задовольняє спiввiдношення

lim
p→∞

O(p)

p
= C ≡ const,

приходимо до висновку, що

Bp → 0 при p→ ∞.

Лема 3 доведена.
Для остаточного доведення теореми 2 зауважимо, що при Bp > 1 розв’язок НСД-

ФРП (15) є нестiйким в l.i.m., при Bp < 1 — експоненцiйно стiйким в l. i.m. [5]. При Bp = 1
виконується умова теореми 2. В цьому випадку розв’язок u(t; p) поводить себе на ∞ не
бiльше, нiж Ktn, n ∈ N , тобто

lim
t→∞

Eu2(t; p)

Ktn
= 0.

А це в свою чергу означає, що

k = lim
t→∞

lnEu2(t; p)

t
6 lim

t→∞

2n ln(t)

t
= 0,

що, з урахуванням означення випадкового процесу u(t; p) i доводить теорему 2.

Автор висловлює щиру вдячнiсть акад. АН ВШ В.К. Ясинському та акад. НАН України

В.С. Королюку за увагу до даної роботи та цiннi поради.
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Characteristic exponent of a solution of the stochastic functional

differential equation of the neutral type with an integral on Poisson’s

measure

The criterion for the determination of the characteristic Lyapunov’s exponent of a solution of the

stochastic functional differential equation of the neutral type with an integral on Poisson’s measure

is obtained.
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