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Ергодичнiсть розв’язкiв абстрактних лiнiйних

диференцiальних рiвнянь другого порядку

в банаховому просторi

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)

Отримано ряд необхiдних та достатнiх умов ергодичностi розв’язкiв абстрактних лi-

нiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку в банаховому просторi.

Нехай X — банахiв простiр. Розглянемо задачу Кошi для абстрактного лiнiйного диферен-
цiального рiвняння другого порядку

{

u′′(t) +Bu′(t) +Au(t) = 0, t > 0,

u(0) = u0, u′(0) = u1,
(1)

де A, B — замкненi, щiльно визначенi лiнiйнi оператори.
Задача (1) називається коректною, якщо:
1) у вихiдному просторi X мiстяться щiльнi пiдпростори D0, D1 такi, що для кожних

початкових умов u0 ∈ D0, u1 ∈ D1 задача (1) має розв’язок;
2) iснує додатна неспадна функцiя N(t), визначена на R+, така, що для кожного розв’яз-

ку u(t) виконується ‖u(t)‖ 6 N(t)(‖u(0)‖ + ‖u′(0)‖), t > 0.
Якщо задача (1) коректна, то iснують обмеженi оператори C(t) та S(t), що називаються

операторами-розв’язками, визначенi таким чином: u(t) = C(t)u0 є розв’язком задачi (1) при
u(0) = u0 ∈ D0, u

′(0) = 0, а v(t) = C(t)u1 — при v(0) = 0, v′(0) = u1 ∈ D1. Цi оператори
є обмеженими, завдяки чому їх можна продовжити на весь простiр X.

Згiдно з [1, с. 271], розв’язок коректної задачi з довiльними початковими умовами u0 ∈
∈ D0, u1 ∈ D1 визначається формулою u(t) = C(t)u0 + S(t)u1.

Функцiя f(t) : R+ → X (або R+ → L(X)) називається сильно (слабо) ергодичною, якщо

iснує сильна (слабка) границя lim
t→∞

1

t

t
∫

0

f(s) ds.

Предметом нашого дослiдження є ергодичнiсть розв’язкiв задачi (1).
Теорiя ергодичностi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь першого порядку викладена

в роботах Хiлле та Фiллiпса [2], Голдстейна [3]. У випадку B = 0 ергодичнiсть функцiї
C(t) розглядалася в роботi [4] (див. також [5]). Ергодичнiсть розв’язкiв повного рiвняння
другого порядку в гiльбертовому просторi розглядалася в роботах [6, 7].

У данiй роботi побудовано ряд необхiдних та достатнiх умов ергодичностi функцiї C(t),
тобто розв’язкiв задачi (1) при u′(0) = 0, та деякi достатнi умови ергодичностi S(t).

1. Неповне рiвняння u′′(t) + Au(t) = 0. При B = 0 коректнiсть задачi (1) означає,
що A — генератор сильно неперервної косинус-функцiї C(t), синус-функцiї S(t) та аналi-
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тичної пiвгрупи T (t). Будемо розглядати випадок ‖C(t)‖ 6 M при t > 0. Iз цього випливає
також ‖T (t)‖ 6 M , бо

T (t)x =
1√
πt

∞
∫

0

e−s2/4tC(s)x ds

[3, с. 178].
Резольвенту оператора A позначимо R(λ).
Вiдмiтимо важливу властивiсть: ∀x ∈ D(A): C ′(t)x = −S(t)Ax [1, с. 279, лема 3.4].
Ергодичнiсть C(t).
Лема 1 [3, с. 92, п. 8.22]. Нехай функцiя f(t) : R+ → X неперервна та обмежена. Тодi

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

f(s) ds = lim
λ→0+

λ

∞
∫

0

e−λsf(s) ds

у тому сенсi, що одна границя iснує тодi i тiльки тодi, коли iснує iнша, i вони однаковi.
Теорема 1. Еквiвалентними є такi твердження:
1. Косинус-функцiя C(t) сильно ергодична.
2. Косинус-функцiя C(t) слабо ергодична.
3. Пiвгрупа T (t) сильно ергодична.
4. X = KerA ⊕ ImA.

Причому

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

T (s)x ds = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(s)x ds = lim
t→∞

S(t)

t
x.

Зауважимо, що 4 ⇒ 1 доведено в роботi [4], а 3 ⇔ 4 є вiдомим результатом теорiї
ергодичностi C0-пiвгруп.

Доведення. Враховуючи, що при λ > 0:
∞
∫

0

eλsT (s)xds = R(λ)x [2, с. 342, п. 11.5.1] та

∞
∫

0

eλsC(s)xds = λR(λ2)x [1, с. 28, теорема 2.1], i, застосовуючи лему 1, отримуємо

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

T (s)xds = lim
λ→0+

λ

∞
∫

0

eλsT (s)xds = lim
λ→0+

λR(λ)x = lim
λ→0+

λ2R(λ2)x =

= lim
λ→0+

λ(λR(λ2))x = lim
λ→0+

λ

∞
∫

0

eλsC(s)xds = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(s)xds.

Цi рiвностi виконуються також, якщо всi границi розумiти як слабкi.
Тепер перейдемо до доведення тверджень теореми. З наведених вище рiвностей виходить

3 ⇒ 1. 1 ⇒ 2 очевидно. 2 ⇒ 3, тому що з 2 випливає слабка ергодичнiсть T (t), яка
еквiвалентна сильнiй ергодичностi T (t) [2, с. 514, п. 18.5.2].

3 ⇔ 4 доведено в [2, с. 516, п. 18.6.2 та с. 520, п. 18.7.3].

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2010, №9 11



Для завершення доведення вiдзначимо, що
t
∫

0

C(s)xds = S(t)x.

Лема 2. Нерухомi точки косинус-функцiї: C(t)x = x ⇔ x ∈ KerA.
Доведення. Нехай C(t)x = x. Тодi 0 = C ′′(t)x = AC(t)x = Ax i x ∈ KerA. З iншого

боку, якщо x ∈ KerA, то C ′(t)x = −S(t)Ax = 0, тому C(t)x = x.
Ергодичнiсть S(t).

Теорема 2. 1. Якщо x ∈ ImA, то PSx = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

S(s)xds = 0.

2. Якщо x ∈ KerA, то S(t)x = tx.
Доведення. 1. Нехай x ∈ ImA, x = Ay, тодi

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

S(s)xds = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

S(s)Ayds = − lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C ′(s)yds = − lim
t→∞

C(t)− I

t
y = 0.

2. x ∈ KerA, тодi S(t)x =

t
∫

0

C(s)xds =

t
∫

0

xds = tx.

Єдиною нерухомою точкою S(t) є нуль (бо S(t)x — неперервна функцiя, але S(0) = 0).

Наслiдок 1. Якщо ‖S(t)‖ 6 M , то lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(s)xds = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

S(s)xds = 0.

Доведення. lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(s)xds = lim
t→∞

S(t)

t
x = 0. Таким чином, C(t) ергодична, i X =

= KerA ⊕ ImA (теорема 1). Крiм того, KerA = {0}, бо iнакше ергодична границя C(t)
не може бути нульовою. Якщо x ∈ ImA, то PSx = 0 (теорема 2). Оскiльки ‖PS‖ 6 M , то
PSx = 0 i для усiх x ∈ X = ImA.

2. Повне рiвняння u′′(t) +Bu′(t) + Au(t) = 0. Повернемось до задачi (1) iз B 6= 0.
Задача (1) називається сильно коректною, якщо:
1) вона коректна;
2) S(·)u ∈ C1(R+,X), ∀ t > 0: S(t)X ⊂ D(B) та BS(t)u ∈ C(R+,X).
Далi будемо розглядати тiльки сильно коректнi задачi Кошi.
Якщо задача сильно коректна, то iснує таке ω > 0, що при λ > ω оператор R(λ) =

= (λ2 + λB + A)−1 визначений та обмежений [8, с. 177], i ImR(λ) ⊂ D(A)
⋂

D(B) (див. [1,
с. 283, (3.28)]. Будемо розглядати випадок ω = 0 i ‖C(t)‖ 6 M при t > 0.

Iз [1, с. 279, (3.11), (3.12) та (3.16)] отримуємо такi важливi властивостi:
1) якщо x ∈ D(A), то C ′(t)x = −S(t)Ax;
2) якщо x ∈ D(B), то S′(t)x = C(t)x − S(t)Bx.

Ергодичнiсть C(t), достатнi умови. Введемо такi оператори: P (t)x =
1

t

t
∫

0

C(s)xds,

PS(t)x =
1

t

t
∫

0

S(s)xds; Px = lim
t→∞

P (t)x, PSx = lim
t→∞

PS(t)x (визначенi на тих x ∈ X, для яких

вiдповiднi границi iснують). Оператори P (t) та P обмеженi (нагадаємо, що ‖C(t)‖ 6 M при
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t > 0). Функцiя C(t) (вiдповiдно S(t)) ергодична, якщо лiнiйний оператор P (вiдповiдно
PS) визначений на всьому просторi.

При розглядi ергодичностi C(t) можна поставити двi задачi:
1) дослiдити умови ергодичностi C(t) в загальному випадку (теорема 3, наслiдок 2,

теорема 5 та наслiдок 5 нижче);
2) дослiдити умови на оператор B, за яких ергодичнiсть C(t) пов’язана iз ергодичнiстю

косинус-функцiї з генератором A (наслiдок 3, теорема 4, наслiдок 4).
Теорема 3. 1. Якщо x ∈ KerA, то Px = x.

2. Якщо S(t) рiвномiрно обмежена на ImA, Bx ⊂ ImA та
S(t)

t
x → 0, то Px = 0.

Доведення. 1. x ∈ KerA, C(t)x = x (аналогiчно лемi 2).

2.
1

t

t
∫

0

C(τ)xdτ =
S(t)

t
x − 1

t

t
∫

0

S(τ)Bxdτ → 0, бо Bx ⊂ ImA, а PSy = 0 при y ∈ ImA

(при y ∈ ImA доведення аналогiчне теоремi 2, а S(t) рiвномiрно обмежена на ImA).
Наслiдок 2. Якщо S(t) рiвномiрно обмежена на ImA та iснує лiнiйний пiдпростiр Z

iз властивостями X = KerA+ Z, B(Z) ⊂ ImA,
S(t)

t
x → 0 на Z, то C(t) ергодична.

Зауважимо, що якщо B(Z) ⊂ ImA, то можна виключити умову рiвномiрної обмеженостi
S(t) на ImA.

Наслiдок 3. Якщо S(t) рiвномiрно обмежена на ImA, X = KerA+ (ImA
⋂

D(B)),
B(ImA

⋂

D(B)) ⊂ ImA, то C(t) ергодична. Також iз X = KerA⊕ ImA та KerA ⊂ D(B)

випливає X = KerA+ (ImA
⋂

D(B)).
Теорема 4. Якщо S(t) рiвномiрно обмежена на ImA, X = KerA ⊕ ImA, B(KerA) ⊂

⊂ ImA, то C(t) ергодична.

Доведення. B(KerA) ⊂ ImA, тому при x ∈ KerA: S(t)x = tx −
t

∫

0

S(s)Bxds, i також

∥

∥

∥

∥

S(t)

t
x

∥

∥

∥

∥

6 const(x) при достатньо великих t, бо lim
t→∞

S(t)

t
x = x.

Тепер нехай x ∈ ImA
⋂

D(B), Bx = zKerA + z
ImA, zKerA ∈ KerA, z

ImA ∈ ImA. Тодi

P (t)x− S(t)

t
x+

1

t

t
∫

0

S(s)z
ImAds = −1

t

t
∫

0

S(s)zKerAds.

У лiвiй частинi
1

t

t
∫

0

S(s)z
ImAds → 0 (див. доведення теореми 3, п. 2), а iншi доданки обме-

женi за t. Доведемо, що права частина необмежена за t при zKerA 6= 0:

1

t

t
∫

0

S(s)zKerAds =
t

2
zKerA − 1

t

t
∫

0

τ
∫

0

S(s)BzKerAdsdτ.
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Покажемо, що
1

t

t
∫

0

τ
∫

0

S(s)BzKerAdsdτ = o(t), тодi
1

t

t
∫

0

S(s)zKerAds ∼ t:

lim
t→∞

1

t

∥

∥

∥

∥

∥

1

t

t
∫

0

τ
∫

0

S(s)BzKer,Adsdτ

∥

∥

∥

∥

∥

6 lim
t→∞

1

t

t
∫

0

1

t

∥

∥

∥

∥

∥

τ
∫

0

S(s)BzKer,Ads

∥

∥

∥

∥

∥

dτ 6

6 lim
t→∞

1

t

t
∫

0

∥

∥

∥

∥

∥

1

τ

τ
∫

0

S(s)BzKer,Ads

∥

∥

∥

∥

∥

dτ = 0,

тому що BzKerA ∈ ImA i lim
t→∞

1

t

t
∫

0

S(s)BzKerAds = 0.

Отже, zKerA = 0, тому B(ImA
⋂

D(B)) ⊂ ImA.
Тепер можна застосувати наслiдок 3 для доведення твердження теореми.
Ергодичнiсть C(t), необхiднi умови.
Лема 3. Нехай C(t) ергодична. Тодi ∀x ∈ D(A): Px = lim

λ→0
(I − R(λ)A)x.

Доведення.
1

λ
(I −R(λ)A)x є перетворенням Лапласа функцiї C(t)x [8, с. 189]. Далi

застосовуємо лему 1.
Теорема 5. Якщо C(t) ергодична, то ергодична границя — оператор P — має такi

властивостi:
1. ∀ s > 0: C(s)P = P .
2. P 2 = P , X = KerP ⊕ ImP .
3. APx = 0, ImP = KerA.
4. KerP ⊂ ImA+ ImB, а тому X = KerA + ImA+ ImB.
5. Якщо B обмежений вiдносно A, то B(KerP

⋂

D(A)) ⊂ ImA.
Нагадаємо, що B називається обмеженим вiдносно A, якщо D(A) ⊂ D(B) та iснують b1,

b2 > 0 такi, що ∀x ∈ D(A): ‖Bx‖ 6 b1‖x‖ + b2‖Ax‖.
Доведення. 1. Нехай x ∈ D(A),

C(s)Px = C(s) lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(τ)xdτ = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(s)C(τ)xdτ .

Використовуючи формулу (1.6) з роботи [1, с. 271], отримуємо

C(s)Px = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

(C(s+ τ)− S(s)C ′(τ))xdτ =

= lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(s+ τ)xdτ − S(s) lim
t→∞

C(t)− I

t
x = lim

t→∞

1

t

t+s
∫

s

C(τ)xdτ =

= lim
t→∞

t+ s

t

1

t+ s

t+s
∫

0

C(τ)xdτ − lim
t→∞

1

t

s
∫

0

C(τ)xdτ = Px.
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Оператор C(s)P −P дорiвнює нулю на D(A) та є обмеженим, отже, вiн дорiвнює нулю i на
всьому просторi.

2. P 2x = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(τ)Pxdτ = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

Pxdτ = Px, P — проектор.

3. APx = −C ′′(0)Px = − lim
h1→0

lim
h2→0

C(h2 + h1)Px− C(h1)Px

h2h1
= − lim

h1→0
lim
h2→0

Px− Px

h2h1
=

= 0. Отже, APx = 0, тому ImP ⊂ KerA.

Нехай тепер x ∈ KerA. Px = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(τ)xdτ = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

xdτ = x, отже, x ∈ ImP .

4. Нехай x ∈ KerP
⋂

D(A). Тодi за лемою 3

x = (I − P )x = lim
λ→0

R(λ)Ax = lim
λ→0

λ2R(λ)
A

λ2
x = lim

λ→0
(I − λBR(λ)−AR(λ))

A

λ2
x =

= lim
λ→0

(

A

(

I

λ2
− R(λ)

λ2

)

x−B
R(λ)

λ
Ax

)

∈ ImA+ ImB.

Отже, KerP
⋂

D(A) ⊂ ImA+ ImB.
Тепер доведемо, що KerP

⋂

D(A) = KerP . Вiзьмемо довiльний x ∈ KerP i послiдовнiсть
{xn} ⊂ D(A), x = lim

n→∞

xn. Застосувавши P до обох частин останньої рiвностi, побачимо,

що lim
n→∞

Pxn = 0. Тому x = lim
n→∞

(Pxn + (I − P )xn) = lim
n→∞

(I − P )xn. Очевидно, що (I −
−P )xn ∈ KerP , а на пiдставi п. 3 також (I −P )xn ∈ D(A). Отже, для довiльного елемента
x ∈ KerP знайдено збiжну до нього послiдовнiсть {(I − P )xn} ⊂ KerP

⋂

D(A).
Таким чином, KerP ⊂ ImA+ ImB,

X = ImP ⊕KerP = KerA⊕KerP = KerA+ ImA+ ImB.

5. Нехай B обмежений вiдносно A, ‖Bx‖ 6 b1‖x‖ + b2‖Ax‖, i x ∈ KerP
⋂

D(A).
Спочатку доведемо, що lim

λ→0
BR(λ)Ax = Bx:

‖BR(λ)Ax−Bx‖ 6 b1‖R(λ)Ax− x‖+ b2‖AR(λ)Ax −Ax‖.

Розглянемо окремо другий доданок:

‖AR(λ)Ax−Ax‖ = ‖(AR(λ) − I)Ax‖ = ‖(λ2R(λ) + λBR(λ))Ax‖ 6

6 ‖λ2R(λ)Ax‖+ λ‖BR(λ)Ax−Bx‖+ ‖λBx‖.

Отже,

‖BR(λ)Ax−Bx‖ 6 b1‖R(λ)Ax− x‖+ b2(‖λ2R(λ)Ax‖+ ‖λBx‖+ λ‖BR(λ)Ax−Bx‖).

Для достатньо малих λ:

(1− b2λ)‖BR(λ)Ax−Bx‖ 6 b1‖R(λ)Ax− x‖+ b2(‖λ2R(λ)Ax‖+ ‖λBx‖).

Таким чином,

‖BR(λ)Ax−Bx‖ 6 b1‖R(λ)Ax− x‖+ b2(‖λ2R(λ)Ax‖+ ‖λBx‖) −→
λ→0+

0.
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З iншого боку,

lim
λ→0

BR(λ)Ax= lim
λ→0

(λ+B)R(λ)Ax= lim
λ→0

1

λ
(I−AR(λ))Ax= lim

λ→0
A
1

λ
(I−R(λ)A)x ⊂ ImA.

Доведено, що B(KerP
⋂

D(A)) ⊂ ImA.
Тепер можна довести два критерiї ергодичностi.
Наслiдок 4. Нехай S(t) рiвномiрно обмежена на ImA, KerA ⊂ D(B). C(t) ергодична

та ImB ⊂ ImA тодi i тiльки тодi, коли X = KerA ⊕ ImA, B(KerA) ⊂ ImA.
Доведення. Необхiднiсть. З п. 4 теореми 5 отримуємо X = KerA+ ImA. Далi, якщо

x ∈ KerA
⋂

ImA, то x = 0, бо

x =
1

t

t
∫

0

C(τ)xdτ =
S(t)

t
x− 1

t

t
∫

0

S(τ)Bxdτ → 0.

Достатнiсть. Теорема 4.
Наслiдок 5. Нехай B обмежений вiдносно A. Щоб C(t) була ергодичною, необхiдно,

а за умови рiвномiрної обмеженостi S(t) на ImA i достатньо, щоб iснував лiнiйний пiд-

простiр Z з такими властивостями: X = KerA⊕ Z, B(Z) ⊂ ImA,
S(t)

t
x → 0 на Z.

Доведення. Необхiднiсть. П. 2 та п. 5 теореми 5, як Z беремо KerP
⋂

D(A).
Достатнiсть. Наслiдок 2.
Ергодичнiсть S(t).
Теорема 6. 1. Якщо x ∈ ImA, то PSx = 0.
2. Якщо x ∈ KerA

⋂

KerB, то S(t)x = tx.
Доведення аналогiчне випадку неповного рiвняння (теорема 2).
Наслiдок 6. Якщо ‖S(t)‖ 6 M та ImB ⊂ ImA, то

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(s)xds = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

S(s)xds = 0.

Доведення. Застосовуючи наслiдок 2 iз Z = X i теорему 5, отримуємо

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

C(s)xds = 0.

З ергодичностi C(t) випливає X = ImA (теорема 5, наслiдок 4), тому

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

S(s)xds = 0.
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