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Експоненцiальна поведiнка розв’язку

диференцiально-рiзницевого рiвняння

з напiвмарковськими збуреннями

(Представлено академiком НАН України В. С. Королюком)

Розглянуто експоненцiальну поведiнку розв’язку диференцiально-рiзницевого рiвняння

з напiвмарковськими збуреннями. Одержано необхiднi та достатнi умови експонен-

цiальної стiйкостi у середньому квадратичному тривiального розв’язку.

У данiй роботi дослiджуються диференцiально-рiзницевi рiвняння з напiвмарковськи-
ми збуреннями (СДРРНЗ) в R

1. Рiвняння, що мiстять випадковi збурення коефiцiєнтiв
системи, вивчалися багатьма дослiдниками. Особливу увагу треба звернути на роботи
X. Mao, В.С. Королюка, Є.Ф. Царкова, Р. З. Хасьмiнського, Дж. Хейла, Л.Ю. Шайхе-
та, В.К. Ясинського та iн. [1–8]. Робота [9] присвячена випадку, коли зовнiшнє збурення є
дискретним ланцюгом Маркова. Мета даної роботи — доведення необхiдних та достатнiх
умов експоненцiальної стiйкостi в середньому квадратичному (l.i.m) СДРРНЗ у випадку,
коли зовнiшнє збурення є однорiдним у часi напiвмарковським процесом (НМП).

На ймовiрнiсному базисi (Ω, F,ℑ, P ) [10], де ℑ ≡ {Ft, t > 0} — потiк σ-алгебр, за-
дано випадковий процес x(t) := x(t, ω), який є сильним розв’язком стохастичного дифе-
ренцiально-рiзницевого рiвняння нейтрального типу, що мiстить напiвмарковськi збурення
(СДРРНЗ)

dDrxt = Lrxtdt+GrxtdW (t) (1)

та задовольняє невипадкову початкову умову

x0 = ϕ, (2)

причому W (t) := W (t, ω), t > 0, — одновимiрний вiнерiв процес; r(t), t > 0, — однорiдний
у часi НМП [3, 8], що набуває значень з множини X = {1, 2, . . . , N} та не залежить вiд
W (t). Згiдно з [3, 8], НМП задається процесом марковського вiдновлення (ПМВ)

{rn, τn}, n > 0,

тобто

r(t) := rν(t), (3)

ν(t) := max
n>0

(τn < t) — рахуючий процес; Dr, Lr, Gr — рiзницевi оператори [6], що залежать

вiд НМП r(t), t > 0, та задаються спiввiдношеннями

Drxt =
n∑

i=0

δi(r(t))x(t − τi), Lrxt =
n∑

i=0

li(r(t))x(t− τi),
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Grxt =

n∑
i=0

gi(r(t))x(t− τi),

де

0 = τ0 < τ1 < · · · < τn = h < ∞.

Для спрощення введемо позначення

δij = δj(r(t) = i), lij = lj(r(t) = i), gij = gj(r(t) = i).

Iснування та єдинiсть в l.i.m. сильного розв’язку задачi (1), (2) доведенi у роботi [8].
Означення 1. Стан i для НМП r(t), t > 0, назвемо експоненцiально стiйким, якщо

розв’язок СДРРНЗ (1) при r(t) ≡ i задовольняє нерiвнiсть

Ex2(t) 6 Me−kt,

де M > 0, k > 0.
Означення 2 [11]. Характеристичним показником (ХП) для функцiї f : R+ → R+ на-

звемо число (або символ +∞, −∞) λ, що визначається з рiвностi

λ : = lim
t→∞

|f(t)|

t
.

Для фiнiтної функцiї будемо вважати, що λ = −∞.
Означення 3 [3, 8]. НМП r(t), t > 0, називається ергодичним, якщо:
1) вкладений ланцюг Маркова (ВЛМ) {rn}n>0 є ергодичним зi стацiонарним розподiлом

{ρi}i∈X ;
2) математичне сподiвання часу перебування в кожному станi скiнченне, тобто

mi :=

∞∫

0

tdFi(t) < ∞, i ∈ X,

де Fi(t) = P{τ1 < t | r0 = i} — умовна функцiя розподiлу часу перебування в станi i.
Лема 1 [3, 12]. Нехай ВЛМ {rn}n>0 є ергодичним та виконуються такi умови:
1) математичне сподiвання часу перебування в кожному станi скiнченне:

mi :=

∞∫

0

tdFi(t) 6 C < ∞;

2) середнiй час перебування в станах ненульовий:

M :=
∑
i∈X

ρimi > 0. (4)

Тодi iснує стацiонарний розподiл НМП r(t), t > 0:

πi = lim
t→∞

P{r(t) = i | r(0) = j} =
ρimi

M
. (5)
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Сформулюємо основний результат роботи:
Теорема 1. Нехай виконуються такi умови:
1) НМП r(t), t > 0, є ергодичним зi стацiонарним розподiлом {πj}j∈X , що визначе-

ний (5);
2) λi — ХП для рiвняння (1) при r(t) ≡ i.
Тодi необхiдною та достатньою умовою експоненцiальної стiйкостi в l.i.m. тривiаль-

ного розв’язку СДРРНЗ (1) є умова

Λ :=

N∑
i=1

λiπi < 0. (6)

Доведення. Позначимо через x(t; i) розв’язок рiвняння (1) при r(t) ≡ i. Зобразимо
x(t; i) таким чином:

x(t; i) = z(t; i)eλit. (7)

Згiдно з [4] та умовами теореми ∀ i ∈ X

lim
t→∞

lnEz2(t; i)

t
= 0.

На основi попередньої рiвностi ∀ ε > 0 ∃T := T (ε): ∀ t > T має мiсце спiввiдношення

kie
(λi−ε)t

6 Ex2(t; i) 6 Kie
(λi+ε)t.

Розглянемо функцiї

l(t) := ke

N∑

i=1
I{r(t)=i}(λi−ε)t

, L(t) := Ke

N∑

i=1
I{r(t)=i}(λi+ε)t

,

де

k = min
i∈X

ki, K = max
i∈X

Ki.

За умов iснування стацiонарного розподiлу для НМП r(t), t > 0, при t → ∞ маємо
спiввiдношення

l(t) := ke

N∑

i=1
πi(λi−ε)t

, L(t) := Ke

N∑

i=1
πi(λi+ε)t

.

Тобто для великих t за умов iснування стацiонарного розподiлу отримаємо

(t) 6 Ex2(t) 6 L(t). (8)

Достатнiсть. Нехай виконується (6), тобто Λ < 0. Тодi

0 6 lim
t→∞

Ex2(t) 6 lim
t→∞

Ke(Λ+ε)t = 0.

Необхiднiсть. Нехай тривiальний розв’язок рiвняння (1) експоненцiально стiйкий. Тодi
з нерiвностi (8) отримаємо

lim
t→∞

ln l(t)

t
6 lim

t→∞

lnEx2(t)

t
< 0.
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Але ln(l(t)/t) = Λ − ε, тому на пiдставi довiльностi ε > 0 маємо, що Λ < 0, тобто вико-
нується (6). Теорема 1 доведена.

Означення 4. Розв’язок рiвняння (1) назвемо експоненцiально нестiйким, якщо iснують
константи M > 0, k > 0 такi, що для ∀ t > 0

Ex2(t) > Mekt.

Позначимо через Lns ⊆ X множину нестiйких станiв НМП.
Наслiдок 1. Для того щоб тривiальний розв’язок рiвняння (1) був нестiйким, дос-

татньо, щоб

∑
i∈Lns

πi = 1. (9)

Доведення. Нехай виконується (9), тодi

Λ :=

N∑
i=1

λiπi =
∑
i∈Lns

λiπi > 0,

що i доводить наслiдок 1.
Наслiдок 2. Нехай

P{Lsn} = p < 1

та i0 — асимптотично стiйкий стан такий, що πi0 > 0. Тодi тривiальний розв’язок
рiвняння (1) буде асимптотично стiйким при

λi0 <

−
∑

i∈Lns

λiπi

πi0
.

Доведення. Оцiнимо ХП Λ:

Λ :=

N∑
i=1

λiπi 6
∑
i∈Lns

λiπi + λi0πi0 < 0.

Тобто

λi0 <

−
∑
i∈Lns

λiπi

πi0
,

що i потрiбно було довести.
Нехай умова 1 теореми 1 не виконується. Це означає, що рiвняння (1) може перетворю-

ватися в рiвняння випереджаючого типу. Тодi має мiсце
Лема 2. Для того щоб тривiальний розв’язок СДРРНЗ (1) був нестiйким в l.i.m.,

достатньо, щоб iснував стан i0, для якого πi0 > 0 та при r = i0 СДРРНЗ вироджувався
в рiвняння випереджаючого типу [13].
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Доведення. Для стану i0 згiдно з [6, 13]

λi0 = +∞.

Тому

Λ = +∞.

Лема 2 доведена.
Таким чином, у роботi доведено необхiднi та достатнi умови експоненцiальної стiйкостi

в l.i.m. тривiального розв’язку стохастичного диференцiально-рiзницевого рiвняння з напiв-
марковськими збуреннями (1), сформульовано низку тверджень, що стосуються нестiйкостi
в l.i.m. розв’язку рiвняння (1), знайдено достатнi умови нестiйкостi рiвнянь змiшаного ти-
пу (лема 2).

Автор висловлює щиру вдячнiсть за увагу до даної роботи та цiннi поради проф. В.К. Ясинсь-

кому та акад. НАН України В.С. Королюку.
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И.В. Малык

Экспоненциальное поведение решения

дифференциально-разностного уравнения с полумарковскими

возмущениями

Рассмотрено экспоненциальное поведение решения дифференциально-разностного уравнения

с полумарковскими возмущениями. Получены необходимые и достаточные условия экспо-

ненциальной устойчивости в среднем квадратичном тривиального решения.

I. V. Malyk

Exponential behavior of the solution of a differential-difference equation

with semi-Markov perturbations

The exponential behavior of the solution of a differential-difference equation with semi-Markov

perturbations is considered. The necessary and sufficient conditions for the exponential stability in

mean square of a trivial solution are obtained.
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