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Розглянуто достатнi умови збiжностi за ймовiрнiстю випадкових процесiв, що опи-

суються диференцiально-функцiональними рiвняннями нейтрального типу з випадко-

вими операторами. Достатнi умови сформульовано в термiнах коефiцiєнтiв вихiдного

рiвняння.

Вивченню стохастичних диференцiальних рiвнянь, в тому числi i стохастичних диферен-
цiально-функцiональних рiвнянь, присвячена велика кiлькiсть робiт, наприклад [1, 2, 7–10].
Особлива увага придiляється збiжностi випадкових процесiв у рiзних схемах [2–4, 7] та
асимптотичнiй поведiнцi випадкових процесiв. Серед даних робiт варто вiдзначити робо-
ту [2], де розглянуто умови слабкої збiжностi для марковських, напiвмарковських процесiв,
напiвмарковських випадкових еволюцiй у схемi усереднення та дифузiйної апроксимацiї
в евклiдвому просторi Rd.

На ймовiрнiсному базисi (Ω, F,ℑ, P ) [5], де ℑ := {Ft, t > 0} — потiк σ-алгебр, задано
сiм’ю випадкових процесiв xε(t) := x(t, ε, ω), t > 0, ε ∈ (0, ε0), де xε(t) — сильний розв’язок
диференцiально-функцiонального рiвняння (ДФР) в R1 з випадковими операторами [7]

dDεxεt = Lεxεtdt (1)

та задовольняє невипадкову початкову умову

x0 = ϕ, (2)

де для ψ ∈ C([−h,∞)) визначенi випадковi оператори:

Dεψt := ψ(t)−

0
∫

−h

D(t, ψ(t − s), ε−1s, ω) ds,

Lεψt :=

0
∫

−h

L(t, ψ(t − s), ε−1s, ω) ds,

ψt := {ψ(t + s), s ∈ [−h, 0]}, 0 < h < ∞. Тут D, L : R+ × R1 × R+ × Ω → R1 — вимiрнi
вiдображення, що задовольняють глобальну умову Лiпшица за другим аргументом м. н.
з деякою константою l:

|D(t, ψ1, s)−D(t, ψ2, s)|+ |L(t, ψ1, s)− L(t, ψ2, s)| 6 l‖ψ1 − ψ2‖, (3)

де ‖ · ‖ — рiвномiрна норма на [−h, 0].
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Для вiдображення D будемо також вимагати таку умову [10]:

sup
ε∈(0,ε0),t∈R+,‖ϕ‖=1

0
∫

−h

|D(t, ϕ(s), ε−1s, ω)| ds < 1, (4)

яка є необхiдною умовою iснування розв’язку задачi (1), (2). При умовах (3) та (4) для
∀ ε ∈ (0, ε0) м. н. iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) [7, 10].

Припустимо, що при фiксованих t ∈ R+ та x ∈ R1 випадковi процеси D, L є стацiонар-
ними за третiм аргументом:

D(t, x) := ED(t, x, s, ω);L(t, x) := EL(t, x, s, ω).

Зауважимо, що при виконаннi умов (3) та (4) iснує єдиний розв’язок рiвняння

dDx0t = Lx0t dt (5)

за початковою умовою (2), де

Dψt := ψ(t) +

0
∫

−h

D(t, ψ(s)) ds, Lψt :=

0
∫

−h

L(t, ψ(s)) ds.

Сформулюємо достатнi умови збiжностi за ймовiрнiстю сiм’ї випадкових процесiв xε(t),
t > 0, визначенi ДФР (1).

Теорема 1. Нехай:
1) ϕ ∈ C([−h, 0]) та виконується умова склеювання в точцi 0: lim

t→0+
xε(t) = ϕ(0);

2) D(t, ψ, s, ω), L(t, ψ, s, ω) — вимiрнi за всiма змiнними, ергодичнi стацiонарнi процеси
за s при фiксованих t та ψ;

3) D, L задовольняють умову Лiпшица (3);
4) E|D(t, x, s, ω)| + E|D(t, x, s, ω)| < ∞; E|D(t, x, s, ω)|, |D(t, x, s, ω)|, E|L(t, x, s, ω)|,

|L(t, x, s, ω)| — рiвномiрно iнтегровнi за t при фiксованих s, x.
Тодi для ∀T > 0 та ∀ δ > 0 має мiсце спiввiдношення

lim
ε→0

P
{

sup
t∈[0,T ]

|xε(t)− x0(t)| > δ
}

= 0, (6)

де x0(t), t > 0 — розв’язок задачi Кошi (5), (2).
Доведення. Розглянемо рiзницю |xε(t)−x0(t)|, скориставшишись iнтегральним подан-

ням розв’язкiв xε(t), t ∈ [0, T ], ε ∈ [0, ε0) та означенням Dε, D:

|xε(t)− x0(t)| =

∣

∣

∣

∣

∣

0
∫

−h

(D(t, xε(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s))) ds +

+

t
∫

0

0
∫

−h

(L(s, xε(s+ s1), ε
−1s1, ω)− L(s, x0(s+ s1))) ds1ds

∣

∣

∣

∣

∣

6
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6

0
∫

−h

|D(t, xε(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s))| ds+

+

t
∫

0

0
∫

−h

|L(s, xε(s + s1), ε
−1s1, ω)− L(s, x0(s + s1))| ds1ds 6

6

0
∫

−h

|D(t, xε(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)| ds+

+

0
∫

−h

|D(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s))| ds +

+

t
∫

0

0
∫

−h

|L(s, xε(s + s1), ε
−1s, ω)− L(s, x0(s+ s1), ε

−1s1, ω)| ds1ds+

+

t
∫

0

0
∫

−h

|L(s, x0(s+ s1), ε
−1s1, ω)− L(s, x0(s+ s1))| ds1ds 6

6 l(T, h) sup
t∈[0,T ]

|xε(t)− x0(t)|+Ψε(t, ω),

де l(T, h) < ∞,

Ψε(t, ω) :=

0
∫

−h

|D(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s))| ds +

+

t
∫

0

0
∫

−h

|L(s, x0(s+ s1), ε
−1s, ω)− L(s, x0(s+ s1))| ds1ds. (7)

Згiдно з нерiвнiстю Гронуолу–Белмана, отримаємо

sup
t∈[0,T ]

|xε(t)− x0(t)| 6 sup
t∈[0,T ]

Ψε(t, ω)e
lT = Ψε(T, ω)e

lT .

Отже, для доведення твердження теореми (6) достатньо показати, що за ймовiрнiстю
виконується спiввiдношення

lim
ε→0

Ψε(T, ω) = 0. (8)

Для доведення (8) розглянемо випадковi процеси

Dm(t, x, s, ω) :=

{

D(t, x, s, ω), якщо |D(t, x, s, ω)| < m;

m× sign(D(t, x, s, ω)), якщо |D(t, x, s, ω)| > m.
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Lm(t, x, s, ω) :=

{

L(t, x, s, ω), якщо |L(t, x, s, ω)| < m;
m× sign(L(t, x, s, ω)), якщо |L(t, x, s, ω)| > m.

Dm := EDm, Lm := ELm.

Згiдно з означенням Ψε(t, ω) (див. (7)), отримаємо

Ψε(t, ω) 6 Ψ1
ε(t, ω) + Ψ2

ε(t, ω) + Ψ3
ε(t, ω),

де

Ψ1
ε(t, ω) :=

0
∫

−h

|D(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)−Dm(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)| ds +

+

t
∫

0

0
∫

−h

|L(s, x0(s + s1), ε
−1s1, ω)− Lm(s, x0(s+ s1), ε

−1s1, ω)| ds1ds,

Ψ2
ε(t, ω) :=

0
∫

−h

|Dm(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)−Dm(t, x0(t+ s))| ds +

+

t
∫

0

0
∫

−h

|Lm(s, x0(s+ s1), ε
−1s1, ω)− Lm(s, x0(s+ s1))| ds1ds,

Ψ3
ε(t, ω) :=

0
∫

−h

|D(t, x0(t+ s))−Dm(t, x0(t+ s))| ds +

+

t
∫

0

0
∫

−h

|L(s, x0(s + s1))− Lm(s, x0(s+ s1))| ds1ds.

Доведемо, що за ймовiрнiстю виконуються спiввiдношення

lim
ε→0

Ψi
ε(T, ω) = 0, i = 1, 2, 3.

Згiдно з умовою 4 теореми 1 та теоремою Лебега про граничний перехiд пiд знаком
iнтеграла [6],

lim
m→∞

Ψ3
ε(t, ω) = 0. (9)

Розглянемо Ψ1
ε(T, ω). Зауважимо, що згiдно з умовою 4 теореми 1, справедлива нерiв-

нiсть

sup
ε∈(0,ε0),m∈R+

EΨ1
ε(T, ω) <∞.
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Тому

lim
m→∞

EΨ1
ε(T, ω) = 0.

Враховуючи, що Ψ1
ε(T, ω) > 0 м. н, отримаємо

lim
ε→0

Ψ1
ε(T, ω) = 0 (10)

за ймовiрнiстю.
Розглянемо доданок Ψ2

ε(T, ω). Згiдно з умовою 1 теореми 1, можна стверджувати, що ви-
падковi процеси xε(t), ε > 0 є неперервними м. н. на [0, T ]. Тому можна вибрати константу c:

c := 1 + max
{

T, sup
t∈[−h,T ]

|x0(t)|
}

<∞.

Для |x(t)| 6 c, t ∈ [0, T ], використовуючи умову ергодичностi 2 теореми 1 [2, 4, 5, 8],
отримаємо спiввiдношення для процесiв Dm(t, x, s, ω) та Lm(t, x, s, ω):

lim
ε→0

E

0
∫

−h

Dm(t, x0(t+ s), ε−1s, ω) ds =

0
∫

−h

Dm(t, x0(t+ s)) ds,

lim
ε→0

E

t
∫

0

0
∫

−h

Lm(s, x0(s+ s1), ε
−1s1, ω) ds1ds =

t
∫

0

0
∫

−h

Lm(s, x0(s+ s1)) ds1ds.

Скориставшись даними спiввiдношеннями, отримаємо

lim
ε→0

EΨ2
ε(T, ω) = lim

ε→0

( 0
∫

−h

E|Dm(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)−Dm(t, x0(t+ s))| ds +

+

t
∫

0

0
∫

−h

E|Lm(s, x0(s+ s1), ε
−1s1, ω)− Lm(s, x0(s+ s1))| ds1ds

)

= 0.

Тодi, використовуючи невiд’ємнiсть Ψ2
ε(T, ω), одержуємо

lim
ε→0

Ψ2
ε(T, ω) = 0. (11)

З умов (9)–(11) одержуємо спiввiдношення (8), а отже, i твердження теореми 1 (6).
Теорема 1 доведена.
Зауваження 1. Випадковi процеси D(t, x, s), L(t, x, s) за s при фiксованих t ∈ R+ та

x ∈ R1 можуть бути стацiонарними як в широкому, так i у вузькому розумiннi [7].
У данiй роботi розглянуто достатнi умови збiжностi зi ймовiрнiстю сiм’ї випадкових

процесiв, що описуються ДФР (1) за умов, що накладаються на випадковi оператори вiдпо-
вiдних ДФР. Результати даної роботи можна узагальнити на випадок нескiнченної пiслядiї
з вiдповiдними викладками. Теорема 1 дозволяє також моделювати розв’язок ДФР (5) за
початковою умовою (2), використовуючи за наближення розв’язок задачi (1), (2) при до-
статньо малих ε.

Автор висловлює щиру вдячнiсть за увагу до даної роботи та цiннi поради проф. В.К. Ясинсь-

кому та акад. НАН України В.С. Королюку.
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И.В. Малык

Сходимость в схеме усреднения дифференциально-функциональных

уравнений нейтрального типа

Рассмотрены достаточные условия сходимости по вероятности случайных процессов, опи-

сываемых дифференциально-функциональными уравнениями нейтрального типа со случай-

ными операторами. Достаточные условия сформулированы в терминах коэффициентов ис-

ходного уравнения.

I. V. Malyk

Convergence in the averaging scheme for differential-functional

equations of neutral type

We consider sufficient conditions for the convergence in probability of stochastic processes described

by differential-functional equations of neutral type with random operators. The sufficient conditions

are formulated in terms of the coefficients of the original equation.
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