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У термiнах абстрактних крайових операторiв та вiдповiдних функцiй Вейля знайдено резольвентну мно­

жину та побудовано резольвенту власного розширення замкненого лінійного вiдношення, зокрема скiн чен но­

вимiрного звуження щiльно визначеного оператора в гiльбертовому просторi.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

МАТЕМАТИКА

Теорiя лiнiйних вiдношень у гiльбертовому просторi була започаткована у статтi [1] i зна­
йшла свiй подальший розвиток у працях [2—6] та iн. Iнтерес до цієї теорiї пов’язаний, зо­
крема, з рiзноманiтними застосуваннями в теорiї розширень нещiльно визначених операторiв 
(див. [7—11] та цитовану там лiтературу).

У цiй роботі пiд H розумiємо фiксований комплексний гiльбертiв простір зi скалярним 
добутком (·|·). Будь­який (замкнений) лiнiйний многовид у 2 ��H H H= ⊕  називається (за­
мкненим) лiнiйним вiдношенням у H . Ми використовуємо такi позначення: ( ), ( ), kerD T R T T

( ), ( ), kerD T R T T  — вiдповiдно область визначення, область значень та многовид нулів вiдношення (опе­
ратора) T; якщо � � �λ∈£ , то

( ) {( , � ) : ( , ) }T y y y y y T− λ = − λ ∈′ ′ ;

( )* 2{ , : ( ( , ) )��( | ) ( | )ˆ }ˆT z z z H y y y T y z y z= = ∈ ∀ = ∈ = ′′ ′ ′ ;

( ) { �: ker( ) {0},��� ( ) }T T R T Hρ = λ ∈ − λ = − λ =£ .

Далi, якщо ,X Y  — гiльбертовi простори, то (·|·)X — символ скалярного добутку на X; ( , )B X Y  — 
сукупнiсть лiнiйних неперервних операторiв �:� � �S X Y→  таких, що D(S) = X; ( ) ; ( ) � ( , );S X B X B X X= =   

( )C X  — сукупнiть замкнених лiнiйних щiльно визначених операторiв � �X X→ ; 1X — тотожне 
перетворення простору X ; T E↓  — звуження вiдображення T  на множину E ; ,� , �+ ⊕& $  — сим­
воли прямої суми, ортогональної суми та ортогонального доповнення вiдповiдно; T ∗  — 
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оператор, спряжений з оператором T ; якщо �: 1, ,(iA X Y i n→ = )�: 1, ,(iA X Y i n→ = …  — лiнiй нi оператори, то 
запис 1 � � nA A A= ⊕ ⊕…  означає, що 1( ) � ( , , )nx X Ax A x A x∀ ∈ = … .

Роль початкового об’єкта вiдiграє пара (L, L0) замкнених лiнiйних вiдношень в H таких, 

що L0 ⊂ L. Приймемо 
def def

0 , �M L M L∗ ∗= =  . Вiдомо [12], що iснують гiльбертовi простори G1, G2 
та лінійні оператори  Γi ∈ B (L, Gi) (i = 1, 2) такi, що (G, Г), де G = G1 ⊕ G2, Г = Г1 ⊕ Г2 є крайо­
вою парою для (L, L0) і 1 2 2 1( , ),� ( , � )B M G B M G∈Γ ∈ Γ% %  такі, що ( , )�G Γ% %  де 2 1� �G G G= ⊕% , 1 2�Γ =Γ ⊕ Γ% % %  
є крайовою парою для 0( , )M M  і

( , ) , ( ,� )ˆ ˆy y y L z z z M∀ ∈ =′ ′= ∀ ∈ ,

1 21� 2� 2� 1�( | ) ( | ) �( | )ˆ ˆ ˆ� )ˆ�( |G Gy z y zyz y z− = Γ Γ − Γ′ ′ Γ% % .

Будь­яке замкнене лiнiйне вiдношення L1(M1) таке, що L0 ⊂ L1 ⊂ L (відповідно M0 ⊂ M1 ⊂  M) 
називають власним розширенням вiдношення L0 (M0). У цьому випадку, використо вуючи 
термiнологiю, запропоновану в [11], писатимемо L1 ∈ Ext{L0, M0}, M1 ∈ Ext{M0, L0}. З ре­
зультатiв, викладених у [12], випливає, що для будь­якого L1 ∈ Ext{L0, M0} iснує A ∈ B(G) 
таке, що L1 = ker АГ. Далi писатимемо LA замість L1. Таким чином,

LA = ker (A1Г1 + A2Г2) = { ŷ ∈ L : A1Г1 ŷ + A2Г2 ŷ = 0}, (1)

де ( 1 )� � , 2i iA A G i= ↓ = . При цьому, не втрачаючи загальностi, можна вважати, що

def

1( ) ( )R A R A F= = . (2)

Ми припускаємо, що резольвентна множина ρ(L2) вiдношення L2 
= ker Г2 непорожня i 

λ ∈ ρ(L2), а отже, 2( )Mλ ∈ρ  де 
def *

2 2 2ker .( )M L= Γ =%  Тоді

def def1 1 *
2 2( ) �� �( ), � ) �( ))( �(L L B H M M L B H− −

λ λλ= − λ ∈ = − λ ∈ .

Це випливає з теореми про замкнений графiк (див. [13, c. 211]).
Нижче встановлено розмiрнiсть многовиду нулiв, корозмiрнiсть областi значень та 

критерiй нормальної розв’язностi вiдношення LA − λ. Знайдено також резольвентну множи­
ну та побудовано резольвенту вiдношення LA. Окремо розглянуто випадок, коли початко­
вим об’єктом є пара, яка складається зi скiнченновимiрного звуження деякого оператора з 
C(H) та певного розширення­вiдношення цього оператора.

1. Основний результат. Введемо такi позначення:

( ,� ) ( ), � ( ,� ) ( )ˆ ˆL L y y L y y H M M z z M z z Hλ λ λ λ λ λ= + λ ∈ = + λ ∈ ;

µ* *
1 1 2� ( ) � � ( ) ,ˆ �� � ( , ) ( � � )ˆ,Z M Z L Z a Z a Z a a Gλλ λ λλ λ λ= Γ = Γ = λ ∈%% .

Лема 1. Нехай 2
1 2

2{0}, {0}H H H H:π: → ⊕ → ⊕π  — ортопроектори. Тодi:

а) 2 2( ) ,� ( ) ;ˆ ˆR L L R M Mλ λ= =

б) *
2 1 2 2 1( , ), �( ( ) ) ;Z B G H Z Lλ λλ ∈ = π + λπ + π Γ%

в) *
1 1 2 2 1( , ), � ( ( ) ) ;Z B G H Z Mλλ λ∈ = π + λπ + π Γ%% % .
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Лема 2.

а) λ λ⊂ =
22( ) , �ˆ ˆ � GR Z L Г Z 1 ;

б) ¶
¶ −λλ ↓ − λ =

( )ker
�ker �( �ˆ ) �

L
Z L 1 ;

в) )( ) �k (erR Z Lλ = − λ ;

г) ¶
2 ( )kerL L L+ − λ =& .

Введемо позначення 1( � ˆ)M Zλλ =Γ .
Лема 3. ¶

0 1 2ker ker( ( ) )( )L L M+ − λ = Γ − λ Γ& .

Зауваження 1. Покладемо: µ µ
1( , ),� ( ) � .Z Z Z M Zλ λλλ= =λ Γλ% %% % % %  Міняючи ролями пари 0( , )L L  

та ( )0,M M , неважко переконатися, що

µ ¶ µ µ ¶
·12 2 ke )r (

( ) ,( ) ker , � ker )� �(G M
R Z M Z Z Mλ λ λ λ−= − − λ= Γ =λ Γ ↓1 1% %% % % .

Крiм цього, *( ) � ( )M Mλ = λ% .
Теорема 1. Припустимо, що вiдношення AL  визначено згiдно з (1), причому cправджу­

єть ся (2) i 
def

1 2 2(( ) � � ( ) ��)A A M A Lλ = λ + λ∈ρ . Тодi:

а) dim ker( � ) dim kerAL Aλ−λ = ;

б) 1 1dim[ / ( � )] dim[ ( )/ ( ) ( ))]AH R L R A R A R Aλ−λ = ∩ ;

в) * *dim�ker( ) dim kerAL Aλ− λ = ;

г) * *
2 �dim[ / ( )]� dim[ / ( ]�)AH R L G R Aλ− λ = ;

д) ( )AR L − λ  замкнений в H тодi i тiльки тодi, коли ( )AR L  замкнений в 1F ;

е) � � ( )ALλ∈ρ  тодi i тiльки тодi, коли 1
1 2( , )A F Gλ

− ∈B . У цьому випадку
1 1 *

1( ) �AL L Z A A Z− −
λ λ λ λ− λ = − % ,

1( )Aа L Lλ
−− λ −  є компактним тодi i тiльки тоді, коли компактним є оператор 1A .

2. Резольвенти розширень нещiльно визначеного оператора. У цьому пунктi вважає­

мо, що 0, ( )L L C H∈  причому 
def *

0 0, �L L M L⊂ = , 
def *

0M L= , а для будь­якого ( )T C H∈  пiд [ ]D T  
розумiємо многовид ( )D T , трактований як гiльбертiв простiр зi скалярним добутком 
графiка оператора T . Припустимо, що 1 2� ,�G G  — гiльбертовi простори, а 1 1( [ ], )B D T GΓ ∈ , 

2 2( [ ],� )G B D L G∈ , 2 11 2( [ ],� ),� ( [ ],� )B D M G B D M GΓ ∈ Γ ∈% %  задовольняють такi умови:

1 2 1 2 1 2 0( ) , ker( ) ( ),R G G D LΓ ⊕ Γ = ⊕ Γ ⊕ Γ =

1 2 2 1 1 2 0( ) , ker( ) ( )R G G D MΓ ⊕ Γ = ⊕ Γ ⊕ Γ =% % % % .

1 21 2 2 1( ), ( ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | )G Gy D L z D M Ly z y Mz y z y z∀ ∈ ∀ ∈ − = Γ Γ Γ− Γ% % .

Нижче скрiзь припускаємо, що нам вiдомi резольвенти 1
2� �( )L Lλ

−= − λ  та 1
2( )M Mλ

−= λ− . 
Для будь­якого 2� � ( )Lλ∈ρ  покладемо *

1( )Z Mλλ Γ= % , *
1 1( ) ( ) , ( )M Z M Zλ λλ = Γ λ = Γ %%% . Властивостi 

цих оператор­функцiй дослiджено в [14, 15].

Нехай ( ) ( )
0 0,L MH H  — скiнченновимiрнi пiдпростори простору H , а ( )

0
LP  та ( )

0
MP  — орто­

проектори  ( )
0

LH H→  та ( )
0

MH H→  вiдповiдно. Покладемо

,1 1 0 , 2 2 0 ,1 , 2 , 2 ,1, � , � , �L M
s s s s s s s sG G H G G H G G G G G G= ⊕ = ⊕ = ⊕ = ⊕% ;



6 ISSN 1025­6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 4

О.Г. Сторож

( )1 2( )
,1 , 2( ) ( )

0

( , ) �, � ,( )MM
s sL M

y y
y y

P y

Γ  Γ 
Γ φ = Γ φ =     − φ   ,

1 2( ) ( )
,1 , 2( ) ( )

0

, � �( ( ), ,)L L
s sM L

z z
z z

P z

 Γ  Γ
Γ φ =   Γ φ =    − φ  

% %
% % ,

( ) ( )( ) ( )
0 0� � ( ), � ;� � ( )�,M LM Ly D L H z D M H∈ φ ∈ ∈ φ ∈ ;

,1 , 2 ,1 , 2, �s s s s s sΓ = Γ ⊕ Γ Γ = Γ ⊕ Γ% % % .

Далi, нехай 2� , � ( ), �( ( )Z M Z Lλ λλ λ ∈ρ% ) такi, як на початку цього пункту i

( )
,( ) ( ) ( )

, , ( )

( ),
( , ) � ( ), ,ˆ

M
sM M M

s s
M

Z a
Z a Z a L Z aλ

λ
λλ λ

 φ
 φ = − φ φ =
 φ 

, ( )
, 2( ), M

sa Gφ ∈ ,

° ( ) ( ) ( )
,,1 , ,1

ˆ ( )( ) ,� � , � ( ,, ) �L L L
ss s s sM Z Z a Z a M a Gλλλ λλ = Γ φ = − φ φ ∈% .

Лема 4.

a) *
, ,1 , 2( ) ( , ), � ( , ) ker( � )s s s sZ M B G H R Z Sλ λ= Γ λ =∈ −λ% ;

б) λ λ+ ⊕ = ⊕ Γ =&
, 2, 2 0 , 2 ,( ) ( ) {0}] [ˆ ˆ][ ,

s

M
s s s GR Z D L D L H Z 1 ;

в) *
,1 ,1, ,( ) ( , ),� ( ) ker( � )s ss sZ L B G H R Z Tλ λλ= Γ ∈ = −λ% % ;

г) 
( )*
0

, 2 ,1( ) ( )
00 0

( ) � �
( ) ( , )

M

s s sL L M

M Z H
M B G G

P Z P L H

λ

λ λ

 λ − ↓
 λ = ∈
 − ↓ 

%

,

0 , ,1 , , 2[ ( {0})] ( ) ker( )ˆ
s s s sD S R Z Mλ λ⊕ + = Γ − Γ& .

Розглянемо такi вiдношення:
( ) ( )

0 0 0 00 0( ), � � �( )L MS L H H T M H H= ↓ = ↓$ $ ,

( )( ) ( )
0{( , )�:� ( ),� � }MM MS y Ly y D L H= + φ ∈ φ ∈ , 

( )( ) ( )
0� {( , � )�:� ( ),� � }�)LL LT z Mz z D M H= + φ ∈ φ ∈ .

Вiдомо [2], що * *
0 0� , �S T T S= = . Крiм цього, як випливає з результатiв працi [14], має мiсце 

таке твердження.
Твердження 1.

a) 0( ) , ker( ) ( )s s sR G D SΓ = Γ = ;

б) 0( ) , ker( ) ( )s s sR G D TΓ = Γ =% %% .

Нехай

( )( ), � ker( ) {( , ) �:M
s s A s sA B G S A y Ly S∈ = Γ = + φ ∈ ,1 ,1 , 2 , 2( , , 0}) )� (M M

s s s sA y A yΓ φ + Γ φ = , (3)
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де , , , � 1, 2.s i s s iA A G i= ↓ =  Мiркуючи так, як в п. 1, бачимо, що будь­яке вiдношення з кла­

су 0 0Ext{ , }S T  може бути подане у виглядi (3). При цьому без втрати загальностi можна 
вважати, що

def

,1( ) ( )�s s sR A R A F= = . (4)

Тепер неважко сформулювати аналог теореми 1 у розглядуванiй ситуацiї. Обмежимося 
формулюванням аналогу твердження e теореми 1.

Теорема 2. Нехай відношення AS  визначено згiдно з (3), причому справджуються (4) і

def

, ,1 , 2 2( ) � ((� )� )s s s sA A M A Lλ ∈ρλ+λ= , � � ( )AS∈ρλ  тодi i тільки тодi, коли 1
� , ,1 , 2� ( , )s s sA F G−

λ ∈B . У 

цьому випадку 1 1
, � , � ,( )A s s sS L Z A Z− −
λ λ λλ− λ = − % , а компактність оператора 1( )AS Lλ

−− λ −  рiв­

носильна компактностi оператора ,1sA .
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РЕЗОЛЬВЕНТЫ СОБСТВЕННЫХ РАСШИРЕНИЙ 
ЛИНЕЙНЫХ ОТНОШЕНИЙ И КОНЕЧНОМЕРНЫХ СУЖЕНИЙ 
ПЛОТНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

В терминах абстрактных краевых операторов и соответствующих функций Вейля найдено резольвентное 
множество и построена резольвента собственного расширения замкнутого линейного отношения, в част­
ности конечномерного сужения плотно определенного оператора в гильбертовом пространстве.

Ключевые слова: гильбертово пространство, линейное отношение, расширение, резольвента.
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THE RESOLVENTS OF PROPER EXTENSIONS OF LINEAR RELATIONS 
AND FINITE­DІMENSIONAL RESTRICTIONS OF DENSELY DEFINED OPERATORS

In the terms of abstract boundary operators and corresponding Weyl functions, the resolvent set of the so­called 
proper extensions of closed linear relations in a Hilbert space is established, and the resolvents of the mentioned 
extensions are constructed. The results are applied to the case where the initial relation is the graph of the finite­
dimensional restriction of a closed densely defined operator.

Keywords: Hilbert space, linear relation, extension, resolvent.


