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К решению задачи о колебаниях круговой пластинки с толщиной, 
убывающей от центра по выпуклой параболе 

Рассмотрена задача о собственных осе-
симметричным колебаниях кольцевой пла-
стинки с толщиной, убывающей от центра по 
выпуклой параболе. Показан способ решения 
дифференциального уравнения четвертого 
порядка, которое описывает собственные 
осесимметричные колебания. Найдены собст-
венные частоты и построены соответст-
вующие им первые три формы колебаний для 
пластинки с жестким закреплением внутрен-
него контура. Подтверждена эффективность 
решения задачи методом симметрий, разра-
ботанного ранее для линейных уравнений 
второго порядка. Библ. 9, рис. 3, табл. 2. 

Ключевые слова: кольцевая пластинка, 
колебания, факторизация, метод симметрии, 
аппроксимация, нормальные напряжения, соб-
ственные частоты, формы колебаний.  

Введение 

Конструктивные элементы в виде круговых 
пластинок переменной толщины находят широ-
кое применение не только в технических уст-
ройствах общего назначения, но также и в раз-
личных акустических колебательных системах 
звукового и ультразвукового диапазона. По-
скольку в последнем случае в процессе экс-
плуатации такие пластинки работают в резо-
нансном режиме, то для изучения и анализа их 
колебаний и напряженно-деформированного 
состояния первостепенное значение имеют ре-
зультаты решения задачи о их собственных ко-
лебаниях. 

Постановка проблемы, краткий обзор и цель 
работы 

Задача о колебаниях пластинок переменной 
толщины представляется актуальной не только 
для инженерной ультраакустики, но является 
одной из важнейших в технической теории упру-
гости и ее различных инженерно-технических 
приложениях [1]. Основная проблема при реше-

нии подобных задач переносится на поиск эф-
фективных методов решения определяющих 
дифференциальных уравнения и на вычисле-
ние собственных частот. В настоящее время 
известны точные решения, описывающие осе-
симметричные колебания круговых пластин в 
частных случаях изменения толщины по зако-
нам ( )2

0 ;ρρHh = , а также по закону  

2
13

0

+

=
ν

ρHh  при отдельных значениях =ν (1/9; 
5/21), не выходящих за физически допустимые 
пределы ( )05,0 >≥ ν  коэффициента Пуассона 
ν  реальных конструкционных материалов. Не-
обходимые сведения о таких решениях содер-
жатся в источниках [2,3]. Важно обратить вни-
мание на то, что приведенные случаи точных 
решений относятся к пластинкам, толщина ко-
торых возрастает от нуля в центре до максиму-
ма на крае, что является очевидным ограниче-
нием для широкого использования их на прак-
тике. 

Для пластинок, толщина которых αρ0Hh =  
( −α произвольное число) убывает от ∞=h в 
центре до конечных значений на крае, что име-
ет место при ,0<α  решение задачи получено в 
виде произведений степенных и обобщенных 
гипергеометрических функций [4]. Очевидно, 
что для сплошных пластинок результаты этой 
работы не пригодны по определению, а что ка-
сается кольцевых пластинок, то результаты вы-
числения частотных параметров, представлен-
ные здесь в виде графических зависимостей от 
отношения наружного и внутреннего диаметров 
для значений =α (0; 0,5;-0,5;-1;-1,5) без указа-
ния конкретных численных данных, для практи-
ки могут иметь ограниченное использование и 
лишь в роли ориентировочных, тем более, что 
эти параметры найдены только для форм без 
узловых окружностей. При помощи асимптоти-
ческих методов эта же задача при жесткой за-
делке обоих контуров рассмотрена в [5]. Ре-
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зультаты, полученные в этой работе, позволяют 
давать качественные оценки частот. Показано, 
в частности, что приближенные решения, при-
водящие к асимптотическому частотному урав-
нению, тем точнее, чем выше номер частоты и 
формы колебаний. 

Для пластинок, центральная часть которых 
является сплошной, исключая случай ( ) ∞=0h , 
т.е. ( ) ,00 ≠h  решения задачи в конечном (замк-
нутом) виде  не обнаружено. Для расчета коле-
баний таких пластинок прибегают к приближен-
ным методам, например, с использованием 
асимптотических интегралов исходного уравне-
ния в виде балочных функций или при помощи 
метода Ритца [2]. В монографии [3] приведено 
решение задачи об осесимметричных колеба-
ниях пластинки толщиной ( ) ( )ρρ −= 10Hh , по-
строенное в гипергеометрических функциях 
только для основной формы колебаний. В рабо-
те [6] получено решение этой же задачи мето-
дом симметрий [7] с вычислением первых трех 
частот, построением соответствующих им форм 
колебаний и эпюр циклических напряжений в 
пластинке. Эффективность этого нового метода 
подтверждена взаимным сопоставлением ре-
зультатов работ [3] и [6]. 

Целью настоящей статьи является даль-
нейшее расширение набора аналитических ре- 

шений задачи о колебаниях пластинок пере-
менной толщины на примере случая параболы 

( )22
0 1 ρµ−= Hh , где −2

0,µH постоянные, −ρ  
переменный радиус (рис.1). 
 

ρ

h
1h

2h

1ρ
2ρ

 
Рис. 1. Эскиз кольцевой пластинки 

Исходное дифференциальное уравнение 
и его преобразование 

Волновое уравнение IV порядка, описываю-
щее осесимметричные колебания 

( ) tWW ωρ cos=  круговой пластинки толщиной 
( )ρHHh 0= , которое приведено в работе [6], 

после отделения временной части tωcos  
( −= fπω 2 круговая частота собственных коле-
баний; −f линейная частота) принимает вид 
обыкновенного дифференциального уравнения 
с переменными коэффициентами 
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( ) ;112 2
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gEH
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=                (2) 

−=
R
rρ относительный радиус; −r переменный 

радиус; −R постоянный радиус; −γν ,,E соот-
ветственно коэффициент Пуассона, модуль уп-
ругости и удельный вес материала пластинки; 
−g ускорение силы тяжести. 
Если значение коэффициента Пуассона 

принять равным 1/3, что допустимо для боль-
шинства конструкционных металлических мате-
риалов, то при 221 ρµ−=H  уравнение (1) мож-
но записать в виде 

( )
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Такое представление позволяет согласно 
методу факторизации заменить уравнение IV 
порядка (3) двумя уравнениями II порядка 

( ) 042 442
2

=−±+′
′

+′′ WWW
H

HWH µλµ
ρ
ρ   (4) 
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и тогда общее решение уравнения (3) будет 
найдено как сумма общих решений этих двух 
уравнений 21 WWW += , где −1W решение 
уравнения (4) при знаке “плюс” перед 

44 4µλ − , а −2W при знаке “минус”. После 

внесения в (4) выражения 221 ρµ−=H  полу-
чим уравнение 

( )
( ) ( ) ,0

11

1

22
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−

+′
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′





 −
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k

WW
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Решения такого типа уравнений в замкнутом 
виде неизвестны, исходя из чего используем 
метод симметрий, изложенный по отношению к 
уравнениям второго порядка в работе [7]. 

Схема метода симметрий для разрешающих 
уравнений 

Преобразуя (5) путем замены переменной 
( )xρρ =  к виду 

,02 =++ WkW
F
F

W x
x

xx                (6) 

где =2k const; ;
dx

dWWx =  
2

2

dx
WdWxx = , полу-

чим уравнение, выраженное через переменную 
( )ρx , 
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где −21,CC произвольные постоянные. 

Выражение при xW  в уравнении (7), делен-

ное на 2
ρx , представим в виде FFx / , т.е. 
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Отсюда следует 
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или в переменной x  

( ) ( ) 3/2
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При этом значение постоянной 2k  в урав-
нении (6) будет 
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Постоянные 21,, CCµ  в вышеприведенных 
выражениях выбираем, исходя из удобства и 
практических соображений. В данном случае 
учитывая, что ранее в работе [6] рассмотрена 
задача для случая ( )ρ−= 10Hh  при отношении 
предельных толщин =21 / hh 1,8 на границах 

=1ρ 0,1 и =2ρ 0,5 кольцевой пластинки, то для 
сохранения этого отношения при 

( )22
0 1 ρµ−= Hh  и при тех же границах 

=ρ 0,1÷0,5 получим =µ 1,3484. Отсюда, на-
пример, при 2/1 µ=C  и 02 =C , границам 

=1ρ 0,1 и =2ρ 0,5 будут соответствовать со-
гласно (8) границы =1x 0,067626 и 

=2x 0,36994. При этом в соответствии  с (9) и 
(10) также получим 
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;2cos2sin 3
0 xxFF =  
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±= 424

4
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µ
λk ,             (11) 

где −0F произвольно выбираемый коэффици-
ент, поскольку при любом 0F  отношение FFx /  
остается неизменным. Сохранение отношения 

=21 / hh 1,8 целесообразно с точки зрения воз-
можных обобщений и/или соответствующих вы-
водов по результатам сравнения данных, полу-
ченных при изучении случаев ( )ρ−= 10Hh  и 

( )22
0 1 ρµ−= Hh . 

Уравнения (6) при данном ( )xF  неразреши-
мы в элементарных или известных специальных 
функциях, поэтому будем разыскивать их реше- 

ния после аппроксимации выражения 

( ) ( )xDxF 2=  функцией ( ) ( )xDxF 2
11 = , при кото-

рой требуемые решения могут быть получены.  
В качестве аппроксимирующей принимаем 

функцию 
( ) ( ) ,0011 mxJxDxD =              (12) 

которая при надлежаще выбранных постоянных 
01D  и m  с максимально возможным приближе-

нием на заданном интервале 21 xxx ÷=  долж-
на соответствовать выражению  

( ) ( ) 3

4 6 8

sin2 cos 2

cos 2 cos 2 ,

D x F x x x

x x

= = =

= −
       (13) 

следующему из (11). На рисунке 2 приведены 
графики изменения D  и 1D  построенные со-
гласно (12) и (13) при =01D 1,41566 и =m 3,63.  

( )xDi

x1x 2x

( )xD

( )xD1

 
Рис. 2. Графики функции D  и 1D  

Как видно из рис. 2, на интервале 
=x 0,0676÷0,3699 совпадение D  и 1D  вполне 

удовлетворительно. В таблице 1 приведены 
также результаты вычислений D  и 1D  при раз- 

личных значениях x , из которых заключаем, 
что количественное несовпадение функций (12) 
и (13) на выбранном интервале не существенно 
и в среднем не превышает по абсолютному 
значению величины =срδ 0,21%. 

Таблица 1. Значения функций ( )xD  и ( )xD1  на интервале =x 0÷0,37 

x  0 0,025 0,05 0,0676 0,1 0,15 0,2 0,25 0,2618 0,3 0,35 0,37 

D  0 0,2231 0,3135 0,3621 0,4324 0,507 0,5516 0,5692 0,5698 0,5634 0,5368 0,5211 

1D  0 0,2233 0,3139 0,3625 0,433 0,508 0,5523 0,5694 0,5697 0,5619 0,5321 0,5143 

1
1

100%

D
D

 
= − × 
 

×

δ  

 -0,100 -0,107 -0,114 -0,130 -
0,149 

-0,134 -0,029 0,017 0,258 0,892 1,3 
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По определению при выбранной функции 

( )mxxJDDF 2
0

2
01

2
11 ==  уравнения (6) должны 

иметь точные решения. В данном случае эти 
уравнения перепишутся в виде 
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Их точные решения, исходя из метода сим-
метрий, имеют вид 
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Общее решение задачи как сумма 1W  и 2W  
будет 
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= ×
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где −11,,, BABA постоянные, значения которых 
зависят от граничных условий задачи. 

Решение для кольцевой пластинки с жест-
ким закреплением внутреннего контура 

Рассмотрим задачу о колебаниях кольцевой 
пластинки жестко закрепленной при =1ρ 0,1 и 
свободной на крае при =2ρ 0,5 (рис.1). При же-
сткой заделке прогибы и углы поворота элемен-
тов пластинки должны быть равны нулю, т.е. 
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На свободном крае при осесимметричном 
деформировании радиальные изгибающие мо-
менты и перерезывающие силы равны нулю, 
т.е. [8] 
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При переходе к переменной ( )ρx  условия 
(17) и (18) необходимо переписать, исходя из 
зависимостей (8) при 2/1 µ=C  и 02 =C , т.е. 

полагая µρarcsin
2
1

=x  ( x2sin1
µ

ρ = ). Таким 

образом, при =ν 1/3 эти условия принимают 
соответственно вид 
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Последнее условие можно упростить, после 

внесения в него xxW  из третьего условия, в ре-
зультате получим 
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при 2xx =  перепишутся в виде 
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Образуем производные ;xW W ′=  ;xxW W ′′=  

xxxW W ′′′=  от функции (16). Для удобства обо-
значим W yZ= , где  

( )0

1 ;y
J mx

=  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 1 0Z AJ x BY x A I x B K x= + + +α α β β . 
Тогда  

;W y Z yZ′ ′ ′= +  2 ;W y Z y Z yZ′′ ′′ ′ ′ ′′= + +  
3 3 .W y Z y Z y Z yZ′′′ ′′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= + + +  Используя фор-

мулы дифференцирования бесселевых функ-
ций [9] получим 

( )
( )

1
2

0
;

J mx
y m

J mx
′ =  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 0 12
2

1 00

12 ,
J mx J mx J mx

y m
J mx J mx mxJ mx

 
′′ = + − 

  
 

И тогда условия (20) с учетом введенной 
замены перепишутся следующим образом 

2

2 0 ;
x x

y y yZ Z p Z p
y y y =

 ′ ′ ′′   ′′ ′+ + + + =    
    

 

2

2

2

2

2 2

3 6 3

0

3 3
x x

y y yZ Z p q
y yy

y y y y yZ q p
y yy y

=

  ′′ ′ ′
′′′ ′+ − − − +      = 
  ′′′ ′ ′′ ′ ′

+ − − −      

, 

где в последнем выражении для некоторого уп-
рощения внесли Z ′′  из первого условия во вто-
рое. 

Далее необходимо вычислить , , , , ,p q y y y y′ ′′ ′′′  
и значения образуемых этими величинами вы-
шеприведённых выражений при =2x 0,37 и 
m = 3,63. В частности получим 

p = 2,5563; q = 6,3969; 2 yp
y
′

+ = 9,01055; 

y yp
y y
′ ′′
+ = 33,5331; 

2

23 6 3y y yp q
y yy

′′ ′ ′
− − − = -17,78062;  

2

2 23 3y y y y yq p
y yy y

′′′ ′ ′′ ′ ′
− − − = -88,37118. 

В результате имеем два условия при 2xx =  





=−′−′′′
=+′+′′

037118,8878062,17
05331,3301055,9

ZZZ
ZZZ

      (21) 

Условия (19) и (21) в развернутом виде при-
водят к системе следующих однородных урав-

нений относительно четырех неизвестных по-
стоянных 1 1, , ,A B A B  

1 1

1 1 1 1 1 1

0
0

Aa Bb A c B d
Aa Bb A c B d

+ + + = 
+ + + = 

 из условий (19) при 

1x x= = 0,0676 
           (22)  

2 2 1 2 1 2

3 3 1 3 1 3

0
0

Aa Bb A c B d
Aa Bb A c B d

+ + + = 
+ + + = 

 из условий (21) при 

2x x= = 0,37          
где 

( )0 1 ;a J x= α  ( )0 1 ;b Y x= α  ( )0 1 ;c I x= β  

( )0 1 ;d K x= β  ( )1 1 1 ;a J x= −α α  ( )1 1 1 ;b Y x= −α α  

( )1 1 1 ;c I x= β β  ( )1 1 1 ;d K x= −β β  

( ) ( ) ( )2
2 0 2 1 2

2

1 ;a b J x a J x
x

∗ ∗ 
= − + − 

 
α α α α  

( ) ( ) ( )2
2 0 2 1 2

2

1 ;b b Y x a Y x
x

∗ ∗ 
= − + − 

 
α α α α  

( ) ( ) ( )2
2 0 2 1 2

2

1 ;c b I x a I x
x

∗ ∗ 
= + + − 

 
β β β β  

( ) ( ) ( )2
2 0 2 1 2

2

1 ;d b K x a K x
x

∗ ∗ 
= + − − 

 
β β β β

( ) ( )
2

2
3 0 2 1 22

2 2

2 ;a d J x c J x
x x

∗ ∗  
 = + + − −       

α α α α α

 

( ) ( )
2

2
3 0 2 1 22

2 2

2 ;b d Y x c Y x
x x

∗ ∗  
 = + + − −       

α α α α α

 

( ) ( )
2

2
3 0 2 1 22

2 2

2 ;c d I x c I x
x x

∗ ∗  
 = − + + +       

β β β β β

 

( ) ( )
2

2
3 0 2 1 22

2 2

2 .d d K x c K x
x x

∗ ∗  
 = − − + +       

β β β β β

При этом согласно (21): a∗ = 9,01055; 

b∗ = 33,5331; c∗ = -17,78062; d∗ = -88,37118.  
Из равенства нулю определителя системы 

(22) следует частотное уравнение, откуда вы-
числяются параметры α  или 

( )2 22 8 ,m= − +β α  которые связаны с часто-

той посредством формулы (2) и соотношениями 
при выражениях (15). Путем преобразований 
систему (22) можно заменить системой двух од-
нородных уравнений относительно двух неиз-
вестных, например 1 1,A B . В таком случае вме-
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сто частотного уравнения, полученного на осно-
ве определителя IV порядка легко получить эк-
вивалентное частотное уравнение, приравняв 
нулю определитель следующей системы двух 
уравнений 

1 1 1 2 0;A L B L+ =  1 3 1 4 0.A L B L+ =  
Частотное равнение, следовательно, будет 

1 4 2 3 0,L L L L− =                        (23) 
где 

1 1 2 2
1

1 1 2 2
;

ca c a ca c a
L

ba b a ba b a
− −

= −
− −

 

1 1 2 2
2

1 1 2 2
;

da d a da d a
L

ba b a ba b a
− −

= −
− −

 

3 31 1
3

1 1 3 3
;

ca c aca c a
L

ba b a ba b a
−−

= −
− −

 

3 31 1
4

1 1 3 3
.

da d ada d a
L

ba b a ba b a
−−

= −
− −

 

После вычисления корней уравнения (23) 
можно вычислить отношения амплитудных ко-
эффициентов по формулам 

1 2 4

1 1 3

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1

1 1 1
.

A L L
B L L

A ca c a da d aB
B B ba b a ba b a

AA B b c d
B B a B a a


= − = − 


 − − = − +  − −  
  = − + +    

       (24) 

Корни уравнения (23) получили посредством 
последовательного вычисления величин 

1 4 2 3j L L L L∆ = −  при произвольно выбираемых 

jα , добиваясь чтобы j∆ = 0. В результате най-

дены следующие три корня 
=1α 8,30186; =2α 16,59807; =3α 26,61502, 

чему соответствуют согласно зависимости 

( ) ( )42 24 / 4 8m= − + +α λ µ  частотные пара-

метры iλ  при заданных исходных значениях 

=µ 1,3484; m = 3,63: =1λ 4,69088; 

=2λ 10,75438; =3λ 17,67419.                        (25) 
При помощи коэффициентов системы (22), 

вычисленных с использованием найденных 
корней iα  и iβ , вычисляются амплитудные ко-
эффициенты и строятся формы собственных 
колебаний кольцевой пластинки. 

Например, при =1α 8,30186 и =1β 5,15443 
имеем  
a = 0,9228; b = -0,35881; c = 1,03058; d =1,23; 

1a = -2,23901; 1b = 11,0759; 1c = 0,91166; 1d = -
13,2599; 2a = -6,3031; 2b = -30,44747; 

=2c 175,89874; =2d 2,53392; =3a 158,91554; 

3b = 239,80808; 3c = -166,64669; 3d = -39,52897. 
Отсюда согласно (24) для первой формы 

колебаний получим: 
1

1

A
B

= 0,113906; 
1

B
B

= 0,967194; 
1

A
B

= -1,091334. 

Не выписывая коэффициентов , , ,...a b c , вы-

численных при 2α  и 3α , приведем сразу значе-
ния амплитудных коэффициентов, необходи-
мых для построения второй и третьей форм ко-
лебаний, т.е. соответственно для =2α 16,59807 

1

1

A
B

= -2,32488·10-3; 
1

B
B

= 0,321328; 
1

A
B

= -

0,6432399, и для =3α 26,61502 

1

1

A
B

= 2.834697·10-5; 
1

B
B

= -0,073488; 
1

A
B

= -

0,356657. 
При построении форм колебаний использу-

ем функцию прогибов (16) выраженную через 
переменную ρ  согласно зависимости 

arcsin / 2x = µρ  и записанную в виде 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1
0 0 0 0

1 1 1
,

i

i i i i

B
W

J mx

AA BJ x Y x I x K x
B B B

= ×

 
× + + + 
 

α α β β

 
где при известных 1/ ,A B  1/ ,B B  1 1/A B  па-

раметр 1B  является свободно выбираемой ве-
личиной, используемой в данном случае для 
нормировки iW  таким образом, чтобы 

( )0,5iW = =ρ 1. На рис. 3 представлены первые 
три формы собственных колебаний пластинки. 
Величины нормирующих коэффициентов 1B  
для 1 2 3, ,W W W  равны соответственно 0,584727; 
-1,889525; 4,617478. 
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Рис. 3. Графическое изображение распределения прогибов при первых трех формах колебаний пла-

стинки 
 
Представляет некоторый практический ин-

терес сравнение полученных результатов, от-
носящихся к собственным частотам и формам 
колебаний, с аналогичными результатами для 
пластинки вида ( )0 1h H= − ρ , рассмотренной 
ранее [6]. 

Для возможности корректного сравнения ко-
лебаний этих пластинок при выборе их исход-
ных геометрических параметров заранее обес-
печены равными граничные размеры 
( )1 20,1; 0,5= =ρ ρ  и соотношение предельных 

толщин ( ) ( )1 2/h h =ρ ρ 1,8. Из визуального 
сравнения конфигураций этих пластинок заме-
чено, что заявленная пластинка толщиной 

( )2 2
0 1h H= − µ ρ  должна быть более жесткой по 

сравнению с пластинкой линейно-переменной 

толщины ( )0 1h H= − ρ  [6], поскольку площадь 
поперечного сечения ее больше. Это означает, 
что собственные частоты ее изгибных колеба-
ний должны быть выше. В таблице 2  для коли-
чественного сравнения приведены частотные 
параметры iλ , координаты 0iρ  узловых окруж-
ностей, т.е. тех ρ , при которых iW ;  координа-
ты miρ  пучностей, т.е. максимальных по абсо-
лютной величине прогибов maxW  и значения 
этих прогибов. Из таблицы 2 следует, что час-
тоты (числа iλ ) пластинки линейно-переменной 
толщины [6], как и предполагалось, действи-
тельно ниже соответствующих им значений (25) 
на (8;8,23;7,92)%. Остальные характерные па-
раметры, как следует из таблицы 2, различают-
ся менее существенно или практически совпа-
дают. 

Таблица 2. Результаты расчета колебаний пластинок переменной толщины 

Частотные параметры iλ  Координаты узлов i0ρ  
Координаты пучно-

стей imρ  

Прогибы при imρ ,  

( )imiW ρ  Толщина 
пластинки 

0/h H  
1λ  2λ  3λ  10ρ  20ρ  30ρ  1mρ  2mρ  3mρ  

1W  

( )1mρ  

2W  

( )2mρ  

3W  

( )3mρ  

221 ρµ−  4,6908 10,7543 17,6741 0,1 0,1; 
0,4144 

0,1; 
0,3105; 
0,4499 

0,5 0,2875; 
0,5 

0,2187; 
0,3846; 
0,5 

1 0,7125; 
1 

0,777; 
0,614; 
1 

ρ−1  4,3406 9,9364 16,9758 0,1 0,1; 
0,417 

0,1; 
0,3102; 
0,4508 

0,5 0,291; 
0,5 

0,222; 
0,3853; 
0,5 

1 0,74; 
1 

0,827; 
0,645; 
1 
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Так, экстремальные прогибы ( )i miW ρ  ис-
следуемой пластинки несколько ниже прогибов 
альтернативной как менее жесткой, а положе-
ния узловых окружностей (координаты 0iρ ) и 
окружностей пучностей (координаты miρ ) прак-
тически неизменны. 

Располагая функцией прогибов iW , можно 

получить выражения для радиальных rσ  и ок-

ружных θσ  нормальных напряжений, возни-
кающих в колеблющейся пластинке, изучить их 
распределение и в целом сделать анализ на-
пряженно-деформированного состояния (НДС) 
пластинки. В данном случае несущественное 
различие почти по всем параметрам, установ-
ленное по результатам сравнения двух разно-
видностей пластинки (табл.2) позволяет для 

оценки НДС пластинки ( )2 2
0 1h H= − µ ρ  ис-

пользовать результаты, касающиеся распреде-
ления rσ  и θσ , установленные ранее [6] для 

кольцевой пластинки ( )0 1h H= − ρ . Более того, 
даже количественные данные, полученные в [6], 
можно непосредственно использовать для при-
ближенной оценки НДС, не прибегая к выклад-
кам и вычислениям типа тех, что приведены в 
[6].  

Новизна результатов работы заключается в 
разработке метода и алгоритме его реализации 
для решения задачи о колебаниях пластинки с 

толщиной ( )2 2
0 1h H= − µ ρ  параболического 

типа, убывающей от центра к краю. Практиче-
ское значение теоретических результатов со-
стоит в возможности непосредственного ис-
пользования расчетных данных, полученных в 
работе, в частности, для рационального проек-
тирования резонансных звуковых и ультразву-
ковых систем на основе пластинок как акустиче-
ски активных элементов. Алгоритм решения 
проблемы в случае значений коэффициента 
2µ , отличных от приведенных в работе, оста-

ется неизменным, однако может потребоваться 
видоизменение аппроксимирующей функции 
(12), что согласно методу симметрий не пред-
ставляет принципиальных затруднений.     

Выводы 

− Решена задача о колебаниях кольцевой 
пластинки с толщиной, убывающей от цен-

тра по выпуклой параболе ( )2 2
0 1h H= − µ ρ . 

− Получены уравнения частот и осесиммет-
ричных форм собственных колебаний для 
кольцевой пластинки с жестким закреплени-
ем внутреннего контура. 

− Вычислены первые три частоты и построе-
ны соответствующие им собственные фор-
мы. 

− Подтверждена эффективность решения за-
дачи методом симметрий, разработанного 
ранее для линейных уравнений второго по-
рядка. 

− Отмечена для данного случая возможность 
приближенной оценки напряженно-
деформированного состояния пластинки на 
основе результатов, полученных ранее для 
пластинки линейно-переменной толщины.   
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УДК 534.8 
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До розв’язку задачі про коливання круглої пластинки, товщина 
якої зменшується від центру по випуклій параболі 

Розглянуто задачу про власні вісесиметрічні коливання кільцевої пластинки, яка має товщи-
ну, що зменшується від центру за законом опуклої параболи. Показано спосіб розв’язання дифе-
ренціального рівняння четвертого порядку, яке описує власні вісесиметрічні коливання. Знайдено 
власні частоти  та побудовано відповідні їм перші три форми коливань для пластинки, яка жор-
стко закріплена по внутрішньому контуру. Підтверджено ефективність розв’язання задачі на 
основі методу симетрій, який раніше було розроблено для лінійних рівнянь другого порядку. Бібл. 
9, рис. 3, табл. 2.    

Ключові слова: кільцева пластинка, коливання, факторизація, метод симетрії, апроксима-
ція, нормальні напруги, власні частоти, форми коливань.  
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To the decision of task about the vibrations of circular plate with a 
thickness decreasing from a center on a protuberant parabola 

A task is considered about the axisymmetric proper оsсillations of circular plate with a thickness de-
creasing from a center on a protuberant parabola. The method of decision of differential equalization of 
fourth order, that describes axisymmetric proper оsсillations, is shown. Proper frequencies are found and 
corresponding is built to them the first three forms of vibrations for a plate with the hard fixing of internal 
contour. Efficiency of decision of task the method of symmetries is confirmed, worked out before for linear 
equalizations the second order. Reference 9, figures 3, tables 2. 

Keywords: circular plate, vibrations, factorization, method of symmetry, approximation, normal ten-
sions, proper frequencies, forms of vibrations. 
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