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Розроблено прогнозну стохастичну математична модель розповсюдження приземних концентрацій від гру-

пи точкових джерел викидів. Концентрації представлені у вигляді випадкового векторного поля, яке у фіксо-
ваній точці А місцевості перетворюється на випадковий вектор корельованих величин. З використанням методу 
лінеаризації і моделі Берлянда отримані числові характеристики щільності розподілу цих величин. При цьому 
щільність розподілу приймає вигляд багатовимірного нормального закону. Екологічний ризик розглядається як 
ймовірність перевищення концентрацією хоча б одною забруднюючою речовиною своєї максимальної разової 
гранично допустимої концентрації. З використанням розробленої моделі запропоновано чисельний метод ро-
зв'язання задачі прогнозної оцінки екологічного ризику при безаварійній роботи підприємства. 
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от группы точечных источников выбросов. Концентрации представлены в виде случайного векторного поля, ко-
торое в фиксированной точке А местности превращается в случайный вектор коррелированных величин. С ис-
пользованием метода линеаризации и модели Берлянда получены числовые характеристики плотности распре-
деления этих величин. При этом плотность распределения принимает вид многомерного нормального закона. 
Экологический риск рассматривается как вероятность превышения концентрацией хотя бы одного загрязняюще-
го вещества своей максимальной разовой предельно допустимой концентрации. С использованием разработан-
ной модели предложен численный метод решения задачи прогнозной оценки экологического риска при безава-
рийной работе предприятия. 
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АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ. У проектах будівни-

цтва (реконструкції) підприємств, будівель і споруд 
ставиться задача прогнозної оцінки екологічного ри-
зику, зокрема, від діючих на цих об'єктах джерел 
викидів забруднюючих речовин (ЗР) в атмосферу. 
Прийнята в даний час методика визначає ризик здо-
ров'ю населення [1], але не екологічний ризик пере-
вищення діючих нормативів по допустимому забру-
дненню атмосфери, які забезпечують відсутність 
появи впливу ЗР на населення. Це робить актуаль-
ним дослідження у даному напрямку. 

МЕТОЮ РОБОТИ є розробка прогнозної стохас-
тичної математичної моделі розповсюдження при-
земних концентрацій від групи точкових джерел ви-
кидів. 

МАТЕРІАЛ І РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ. У 
роботах [2, 3] наведені математична модель і метод 
розв'язання задачі прогнозної оцінки екологічного 
ризику a  для людини від точкового джерела вики-
дів ЗР в атмосферу за безаварійної роботи джерела 
викидів. Приземні концентрації ,kC  mk ,1=  розпо-

всюджених навколо джерела ЗР представлені у ви-
гляді випадкового векторного поля, яке у фіксованій 
точці А місцевості перетворюється на випадковий 
вектор ),...,,( 21 mCСC  (або систему випадкових ве-
личин [4]) корельованих концентрацій. 

Відповідно з нормативними вимогами до допус-
тимого забруднення атмосферного повітря екологі-
чний ризик визначається як імовірність перевищен-
ня хоча б однією k -ю концентрацією ЗР своєї мак-
симальної разової концентрації (ГДКмр) для населе-
них місць. Він виражається через багатовимірний 
інтеграл ймовірностей 
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де f – щільність розподілу концентрацій ЗР у розг-
лянутій точці місцевості А. 

Використовуючи детерміновану математичну 
модель Берлянда [5] і метод лінеаризації функції 
випадкових аргументів [4] для попередніх етапів 
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проектування, отримані числові характеристики си-
стеми випадкових величин ),...,,( 21 mCCC ××× : 

– математичні сподівання (м. с.) *
kC   

),...,,...,,,( 121
* ****

S
= kqkqkkkk CC llll               (2) 

де концентрації kC  у правій частині рівності (2) 
визначені у відповідності до моделі Берлянда [5]  з 
урахуванням фонових концентрацій фkC  і похибок 

kCD  визначення концентрацій; ,*
kjl *

kl  –  м.  с.  ви-
падкових збурюючих факторів, які задані в проекті 
підприємства; q1 –  число збурюючих факторів,  які 
залежать від виду k -ї ЗР, Sq  –  сумарне число збу-
рюючих факторів; 

– середньоквадратичне відхилення (с. к. в.) 
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де 
j

k

kj

k CС
ll ¶

¶
¶
¶ ,  – перші часткові похідні концентрацій 

за випадковими аргументами ,kjl jl  для одинич-

ного точкового джерела [2]; jkj ll ss ,  – середньок-

вадратичні відхилення збурюючих факторів ,kjl  

jl , заданих в проекті підприємства; 
– коефіцієнти кореляції між концентраціями k-ї і f-

ї ЗР 
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Вважалося, що діапазон зміни концентрацій ,kC  
mk ,1=  в (1 ) знаходиться у зоні, відмінної від нуля, і 

підінтегральна функція f за межами діапазону 

kkk CC s4+> *  аргументів практично дорівнює ну-

лю; збурюючі фактори ,kjl  ,jl S= qj ,1  підкорю-

ються нормальному закону розподілу.  Тоді щіль-
ність розподілу f як лінійна функція своїх аргумен-
тів при використанні методу лінеаризації матиме 
вигляд багатовимірного нормального закону [4]. 

У [6] наведені особливості визначення перших 
часткових похідних, які входять у (3), (4), і отримані 
їх значення для окремих точкових джерел, які вхо-
дять до групи таких джерел. 

Однак питання визначення числових характерис-
тик багатовимірної щільності розподілу і розробки 
методу розв'язання задачі оцінки екологічного ризи-
ку у такому випадку залишилося відкритим. 

Згідно з викладеним метою статті є визначення 
числових характеристик щільності розподілу конце-
нтрацій ЗР від групи точкових джерел, екологічного 
ризику для даного випадку і методу розв'язання за-
дачі прогнозної оцінки екологічного ризику для 
групи точкових джерел. 

Зі зміною азимута j  швидкості вітру зміню-

ються координати i -го джерела uiui yx ,  у вітровій 
системі координат [6], у якій повинні визначатися 

числові характеристики kfkk rС ,,s* : 

      ,sin)(cos)( jj ×-+×-= iAiAui yyxxx  

,cos)(sin)( jj ×-+×--= iAiAui yyxxy    (5) 

де AA yx ,  – координати точки А у земній системі 

координат [6], ii yx , – координати основи i-го дже-
рела в тій же системі координат. 

При зміні величини швидкості вітру u змінюють-
ся коефіцієнти kii Sr 2,  у моделі Берлянда [5]. Разом 

із величинами ,, uiui yx kii Sr 2,  відповідно зміню-
ватимуться перші часткові похідні концентрацій ЗР 
за збурюючими факторами, що призводить до зміни 
підінтегральної функції у (1) і екологічного ризику 
a . 

У зв'язку з викладеним та з тим, що для кожного 
джерела існує своя величина небезпечної швидкості 
вітру, за якої концентрація kiC  від і-го джерела до-
сягає максимального значення [5], для кожної точки 
А на місцевості існують найгірші умови за азимутом 
j  і величиною швидкості вітру u, при яких ризик 
a  буде найбільшим. Очевидно, що для інших умов 
він буде меншим і тим більше допустимим. 

Тоді розглянуту задачу сформулюємо у наступ-
ному вигляді: для заданих координат групи точко-

вих джерел ii yx , , ni ,1= , їх проектних параметрів і 

характеристик зовнішнього середовища ,kijl  ijl , 

mk ,1= , ni ,1= , S= qj ,1 , а також заданих координат 
точки А на місцевості AA yx ,  необхідно визначити 
найгірші умови за азимутом j  і величиною швид-
кості вітру u, при яких розглянутий екологічний ри-
зик a  за безаварійної роботи джерел досягає у точ-
ці А найбільшого значення, і величину екологічного 
ризику для цих умов. 

Очевидно, що математична модель задачі повин-
на містити залежності з визначення екологічного 
ризику a  від напрямку j  та величини швидкості 
вітру u . 

Залежність ризику a  від підінтегральної функ-
ції (щільності розподілу концентрацій) залишається 
такою ж, як і для одиночного точкового джерела (1). 
Однак, у щільності розподілу f для групи точкових 
джерел змінюються числові характеристики: м. с. 

*
kC , с. к. в. ks  і коефіцієнти кореляції .klr між кон-

центраціями k-ї і l- ї ЗР . 
Виходячи з того,  що концентрації одної і тієї ж 

ЗР, яка викидається у атмосферу групою джерел, пі-
дсумовуються, величина м. с. *

kC  дорівнюватиме 

сумі концентрацій *
kjC ,  які утворюються від i-х 

джерел 
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Так як сумарна концентрація kC  є лінійною фу-

нкцією від концентрацій kiC  окремих i-х точкових 
джерел [5], то відповідно правил теорії імовірностей 
[4] величину с. к. в. ks  визначимо як 
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де kis  – с. к. в. k-ї ЗР від i-го джерела, що визнача-
ється за (3),  у якому перші часткові похідні визна-
чаються відповідно [5] для групи точкових джерел; 

.kifr – коефіцієнти кореляції k-ї ЗР між i-м і f-м 

джерелами. 
Відповідно до методу лінеаризації і за правилами 

теорії ймовірностей [4] коефіцієнт кореляції буде 
мати вигляд 
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де 
j

kiС
l¶

¶  – перші часткові похідні концентрацій, які 

визначаються відповідно до [6]; jls  –  с.  к.  в.  збу-

рюючих факторів, які задаються у проекті підпри-

ємства; І – безліч номерів збурюючих факторів ,jl  
єдиних для усіх джерел (А – коефіцієнт стратифіка-
ції атмосфери; Тп – температура атмосферного пові-
тря, 0С; h  – коефіцієнт рельєфу місцевості; AA yx ,  
– координати точки А у земній системі координат ; u 
– величина швидкості вітру; j  – напрям швидкості 
вітру). 

Аналогічно, коефіцієнти кореляції між різними 
сумарними від усіх джерел k-й і l-й концентраціями 
матимуть вигляд 
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Відповідно до [6] і положення про лінійність су-
марної k-й концентрації від окремих джерел отрима-
ємо 
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Рівняння (1), (3), (5) – (10) спільно з рівняннями 
для перших часткових похідних, наведених у [6], і 
детермінованими рівняннями визначення концент-
рацій за моделлю Берлянда [5] складають математи-
чну модель задачі. 

Розроблена математична модель задачі дозволяє 
для заданої точки місцевості А однозначно визначи-
ти величину екологічного ризику a  для довільних 

значень кута j  і величини швидкості вітру u.  
Рішення задачи полягатиме у пошуку таких зна-

чень j  і u, для яких екологічний ризик a  буде 
найбільшим. Для цього скористаємося методом пе-
ребору можливих значень j  і u з деяким кроком 
jD  і uD  та вибору тих їх значень, для яких a  бу-

де найбільшим. 
Для величини швидкості вітру u ОНД-86 [5] ре-

комендує здійснити пошук найбільшого значення 
концентрацій для кожної величини j  при наступ-
них можливих значеннях швидкості вітру: uМС; 
0,5uМС; 1,5uМС;  0,5  м/с.  Тут uМС, м/с – середньозва-
жена небезпечна швидкість вітру для групи точко-
вих джерел [4]. Цей підхід і був використаний у по-
шуку найбільшого значення екологічного ризику 
a .  

Для кута j ,  як і в програмі «ЕОЛ+», що реалі-
зує методику ОНД-86 [5], використано перебір мож-
ливих його значень з деяким кроком jD  у діапазо-
ні від 0 до 360 градусів. 

Часто діапазон зміни кута j  можна скоротити, 
виходячи із наступного. Максимальні концентрації 
та екологічний ризик a  від джерела знаходяться 
вздовж осі факела. Тоді, якщо точка А розташована 
відносно групи джерел так, що лінії, які з'єднують 
основи джерел з точкою А, утворюють кути за мо-
дулем менші 1800, діапазон зміни кута j  можна 
звузити. Виходячи із вищесказаного та геометрії ро-
зташування основи джерел і точки А, можна зроби-
ти висновок, що кут пошуку буде визначатися край-
ньою правою із координатами іпiп yx ,  і крайньою 
лівою з координатами ілiл yx ,  точками основ дже-
рел за напрямком вітру: 

– мінімальний  

,min
іпА

іпA
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yyarctg

-
-

=j               (11) 

– максимальний 

.л
max

ілА

іA
хх
yyarctg

-
-

=j              (12) 

Таким чином, перебираючи значення j  і u з ві-
дповідними кроками і порівнюючи отримані для них 
значення екологічного ризику a , ми знайдемо най-

більше значення екологічного ризику maxa  і відпо-

відні йому значення *j  і *u . 
Іншими можливими методами можуть бути ме-

тоди максимізації і мінімізації функцій [7]. 
ВИСНОВКИ. У результаті проведених дослі-

джень отримано математичну модель і запропоно-
вано метод розв'язання задачі прогнозної оцінки 
екологічного ризику від групи точкових джерел ви-
кидів ЗР у атмосферу.  Рішення задачі дозволяє ви-
значити в залежності від напрямку j  та величини 
швидкості вітру u найбільше значення a  у заданій 
точці місцевості А, що знаходиться у зоні впливу 
забруднень від групи джерел викидів.  Воно може 
служити критерієм для забезпечення у заданій точці 
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місцевості високої надійності відсутності впливу 
забруднень атмосфери на людину, що визначається 
ГДКмр. 

Результати досліджень рекомендуються до вико-
ристання у розділах ОВНС проектів будівництва 
(реконструкції) підприємств, які мають групу точко-
вих джерел, а також при проведенні екологічної ек-
спертизи. 
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MATHEMATICAL MODEL AND SOLUTION METHOD ELABORATION FOR THE TASK  

OF ECOLOGICAL RISK PREDICTIVE ASSESSMENT 
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V. Falko 
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vul. R.-Korsakova, 2, Sumy, 40007, Ukraine. E-mail: vera_falko@ukr.net 
The predictive stochastic mathematic model of surface concentration distribution from the pollution point source 

group is elaborated. The concentrations are presented as a random vectorial field that turns into a random vector of cor-
relatable amounts in the surface fixed point ‘A’. These amounts’ distribution density numerical characteristics are ob-
tained through the linearization method and Berland model usage. At that distribution density becomes a multinormal 
rule. The ecological risk is observed as an excess probability of onetime maximum permissible concentration by even 
one contaminator. The numerical task computation for ecological risk predictive assessment for uninterrupted enterprise 
operation is proposed along with the elaborated model usage.  

Key words: ecological risk, assessment, point sources. 
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