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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ПЛАНЕТАРНЫЙ РЕДУКТОР КАК ЭЛЕМЕНТ
СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрена математическая модель дифференциального планетарного редуктора, получены уравнения
связи угловых скоростей и моментов основных звеньев. Показано, что планетарный редуктор на структурных
схемах систем управления можно представлять сумматором угловых скоростей и распределителем момен-
тов между валами его основных звеньев.
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DIFFERENTIAL PLANETARY REDUCING GEAR AS ELEMENT
OF CONTROL SYSTEM

The mathematical model of differential planetary reducing gear is considered, equalizations of communication of
angular speeds and moments of basic parts are got. It is shown that planetary reducing gear on the flow diagrams of
the control systems it is possible to represent by summarization of angular speeds and distributor of moments between
the billows of his basic links.
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ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИЙ ПЛАНЕТАРНИЙ РЕДУКТОР ЯК ЕЛЕМЕНТ
СИСТЕМИ КЕРУВАННЯ

Розглянуто математичну модель диференціального планетарного редуктора, одержано рівняння зв'язку
кутових швидкостей і моментів його основних ланок. Показано, що планетарний редуктор на структурних
схемах систем керування можна представляти суматором кутових швидкостей і розподільником моментів
між валами його основних ланок.

Ключові слова: планетарний редуктор, коронна шестірня, водило, сонячна шестірня, кутова швидкість,
момент сил, рівняння зв'язку.

Планетарные редукторы (ПР) широко
применяют в машиностроении. Это объясня-
ется тем, что при одинаковых значениях пе-
редаваемого момента их масса и габаритные
размеры значительно меньше, чем у других
передаточных механизмов вследствие рас-
пределения окружного усилия между зубча-
тыми зацеплениями нескольких сателлитов и
уменьшения сил, прикладываемых к зубьям
шестерен [1, 2, 3]. Поэтому в ПР используют
шестерни меньшего размера с меньшими
зубьями.

Обычно в литературе рассматривают ПР
с неподвижным водилом или коронной шес-
терней. С целью более полного использова-
ния возможностей ПР при разработке много-
двигательных электроприводов представляет
интерес рассмотреть работу дифференциаль-
ного ПР, в котором подвижными являются
все три основных звена.

© Войтенко В.А., 2012

Основными звеньями ПР являются: сол-
нечная шестерня 1, водило 2 (на виде сбоку
обозначено буквой В) и коронная шестерня
3. На рис.1 упрощённо показаны только на-
чальные окружности зацепления зубьев шес-
терен. Оси вращения солнечной шестерни
(СШ), водила и коронной шестерни (КШ)
совпадают и проходят через точку О1. На во-
диле закреплены оси О21 и О22, на которых
установлены сателлиты или планетарные
шестерни (ПШ) 21 и 22. Оси О21 и О22 вра-
щаются вместе с водилом относительно оси
О1, а ПШ – относительно осей О21 и О22.

Определим соотношения между значе-
ниями угловых скоростей основных звеньев
ПР. Для этого обозначим z1 – количество
зубьев на СШ, z2i – количество зубьев на
ПШ, z3 – количество зубьев, расположенных
на внутренней стороне КШ. Если учесть, что
при одинаковом окружном модуле зубьев
шестерен, участвующих в зацеплении, коли-
чество их зубьев равно частному от деления
диаметров их начальных окружностей на ок-
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ружной модуль [2], то на основании рис.1
можно записать

3 1 2iz = z +2z . (1)
Направление вращения всех шестерен и

водила против часовой стрелки будем счи-
тать положительным. В неподвижной систе-
ме координат поворот СШ на угол φ1, а во-
дила – на угол φ2 сопровождается поворотом
ПШ относительно осей вращения О21 или О22
на угол

1
2 2 1

2i

z( )
zi    . (2)

Угол поворота КШ относительно водила
определяется выражением

2i
3 2 2

3

z
zi    . (3)

Из (3) следует, что в неподвижной сис-
теме координат угол поворота КШ

2i
3 2 2

3

z
zi    . (4)

После подстановки в (4) φ2i из выраже-
ния (2) получим

1 31 1
3 2 2 1 2 1

3 3 3

z + zz z( )
z z z

          . (5)

Рис. 1. Упрощённая схема ПР

Выражение (5) является уравнением свя-
зи углов поворота КШ, водила и СШ. Если
продифференцировать по времени выраже-
ние (5), то получим уравнение связи угловых
скоростей СШ ω1, водила ω2 и КШ ω3

1 3 1 1 1
3 2 1 2 1

3 3 3 3

z +z z z z(1 )
z z z z

         . (6)

Из (6) следует, что если в качестве вы-
ходной переменной ПР рассматривать угло-
вую скорость КШ, то она является алгебраи-
ческой суммой угловых скоростей водила и
СШ с весовыми коэффициентами, значения
которых зависит от количества зубьев СШ и
КШ. Таким образом, для того, чтобы регули-
ровать угловую скорость КШ необходимо в
соответствии с выражением (6) регулировать
угловую скорость СШ и водила. В частности
если поддерживать значение ω2=ω2-i=const и
регулировать скорость ω1, то согласно (6)
получим множество графиков (рис.2), распо-
ложенных параллельно друг другу, и соот-
ветствующих разным постоянным значениям
угловой скорости водила ω2-1, ω2-2, ω2-3, ω2-4.
Характерными точками этих графиков явля-
ются точки А и В. В точке А ω1=0. При этом
в соответствии с (6) угловая скорость КШ в
точке А

1 3 1
3A 2-i 2-i

3 3

z + z z(1 )
z z

     . (7)

В точке В ω3=0. При этом согласно (6)
угловая скорость СШ в точке В

1 3 3
1B 2-i 2-i

1 1

z + z z(1 )
z z

     . (8)

Рис. 2. Графики зависимости угловых
скоростей основных звеньев ПР

Если учесть, что диаметр КШ превышает
диаметр СШ и поэтому z3>z1, то для обеспе-
чения нулевой угловой скорости КШ необ-
ходимо вращать СШ со скоростью, более
чем в два раза превышающей значение угло-
вой скорости водила. При ω1>ω1В направле-
ние вращения КШ изменится. Таким обра-
зом, реверс вращения КШ можно осущест-
вить с помощью нереверсивных регулируе-
мых приводов, приводящих в движение во-
дило и СШ.
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Определим уравнение связи моментов
сил, приложенных к водилу, к СШ и к КШ.
Для определённости будем считать, что к
КШ прикладывается момент силы

3 3 3М = F R , (9)
где F3 – результирующая сила, с которой зу-
бья КШ давят на зубья ПШ; R3 – радиус на-
чальной окружности зацепления зубьев КШ
и ПШ относительно оси О1 .

В точке А (рис.1) на зубья ПШ со сторо-
ны зубьев КШ действует положительная ре-
зультирующая сила F3, которая создаёт по-
ложительный движущий момент, приложен-
ный к водилу,

2-3 3 1 2iМ = F (R +2R ) . (10)
где R1, R2i – радиусы начальных окружностей
зацепления зубьев СШ и ПШ соответственно
относительно осей О1 и О21.

При движении звеньев ПР с постоянной
скоростью в точке В (рис.1) на зубья СШ со
стороны зубьев ПШ действует отрицатель-
ная результирующая сила (-F3), которая соз-
даёт отрицательный движущий момент, при-
ложенный к СШ,

1 3 1М = -F R . (11)
Одновременно, в соответствии с третьим

законом Ньютона, в точке В (рис.1) на зубья
ПШ со стороны зубьев СШ действует поло-
жительная результирующая сила (+F3), соз-
дающая положительный движущий момент,
приложенный к водилу,

2-1 3 1М = F R . (12)
Таким образом, к водилу прикладывает-

ся результирующий момент силы, который
определяется суммой моментов М2-3 и М2-1:

2 2-3 2-1 3 1 2i 3 1М = М + М = F (R + 2R ) +F R =

3 1 2i= 2F (R + R ) . (13)
Из выражения (9)

3
3

3

МF =
R

. (14)

После подстановки в (11) и (13) F3 из
(14)

1
1 3

3

RМ = - M
R

, (15)

1 2i
2 3

3

(R + R )М = 2 M
R

. (16)

Если учесть, что количество зубьев на
КШ, СШ и ПШ пропорционально их радиу-

сам, то выражения (15) и (16) можно перепи-
сать

1
1 3

3

zМ = - M
z

, (17)

1 2i
2 3

3

(z + z )М = 2 M
z

. (18)

С учётом (1) выражение (18) принимает
вид:

1 31 2i
2 3 3

3 3

z + z2z + 2zМ = M = M =
z z

1
3

3

z= (1+ ) M
z

. (19)

Для проверки правильности полученных
выражений рассмотрим баланс мощности
механической энергии передаваемой от КШ
к СШ и к водилу:

3 3 2 2 1 1M = M + M   . (20)
После подстановки в (20) М1 и М2 из вы-

ражений (17) и (19)
1 3 1

3 3 3 2 1
3 3

z +z zM = M ( - )
z z

   . (21)

С учётом (6) выражение (21) принимает
вид:

3 3 3 3M = M  .
Таким образом, баланс мощности со-

шёлся, что позволяет сделать вывод о пра-
вильности полученных выражений связи (6),
(17) и (19).

Из (17) и (19) также следует, что
1 1

1 2 3 3 3
3 3

z zM + M =- M (1+ ) M M
z z

  . (22)

Следовательно, для ПР справедлив ба-
ланс моментов сил, приложенных к СШ, во-
дилу и к КШ. Например, если к КШ прикла-
дывается движущий момент или момент со-
противления, то он в определённой пропор-
ции передаётся и к водилу, и к СШ. Причём
эта пропорция зависит от количества зубьев
на СШ и на КШ. Учитывая, что z1<z3 на ос-
новании (17) и (19) можно утверждать, что
момент, приложенный к СШ, будет значи-
тельно меньше момента, приложенного к
КШ, и будет направлен встречно моменту
М3. Момент, приложенный к водилу, будет
больше момента, приложенного к КШ, и бу-
дет совпадать с ним по направлению.

Если в качестве выходного звена ПР
рассматривать водило, то выражение (6)
принимает вид:
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3 1
2 3 1

1 3 1 3

z z
z +z z +z

    . (23)

Рассмотрим, как будет распределяться
момент сил, приложенных к водилу, между
СШ и КШ. Для этого обратимся к рис.1. От-
личие от предыдущего случая (когда момент
силы прикладывался к КШ) состоит в том,
что при положительном моменте сил М2,
приложенных к водилу, к КШ и к СШ также
будут прикладываться положительные мо-
менты сил М3 и М1. Поэтому после проведе-
ния выкладок, аналогичных (9)-(19), полу-
чим  следующие выражения:

1
1 2

1 3

zМ = М
z + z

, (24)

3
3 2

1 3

zM = М
z + z

. (25)

Если рассматривать передачу энергии от
водила к КШ и к СШ, то уравнение баланса
мощности

2 2 3 3 1 1M M M    . (26)
После подстановки в (26) М1 и М3 из

выражений (24) и (25), а также учёта (23) по-
лучим

3 1
2 2 2 3 1 2 2

1 3 1 3

z zM М ( ) M
z +z z +z

      .

Баланс мощности сошёлся.
Баланс моментов сил, приложенных к

СШ, водилу и к КШ также выполняется:
31

1 3 2 2 2
1 3 1 3

zzM + M = M  M M  .
z +z z +z

 

Если в качестве выходного звена ПР рас-
сматривать СШ, то выражение (6) принимает
вид:

1 3 3
1 2 3

1 1

z +z z
z z

    , (27)

Рассмотрим, как будет распределяться
момент сил, приложенный к СШ, между во-
дилом и КШ. Из рис.1 следует, что при по-
ложительном моменте сил М1, приложенных
к СШ, к водилу прикладывается положи-
тельный момент силы М2, а к КШ –
отрицательный момент силы М3. Поэтому
после проведения выкладок, аналогичных
(9)–(19),

1 3
2 1

1

z +zМ = М
z

, (28)

3
3 1

1

zM = - М
z

. (29)

Если рассматривать передачу энергии от
СШ к водилу и к КШ, то уравнение баланса
мощности будет иметь вид:

1 1 2 2 3 3M M +M   . (30)
После подстановки в (30) М2 и М3 из

выражений (28) и (29), а также  с учётом (27)
получим

1 3 3
1 1 1 2 3 1 1

3 1

z +z zM М ( ) M
z z

      .

Таким образом, баланс мощности сошёлся.
Баланс моментов сил, приложенных к

СШ, водилу и к КШ также выполняется:
1 3 3

2 3 1 1 1
1 1

z +z zM + M = M  M M
z z

  .

Из выражений (17), (19), (24), (25), (28) и
(29) следует, что между моментами сил, ко-
торые приложены к СШ, водилу и к КШ,
имеют место следующие соотношения:

1
1 3

3

zМ = - M
z

, (31)

1 3
2 1

1

z +zМ = М
z

, (32)

3
3 2

1 3

zM = М
z +z

. (33)

Выводы
1. Поскольку ПР обладает свойством об-

ратимости, а именно, свойством передавать
механическую энергию в любом направле-
нии, то в общем случае можно рассматри-
вать ПР как динамическое пропорциональ-
ное звено с двумя входами и одним выходом
или с одним входом и двумя выходами.

2. Для ПР имеет место только одно
уравнение связи угловых скоростей с тремя
неизвестными величинами ω1, ω2 и ω3 (6). В
этом случае представление ПР динамиче-
ским пропорциональным звеном с одним
входом и двумя выходами не имеет смысла,
поскольку задавая значение одной из угло-
вых скоростей, получаем одно уравнение с
двумя неизвестными величинами, которое
имеет бесконечно большое количество ре-
шений. Решение уравнений (6), (23) или (27)
получается однозначным при известных зна-
чениях двух скоростей. Поэтому при рас-
смотрении процесса преобразования угловых
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скоростей ПР необходимо представлять ди-
намическим пропорциональным звеном с
двумя входами и одним выходом. Таким об-
разом, ПР является сумматором угловых
скоростей с соответствующими весовыми
коэффициентами, значение которых зависит
от количества зубьев, расположенных на СШ
и на КШ.

3. Процесс преобразования моментов
силы в ПР описывается двумя уравнениями
связи (17), (19) или (24), (25), или (28), (29) с
тремя неизвестными величинами М1, М2 и
М3. При этом значения двух неизвестных
величин всегда можно представить функ-
циями третьей неизвестной величины. По-
этому в качестве преобразователя моментов
силы ПР необходимо представлять динами-
ческим пропорциональным звеном с одним
входом и с двумя выходами. Таким образом,
ПР распределяет момент силы, поступаю-
щий на его вход между двумя выходами с
соответствующими весовыми коэффициен-
тами, значение которых зависит от количе-
ства зубьев, расположенных на СШ и КШ.

4. Из (31)–(33) следует, что соотношение
значений М1, М2 и М3 не зависит от того, к
какому звену ПР прикладывается движущий
или тормозной момент и изменение или ог-
раничение момента на любом из звеньев ПР
приводит к изменению или к ограничению
моментов на других звеньях ПР.

5. Поскольку соотношение значений мо-
ментов сил, приложенных к основным звень-
ям ПР, является постоянным, а значения уг-
ловых скоростей алгебраически суммируют-
ся, то можно рассматривать ПР, как сумма-
тор мощности механической энергии, подво-
димой к двум его основным звеньям и сни-
маемой с третьего звена или распределите-
лем мощности механической энергии, под-
водимой к одному звену и снимаемой с двух
звеньев. При регулировании скорости соот-
ношение значений мощности механической
энергии, подводимой или снимаемой с его
основных звеньев, не остаётся постоянным.
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