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АНОТАЦІЯ. Сформульовані загальні принципи формування та аналізу можливих автоколивань у ві-

домих динамічних моделях вантажопідйомних кранів. Отримані основні закономірності та виявлені фі-
зичні механізми генерації автоколивань у межах моделі запропонованої В.І. Брауде, М.С. Тер-Мхітарова, 
яка застосовується для аналітичних розрахунків навантажень вантажопідйомних кранів. 

Ключові слова: автоколивання, динамічна модель, вантажопідйомні крани, аналіз. 

АННОТАЦИЯ. Сформулированы общие принципы формирования и анализа возможных автоколеба-
ний в известных динамических моделях грузоподъёмных кранов. Получены основные закономерности и 
выявлены физические механизмы генерации автоколебаний в рамках модели предложенной В.И. Брау-
де, М.С. Тер-Мхитарова, которая применяется для аналитических расчётов нагрузок грузоподъёмных 
кранов. 

Ключевые слова: автоколебания, динамическая модель, грузоподъёмные краны, анализ. 

SUMMARY. Purpose. Substantiation of the hoisting (overhead) cranes’ dynamic model, which allows defining 
the principal patterns and conditions of the auto-oscillations generation in such systems. Methodol-
ogy/approach. Researches in this work are of the analytical character. Findings. Results received in prospective 
may be  applied for specification or modification of the existing engineering methods of calculation of the auto-
oscillation modes of the crane systems within the start up/slow down modes both at the stage of design-
ing/drafting as well as at the stage of real exploitation. Research limitations/implications. The presented main 
principles of forming together with the dynamic analysis of the auto-oscillations in the models of the hoisting 
cranes within their start up/slow down modes allowed defining the patterns and conditions of the soft excitation of 
the mentioned oscillations in the system. Usage of the Kenigs – Lamerey diagram for the mentioned crane sys-
tems allowed defining the principal parameters (period and amplitude) of the auto – oscillations which correspond 
to the boundary cycle. Originality/value. The work has scientific and practical interest. 
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ПОСТОНОВКА ПРОБЛЕМИ 

Відомо [1], що за кінцевою метою моде-
лювання динаміки вантажопідйомних кра-
нів (зокрема, мостових кранів), воно поді-
ляється на два окремих класи: моделі кра-
нів з мехатронними системами керування 
та з традиційними. Перші призначені для 
визначення оптимальних переміщень жорс-
тких елементів вантажопідйомних машин, 
вантажу та траєкторій їх руху, а другі – для 
визначення навантажень та зусиль у елеме-
нтах машин. В  моделях першого класу не 
враховуються деформації пружних ланцю-
гів механізмів і металоконструкцій. Залеж-

но від конструкції машини та деталізації 
вирішуваної задачі вантаж вважається 
з’єднаним з машиною жорстко або на лі-
нійному, плоскому чи просторовому виску. 
У моделях другого класу враховуються де-
формації пружних ланцюгів та маятнико-
вий висок вантажу. В сучасних моделях за-
звичай враховується фактор затухання ко-
ливань, нелінійність характеристик приво-
дів тощо. Проте відсутній аналіз можливих 
автоколивань у таких складних технічних 
системах. 

АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ 

Системні методи розрахунку вантажопі-
дйомних машин наведені у [1]. Динаміка 
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вантажопідйомних кранів досліджувалась у 
[3]. Методи аналізу найпростіших автоко-
ливних систем розглянуті у [2]. 

МЕТА СТАТТІ 

Мета даної роботи полягає у обґрунту-
ванні динамічної моделі вантажопідйомних 
(мостових) кранів, яка дозволяє методами 
[2] встановити основні закономірності та 
умови виникнення автоколивань у подібних 
системах. 

ВИКЛАД МАТЕРІАЛУ 

 Математична модель для розрахунку 
навантажень у вантажопідйомних (мос-
тових) кранах за наявності автоколивань. 
Автори [1, 3] розглядають процес наван-

таження навіть у найпростішій двомасовій 
розрахунковій схемі як досить складний за 
своїм характером. Це пояснюється тим, що 
за кожному пуску і гальмуванні системи в 
ній виникають вимушені пружні коливання 
мас за початкових умов. (Останні, до речі, 
носять доволі випадковий характер). Якщо 
у задачі, що розглядається, для врахування 
процесу розсіювання енергії коливань за-
стосовується теорія в’язкого тертя, тоді де-
формація пружного ланцюга (каната) 

21 qqq −=  (де 1q  – переміщення ведучої 

маси 1m  (вантажного візка), а 2q  – перемі-

щення веденої маси 2m  (вантажу на кана-

ті)), зв’язана з навантаженням пS  у ланцю-

гу формулою cqSп ⋅=  (c  – коефіцієнт жо-
рсткості) визначається (на стадії пуску кра-
на) у результаті розв’язку диференціально-
го рівняння (аналогічного наведеному в [1], 
проте з іншою правою частиною): 

( )tA
mm

1
qqn2q

21

2
0 ⋅

⋅
=⋅ω+⋅⋅+ &&& ,      (1) 

де n  – параметр, що характеризує затухання 

коливань, 
( )

21

21

mm2

mm
n

⋅⋅
+⋅µ= ; 0ω  – кругова 

частота вільних коливань відповідної кон-

сервативної системи, 
( )

21

21
0 mm

mmc
⋅
+⋅=ω ; 

( )tA  – зовнішнє збурення, 

( ) ( ) ( )qsignWFmtA 2 &⋅−⋅=  (F – середньопу-
скове зусилля двигуна чи гальм [3],  
W  – сила опору рухові вантажного візка 
вподовж рейок балки мостового крана, 

( ) gmmkW 21 ⋅+⋅= , k  – коефіцієнт тертя 

ковзання, 2с
м81,9g =  – прискорення віль-

ного падіння); µ  – коефіцієнт непружного 

опору, с
кг . 

У розгорнутому вигляді рівняння (1) на- 
буває вигляд: 

( ) ( )2
0

1

F W
q 2 n q q sign q ,

m

F W 0.

−
+ ⋅ ⋅ + ω ⋅ = ⋅

− >

&& & & (2) 

Таким чином, диференціальне рівняння 
малих маятникових коливань вантажу на 
канаті у системі “вантажний візок – канат – 
вантаж” крана (2) описує рух у середовищі 
з в’язким тертям (на яке діє постійна сила), 
завжди спрямована у сторону руху [4]. 

1. Фізичні механізми та динамічний ана-
ліз автоколивань у процесах пуску/гальму-
вання вантажопідйомних кранів  
Спочатку визначимо фізичні механізми, 

які призводять до виникнення автоколивань 
кранових систем. 
Згідно з визначенням [2] автоколивними 

називають автономні (кранові) системи, у 
яких можуть відбуватися періодичні коли-
вання, водночас втрати механічної енергії 
безперервно поповнюються припливом 
енергії від джерела, що не має власних ко-
ливних властивостей; надходження енергії 
від джерела керується самим рухом (крано-
вої) системи, а період і розмах коливань не 
залежать (у широких межах) від початко-
вих умов. Зазвичай такі коливання назива-
ють усталеними (стаціонарними) автоколи-
ваннями, а процес поступового наближення 
до усталених автоколивань, який виникає 
після довільного початкового збурення си-
стеми, – перехідним процесом. 
Характерні задачі для автоколивних сис-

тем полягають у визначенні частот та роз-
махів усталених автоколивань, дослідженні 
стійкості усталених режимів, вивченні пе-
рехідних процесів 
Розрізняють м’яке і жорстке самозбу-

дження автоколивань. Якщо стан рівноваги 
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нестійкий і відповідна йому особлива точка 
оточена граничним циклом (стійким), тоді 
самозбудження є м’яким: зростаючі коли-
вання виникають після як завгодно малого 
початкового збурення стану рівноваги сис-
теми. Якщо ж стан рівноваги стійкий і від-

повідна до нього точка оточена нестійким 
граничним циклом, тоді для збудження ав-
токоливань, що відповідають стійкому гра-
ничному циклу, необхідне досить велике 
початкове збурення стану рівноваги, здатне 
“закинути” систему за нестійкий граничний 

цикл. Якщо на автоколивну систему діє зо-
внішнє збудження з частотою ω (близькою 
до частоти автоколивань 0Ω ), тоді у систе-

мі може встановитись коливний процес з 
однією частотою ω. 
Для автоколивної системи з одним сте-

пенем вільності руху характерним є наяв-
ність на фазовій площині одного чи кількох 
стійких граничних циклів. Відповідно у ав-
токоливних системах можуть існувати кі-
лька стаціонарних процесів з різними амп-
літудами. Встановлення конкретного про-
цесу залежить від того, у якій області «про-
тягування» знаходяться початкові умови. 
Автоколивання можуть бути за формою 

близькими до гармонічних, але можуть і 
суттєво відрізнятися від них. Автоколиван-
ня, які суттєво відрізняються від гармоніч-
них, називаються релаксаційними. 
Враховуючи все викладене вище (у пун-

кті 2) проведемо дослідження рівняння (2) з 
точки зору можливості виникнення у роз-
глядуваній крановій системі режиму авто-
коливань. За цим використаємо підходи, 
розглянуті в роботі [4]. 
Для зручності подамо рівняння (2) у на-

ступному вигляд: 

( )2
02 sign+ ⋅ ⋅ + ω ⋅ = ⋅%&& & &q h q q F q ,  (3) 

де 
( )

1m
WF

F
~ −= , 0nh >= , 0F

~ > , 22
0 h>ω . (В 

цьому разі h , F
~

 та 2
0ω  – постійні величини, 

які не залежать від часу t ). 
При 0q <&  і початкових умовах 0t = , 

1qq = , 0q =&  рівняння (3) має розв’язок: 

( )
1 2

0

2
0

1 2
0

F t
q cos

T F
q exp h t ,

T F t
h q sin

T

   π⋅ + ⋅ +    ω    = − ⋅ −  ω  π⋅  + ⋅ ⋅ + ⋅    π ω    

%

%

%

(4)  

де 
22

0 h
T

−ω
π= . При Tt =  

( )2 1 2 2
0 0

F F
q q exp h T q , q 0.

 
= = − − ⋅ ⋅ + − = ω ω 

% %

& (5) 

При 0q >&  і початкових умовах 0t = , за 

яких 2qq = , 0q =&  розв’язок рівняння (3) 
буде: 

( )
2 2

0

2
0

2 2
0

F t
q cos

T F
q exp h t .

T F t
h q sin

T

   π⋅ − ⋅ +    ω    = − ⋅ +  ω  π⋅  + ⋅ ⋅ − ⋅    π ω    

%

%

%
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При Tt =  

( )
2
0

2
0

23

F
~

F
~

qThexpqq
ω

+








ω
−⋅⋅−−== ,   (7) 

або відповідно з виразом (5) 

( ) ( )( )2

2
0

13 Thexp1
F
~

qTh2expq ⋅−+⋅
ω

+⋅⋅⋅−= . (8) 

Для періодичного руху кранової системи 
повинно бути 013 qqq == , і, відповідно,  

( )
( ) 2

0
0

F
~

Thexp1
Thexp1

q
ω

⋅
⋅−−
⋅−+= .             (9) 

Розглянемо далі вираз (9) за різних спів-
відношень Th ⋅ (випадок а, б): 
 а) 1Th <<⋅ ;     б) 1Th >>⋅ . 

У випадку б) 
2
0

0

F
~

q
ω

→ , а для випадку а) 

матимемо: 

2
0

0

F
~

Th
2

q
ω

⋅
⋅

→ .                (10) 

Для дослідження стійкості періодичного 
руху треба скористатися діаграмою Кеніг-
са-Лемерея [2].  
На площині змінних 1q , 3q  (рис. 1) по-

будовані пряма 13 qq =  і пряма, яка визна 

чається виразом (8). Точка перетину цих 
прямих визначає значення 0q . 
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a (a) б(b) a (a) б(b) 

   
 

в (c) г(d) в (c) г(d) 

    

д(e) е(f) д(e) е(f) 

Рис. 3. Графічні залежності q(t)  –  а , ( )tq&  –  б , ( )tq&&  –  в  

та фазові портрети ( )q,q &  –  г , ( )q,q &&  –  д,  ( )q,q &&&  – е  :  

кг10m 4
1 = , кг10m 4

2 = , м10l = , с
кг01,0=µ , 2T=4,49с  

Fig. 3. Graphic dependences ( )tq  –  а , ( )tq&  –  b , ( )tq&&  –   c  

and phase portraits  ( )q,q &  –  d , ( )q,q &&  –  e,  ( )q,q &&&  –  f  :  
4

1m=10 kg,  
4

2m=10kg , l=10m , 
kg0,01 secµ= , 2T=4,49sec  

 
Рис. 4. Графічні залежності ( )tq  –  а , ( )tq&  –  б , ( )tq&&  –  в  

та фазові портре ти ( )q,q &  –  г , ( )q,q &&  –  д,  ( )q,q &&&  –  е  :  

кг10m 4
1 = , кг10m 4

2 = , м10l = , с
кг5000=µ , 2T=4,80 с  

Fig. 4. Graphic dependences ( )tq  –  а , ( )tq&  –  b , ( )tq&&  –   c  

and phase portraits  ( )q,q &  –  d , ( )q,q &&  –  e,  ( )q,q &&&  –  f  :  
4

1m=10 kg,  
4

2m=10 kg, l=10m , 
kg5000 secµ= , 2T=4,80sec  
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a (a) б(b) a (a) б(b) 

    
в  (c) г(d) в  (c) г(d) 

    

д(e) е(f) д(e) е(f) 

Рис. 5. Графічні залежності ( )tq  –  а , ( )tq&  –  б , ( )tq&&  – в   

та фазові пор трети ( )q,q &  –  г , ( )q,q &&  –  д , ( )q,q &&&  –  е:  

кг10m 4
1 = , кг10m 4

2 = , м20l = ,  с
кг5000=µ , 2T=7,35 с  

Fig. 5.. Graphic dependences ( )tq  –  а , ( )tq&  –  b , ( )tq&&  –   c  

and phase portraits  ( )q,q &  –  d , ( )q,q &&  –  e,  ( )q,q &&&  –  f  :  
4

1m=10 kg ,  
4

2m=10 kg, l=20m , kg5000 secµ= , 2T=7,35sec  

 
Рис. 6. Графічні залежності ( )tq  –  а , ( )tq&  –  б , ( )tq&&  –  в   

та фазові портре ти ( )q,q &  –  г , ( )q,q &&  –  д , ( )q,q &&&  –  е:   

кг10m 4
1 = , кг10m 5

2 = , м15l = ,   с
кг1000=µ , 2T=2,34c  

Fig. 6.. Graphic dependences ( )tq  –  а , ( )tq&  –  b , ( )tq&&  –   c  

and phase portraits  ( )q,q &  –  d , ( )q,q &&  –  e,  ( )q,q &&&  –  f  :  

4
1m=10 kg ,  

5

2m=10 kg, l=15m , 
kg1000 secµ= , 2T=2,34sec  
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Рис. 1. Діаграма Кенігса-Лемерея для  
досліджуваної кранової системи 

Fig.1. A diagram of Кеnigsa-Lеmerey is for  
the investigated crane system     

Із розгляду діаграми випливає, що за по-
чаткових відхилень 01 qq >′  коливання зату-

хають, а при 01 qq <′′  нарощуються. І у тому 

й у іншому випадках система приходить до 
періодичних коливань з періодом T2  і ам-
плітудою, що визначається виразом (9). 
Картина фазової площини (q , q& ) подана 

на рис. 2. Інші графіки для q , q&  та q&& , котрі 
залежать від t , та фазові портрети на пло-
щинах ( )q,q & , ( )q,q &&  та ( )q,q &&& подані нижче 
на рис. 3-6. 

 
ВИСНОВКИ 

1. Наведені основні принципи форму-
вання та обґрунтований динамічний аналіз 
автоколивань у моделях вантажопідйомних 
кранів у процесах їх пуску/гальмування до-
зволили встановити закономірності та умо-

ви м’якого збудження вказаних коливань у 
системі. 

2. Використання діаграми Кенігса-
Лемерея для вказаних кранових систем до-
зволило встановити основні параметри (пе-
ріод та амплітуду) автоколивань, які відпо-
відають граничному циклу. 

3. Результати, отримані у даній роботі, 
можуть бути у подальшому використані 
для уточнення та вдосконалення існуючих 
інженерних методів розрахунку автоколив-
них режимів кранових систем у процесах  
їх пуску/гальмування як на стадіях проек-
тування/конструювання, так і у режимах 
реальної експлуатації. 
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Рис. 2. Картина фазової площини (q , q& ) 

(у загальному випадку) 

Fig. 2. Picture of phase plane (q , q& ) 
(in general case) 


