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АНОТАЦІЯ. Проведено динамічний аналіз та досліджені можливі хвилеутворення у системі “панто-

граф – електричний підвіс” вантажних електротролейвозів. Визначені умови, за яких хвилеутворення 
відсутні, а сили взаємодії у рухомому контакті не перевищують тих, що допустимі на розрив та при-
скорене зношування. 

Ключові слова: аналіз, динаміка, хвилеутворення, пантограф, електричний підвіс, вантажні елект-
ротролейвози. 

 
АННОТАЦИЯ. Проведен динамический анализ и исследованы возможные волнообразования в систе-

ме “пантограф – электрический подвес” грузовых электротролейвозов. Определены условия, при ко-
торых волнообразования отсутствуют, а силы взаимодействия в подвижном контакте не превыша-
ют тех, которые допустимы на розрыв и ускоренный износ. 

Ключевые слова: анализ, динамика, волнообразования, пантограф, электрический подвес, грузо-
вые электротролейвозы. 

 
SUMMARY. Purpose. Establishment of regularities of wave formations of system "a pantograph - electric 

subweight" cargo electrotrolls of carts and conditions under which the specified wave formations are absent, and 
interaction forces in moving contact don't exceed admissible on a gap and the accelerated wear. Methodol-
ogy/approach. Researches in this work are of analytical character. Findings. The results received in work can 
serve further for specification and improvement of existing engineering methods of systems "a pantograph – elec-
tric subweight" cargo electrotrolls of carts. Research limitations/implications. The mathematical model is 
offered and the main consistent patterns of wave formations of system "a pantograph – electric subweight" are 
determined cargo electrotrolls of carts. Originality/value. The work has scientific and practical interest. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
 

У динаміці конструкцій, які знаходяться 
під впливом рухомих навантажень, добре 
відомо про існування так званих критич-
них швидкостей, за яких прогини під нава-
нтаженням необмежено (у лінійному на-
ближенні) зростають. При визначенні цих 
швидкостей зазвичай припускають, що на-
вантаження постійне (рульової частоти). 
Однак тривалий час залишалось без відпо-
віді питання про динамічну поведінку на-
прямних при закритичних швидкостях. 

Виявилось, що при закритичних у вка-
заному сенсі швидкостях має місце ефект 
типу Вавілова-Черенкова, який полягає у 

випромінюванні хвиль рівномірно рухо-
мим джерелом нульової частоти. Детальне 
вивчення особливостей його прояву в 
пружних системах представляє інтерес, 
принаймні, за двома причинами. Знання 
умов його прояву, по-перше, вказує шляхи 
боротьби з відповідними джерелами вібра-
цій у машинах і створення нових вібротех-
нологій, а, по-друге, дозволяє обгрунтова-
но розраховувати силові впливи у рухомих 
контактах. 

 
ОГЛЯД ПУБЛІКАЦІЙ 

 
 Автор [1] встановив існування критич-

них швидкостей, за яких прогини під нава-
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нтаженням, що рухається, необмежено 
зростають (у лінійному наближенні). У ро-
ботах [2-5] було виявлено, що при закри-
тичних у вказаному сенсі швидкостях має 
місце ефект Вавілова-Черенкова [6]. Ре-
зультати розглянутих робіт будуть викори-
стані у даному дослідженні. 

 
МЕТА РОБОТИ 

 
Мета даної роботи полягає у встанов-

ленні закономірностей хвилеутворень сис-
теми “пантограф – електричний підвіс” 
вантажних електротролейвозів та умов, за 
яких вказані хвилеутворення відсутні, а 
сили взаємодії у рухомому контакті не пе-
ревищують допустимих на розрив та при-
скорене зношування. 
 

ВИКЛАД МАТЕРІАЛУ 
 
Одна із проблем знімання струму в еле-

ктричному транспорті полягає у визначен-
ні параметрів системи “пантограф – елект-
ричний підвіс”, за яких у підвісі не збу-
джуються хвилі, а сили взаємодії у рухо-
мому контакті не перевищують допусти-
мих на розрив та прискорене зношування. 
Ця проблема є актуальною у зв’язку з ши-
роким застосуванням електротролейвозів 
при видобуванні корисних копалин у 
кар’єрах відкритим способом. 

У найпростішій моделі задача зводиться 
до аналізу динамічної поведінки підпру-
жиненої струни з піджимним пристроєм, 
який рівномірно рухається вздовж неї. У 
цьому випадку з рівняння поперечних ко-
ливань струни отримуємо: 

000 =⋅+⋅−⋅ρ uhuNu xxtt ,           (1) 

де 0h  – коефіцієнт жорсткості основи;    

0ρ  – питома щільність струни (на одини-

цю довжини); N  – натяг; txu ,  – поперечне 

відхилення струни; x  – поздовжня коор-
дината; t  – час,  отримуємо наступне дис-
персійне рівняння (яке зв’язує частоту ω  
та хвильовий вектор k  можливих у систе-
мі хвилеутворень): 

02
*

22
0

2 =ω−⋅−ω kc , (2) 

0
0 ρ
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0
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* ρ

=ω h
. 

Використовуючи (2), а також кінемати-
чний інваріант: Ω=⋅−ω vk  (v – швидкість 
руху гармонійного джерела з частотою Ω , 

constv = ), вимогу обмеженості перемі-
щень на нескінченності ( ±∞→x ): 

0Im >k  при tvx ⋅< , 0Im <k  при tvx ⋅>  
та умови випромінювання Мандельштама 

[7]: v
dk

d <ω
, tvx ⋅<  та v

dk

d >ω
, tvx ⋅> , – 

знаходимо, що за докритичних швидко-
стей руху, коли 0cv < , джерело нульової 

частоти ( 0=Ω ) хвиль не випромінює, 
профіль прогину під навантаженням симе-
тричний та експоненціально спадає за від-
далення від нього: зліва ( tvx ⋅< ) 
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k , де 
0c

v=β . При закритич-

них швидкостях, коли 0cv > , перед наван-

таженням ( tvx ⋅> ) прогинів немає 
( ( ) 0, =txu ), а за навантаженням збуджу-

ється біжуча за ним хвиля з 
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Записуючи умову у рухомому контакті 
( tvx ⋅= ) у вигляді [8]: 

( ) ( ) ( )tuttvuttvu 0,0,0 =−⋅=+⋅ , 

[ ] 0000 FuvuNukum tx +⋅ρ⋅+⋅=⋅+⋅ && , 
(3) 

де m  та k  – параметри пантографа; 0F  – 

постійна сила притискування; квадратні 
дужки – різниця величин, які стоять всере-
дині дужок справа та зліва від рухомої 
границі, для випадку закритичних швидко-
стей ( 0cv > ) маємо: 

( ) ( )




⋅>
⋅<⋅−⋅ω⋅

=
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,,sin
, 0

tvx

tvxxktu
txu  (4) 
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При цьому сила опору хвилеутворення, 
яка заважає рухові [8], набуває вигляду: 
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 (5) 

За характером цієї залежності (5) від 
швидкості руху видно, що вона може бути 
причиною розриву проводу. 

При нехтуванні дисипативними втрата-
ми, як показано у [9], при закритичних 
швидкостях ( 0cv < ) прогин під наванта-

женням симетричний і, відповідно, опір 
рухові відсутній ( 0=gT ). Якщо ж враху-

вати розподілені втрати, тоді профіль під 
навантаженням виявляється несиметрич-
ним і опір рухові буде існувати навіть за 
відсутності тертя. 

Оскільки у цьому випадку дисперсійне 
рівняння приймає видгляд: 

02 2
*

22
0

2 =ω−⋅−ω⋅γ⋅⋅−ω kci ,        (6) 

де 
0ρ

δ=γ ; δ  – коефіцієнт в’язкості, тоді 

із розв’язку задачі кінематики хвиль [9] 
випливає, що зліва від навантаження 
( tvx ⋅< ): 
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а справа ( tvx ⋅> ): 
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Далі, конструюючи відповідним чином 
розв’язок для переміщень 
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з (3) знаходимо: 
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Підставляючи знайдений розв’язок (9) 
та (10) у вираз для сил тиску хвиль [8] 


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знаходимо, що при закритичних швидко-
стях ( 1<β ); тоді 
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Звідси видно, що для розрахунку допус-
тимих швидкостей руху пантографу вра-
хування розподілених втрат принципово 
необхідне, оскільки поздовжня складова, 
діюча на підвіс у контакті, досягає небез-
печних значень навіть при докритичних 
швидкостях. 

 
ВИСНОВКИ 

 
1. Запропонована математична модель 

та встановлені основні закономірності 
хвилеутворень системи “пантограф – елек-
тричний підвіс” вантажних електротролей-
возів, а також умови, за яких виникаючі 
хвилі можуть створити сили тиску (опору 
рухові) джерела нульової частоти у рухо-
мому контакті, що перевищать допустимі 
на розрив і призводять до прискореного 
зношування. 

2. Отримані у даному дослідженні ре-
зультати можуть у подальшому слугувати 
для уточнення та вдосконалення існуючих 
інженерних методів розрахунку систем 
“пантограф – електричний підвіс” вантаж-
них електротролейвозів як у режимах їх-
ньої реальної експлуатації, так і на стадіях 
проектування/конструювання, а також для 
запобігання можливих передчасних руйну-
вань вказаних підвісів виникаючими у них 
хвилеутвореннями. 
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