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Â ïåðèîä ñ 17 ïî 22 ñåíòÿáðÿ 2017 ã. â óþò-
íîì ãîðíîì îòåëå �Marymont�, ðàñïîëîæåííîì
ðÿäîì ñ îäíîé èç æèâîïèñíåéøèõ äîëèí Ïîëü-
ñêèõ Òàòð, ïðîõîäèëà XV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ �Mathematics in Technical and Natural
Sciences�, îðãàíèçîâàííàÿ ôàêóëüòåòîì ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè Ãîðíî-ìåòàëëóðãè÷åñêîé
àêàäåìèè ã. Êðàêîâà (http://www.wms.agh.edu.pl/
konferencje/mntp/)

 Â íûíåøíåì ãîäó èñïîëíÿåòñÿ 30 ëåò ñ ìî-
ìåíòà âûõîäà â ñâåò â æóðíàëå �Journal of Phy-
sics, ser. A� îñíîâîïîëàãàþùåé ñòàòüè �On a re-
duction and solutions of non-linear wave equations
with broken symmetry�, â êîòîðîé âïåðâûå áûë
ñôîðìóëèðîâàí â ÿâíîì âèäå àëãîðèòì ïîèñêà
óñëîâíîé ñèììåòðèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ. ×òîáû âîçäàòü ñêðîìíóþ äàíü óâàæå-
íèÿ àâòîðàì ýòîé ñòàòüè, ïîêîéíîìó ïðîôåññî-
ðó Â. È. Ôóùè÷ó è íàøåìó êîëëåãå, ïðîôåññî-
ðó È. Ì. Öèôðå, áûëî ðåøåíî îðãàíèçîâàòü â
ðàìêàõ êîíôåðåíöèè ñïåöèàëüíóþ ñåññèþ. Äðó-
ãîé öåëüþ äàííîãî ìåðîïðèÿòèÿ áûëà ïîïóëÿ-
ðèçàöèÿ ñðåäè ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè ýòîãî
ñðàâíèòåëüíî íîâîãî íàïðàâëåíèÿ â èññëåäîâà-
íèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìíå âûïà-
ëà ÷åñòü ñäåëàòü ïåðâûé ñåññèîííûé äîêëàä ,
êîòîðûé â ñîêðàùåííîì è íåñêîëüêî ïåðåðàáî-
òàííîì âèäå èçëàãàåòñÿ íèæå.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñèììåòðèé (èëè ãðóï-
ïîâîãî àíàëèçà) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
áûëà ðàçðàáîòàíà âûäàþùèìñÿ íîðâåæñêèì
ìàòåìàòèêîì Ñîôóñîì Ëè â êîíöå XIX â. Îñ-
íîâûâàÿñü íà èäåÿõ, ñõîäíûõ ñ âûäâèíóòûìè
âïåðâûå â òåîðèè Ãàëóà, Ñ. Ëè ïîêàçàë, ÷òî åñ-
ëè ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äîïóñêàåò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî
ãëàäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé çàâèñèìûõ è íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ, ñîõðàíÿþùèõ ôîðìó óðàâ-
íåíèé, òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ñîâîêóï-
íîñòü ãåíåðàòîðîâ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ðåøå-
íèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â êâàä-
ðàòóðàõ.

Èäåè Ñ. Ëè ïðèìåíèìû è ê äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ÄÓ×Ï),
îäíàêî ñèòóàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ñëîæíîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íàëè÷èè ëèøü êîíå÷-
íîé ñîâîêóïíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè
ÄÓ×Ï, êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæíî ïîëíîñòüþ
ïðîèíòåãðèðîâàòü. Îäíàêî íà âñåì ïðîòÿæåíèè
ÕÕ â. òåîðèÿ ñèììåòðèé èíòåíñèâíî èñïîëüçî-
âàëàñü (â ÿâíîì, à ÷àùå � â ñêðûòîì âèäå), ïî-
ñêîëüêó, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó òåîðåòèêî-ãðóï-
ïîâîé ðåäóêöèè, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà òî÷-
íûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ÄÓ×Ï. Çäåñü óìåñò-
íî ñîñëàòüñÿ êàê íà ðàáîòû ìíîãî÷èñëåííûõ
ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ôèçèêè è íåëèíåéíîé
ìåõàíèêè (Áàðåíáëàòò, Birkhof, Taylor, Êîðîáåé-
íèêîâ, Ëàíäàó, Ñåäîâ, Ñòàíþêîâè÷, Çåëüäîâè÷
è äð.), èñïîëüçóþùèõ ïîíÿòèå àâòîìîäåëüíîñ-
òè äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷, òàê è íà ðà-
áîòû â ñôåðå ìàòåìàòèêè, îñíîâàííûå íà ôîð-
ìàëèçìå ëîêàëüíûõ ãðóïï Ëè ( Îâñÿííèêîâ ,
Èáðàãèìîâ, Bluman and Cole, Olver è ìíîãèå
äðóãèå).

Íàðÿäó ñ óñïåõàìè â ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñ-
êîé òåîðèè Ëè ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ çàäà÷ (ïîèñêîâ ïîëíîé ãðóïïû èíâà-
ðèàíòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ãðóï-
ïîâîé êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé, íàõîæäåíèè
ñèììåòðèéíûõ àíçàöåâ, ïðèâîäÿùèõ ê ðåäóêöèè
êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ), ê êîíöó
ÕÕ â. ïîÿâèëèñü ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû, óêà-
çûâàþùèå íà îãðàíè÷åííîñòü êëàññè÷åñêîãî ïîä-
õîäà. Â ÷àñòíîñòè, áûëè îáíàðóæåíû ñëó÷àè ðå-
äóêöèè ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñ ïî-
ìîùüþ àíçàöåâ, êîòîðûå íåâîçìîæíî âîñïðî-
èçâåñòè íà îñíîâàíèè ôîðìàëèçìà êëàññè÷åñ-
êèõ ãðóïï Ëè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â óêàçàííûé ïå-
ðèîä âðåìåíè âåëèñü èíòåíñèâíûå ïîïûòêè ðàñ-
øèðåíèÿ ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè è ïîèñêè ðåãóëÿð-
íûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ íåëèåâñêèõ àíçàöåâ.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ áûë ïðåäëî-
æåí â öèòèðóåìîé âûøå ðàáîòå Â. È. Ôóùè÷à
è È. Ì. Öèôðû, â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíî ïî-
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íÿòèå óñëîâíîé ñèììåòðèè. Â î÷åíü óïðîùåí-
íîì âèäå åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå òàê. Ïóñòü
èìååòñÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ
âðàùåíèåì ïëîñêîé ïàðàáîëû, çàäàííîé óðàâ-
íåíèÿìè z = x2 − 1 , y = 0 îòíîñèòåëüíî îñè OZ.
Ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ ìàëîé äåôîðìàöè-
åé âñåõ òî÷åê â íàïðàâëåíèè îäíîé èç îñåé (íà-
ïðèìåð, îñè OX), çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, ëåæà-
ùèõ â ïëîñêîñòè XOY, îáîçíà÷èì êàê M. Î÷å-
âèäíî, ÷òî âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè OZ íå
îòîáðàæàþò òî÷êè ïîâåðõíîñòè M â ñåáÿ. Îä-
íàêî îíà ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî C: (x, y, z) ∈
∈ R 3, ãäå {x 2 + y 2 = 1, z = 0}, ñèììåòðè÷íîå
îòíîñèòåëüíî òàêèõ îïåðàöèé. Ìíîæåñòâî C ëå-
æèò íà ïåðåñå÷åíèè M ñ ìíîãîîáðàçèåì S, ñîâ-
ïàäàþùèì ñ ïëîñêîñòüþ XOY. Òàêèì îáðàçîì,
òî÷êè äàííîãî ìíîæåñòâà îáëàäàþò áîëåå âû-
ñîêîé ñèììåòðèåé, åñëè âûïîëíÿþò óñëîâèå ïðè-
íàäëåæíîñòè ê ìíîæåñòâó S.

Â ïîäõîäå Ôóùè÷à è Öèôðû áûë âïåðâûå
ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-
þùèé íàõîäèòü óñëîâèÿ (àíàëîãè ïîâåðõíîñòè S),
ïðèâîäÿùèå ê íàõîæäåíèþ ïîäìíîæåñòâ ðåøå-
íèé, îáëàäàþùèõ äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé.
Íå áóäó÷è íåïîñðåäñòâåííûì ó÷àñòíèêîì îïè-
ñûâàåìûõ ñîáûòèé, ÿ, òåì íå ìåíåå, áûë îñâå-
äîìëåí î ïåðèïåòèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ óñëîâíîé ñèì-
ìåòðèåé, èáî ïðîæèâàë â 1980-å ãîäû ñ Èâàíîì
Öèôðîé ïîä îäíîé êðûøåé îáùåæèòèÿ àñïèðàí-
òîâ ÀÍ ÓÑÑÐ è ÷àñòî ñ íèì îáùàëñÿ. Â îïè-
ñûâàåìûé ïåðèîä âðåìåíè îí ïðîõîäèë ïîäãî-
òîâêó â àñïèðàíòóðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÀÍ
ÓÑÑÐ è áûë çàíÿò ñèììåòðè÷íûì àíàëèçîì óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà â ìàòåðèàëüíîé ñðåäå. Èäåÿ
óñëîâíîé ñèììåòðèè íå áûëà ñâÿçàíà ñ îñíîâ-
íûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ
Èâàíîì. Ïåðâîíà÷àëüíî îíà áûëà âîñïðèíÿòà
áåç äîëæíîãî ýíòóçèàçìà, ïîñêîëüêó âûãëÿäå-
ëà ñûðîé è ìàëîïåðñïåêòèâíîé. Ñèòóàöèÿ, îäíà-
êî, êàðäèíàëüíî èçìåíèëàñü â òîò ìîìåíò, êîã-
äà Èâàíó óäàëîñü ñêîíñòðóèðîâàòü êîíêðåòíûé
ëåãêî âåðèôèöèðóåìûé ïðèìåð, êîòîðûé ëåã â
îñíîâó óêàçàííîé âûøå ñòàòüè: íåëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå Ä�Àëàìáåðà, äîïóñêàþùåå ëèøü ìàñøòàá-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñäâèã â êëàññè÷åñêîì (ëè-
åâñêîì) ñìûñëå, ðåäóöèðîâàëîñü ê îáûêíîâåí-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ëîðåíö-
èíâàðèàíòíûì àíçàöåì! Ïîñëå ýòîãî ðåøå-
íî áûëî íàïèñàòü çàìåòêó, ïîñëàòü åå â õîðîøèé

æóðíàë è ïîñìîòðåòü, êàêèìè áóäóò ðåöåíçèè.
Îòâåòû ðåöåíçåíòîâ ïðåâçîøëè ñàìûå ñìåëûå
îæèäàíèÿ. Îäèí èç ðåöåíçåíòîâ íàïèñàë , ÷òî
ìàòåðèàë çàñëóæèâàåò íå òîëüêî ïóáëèêàöèè, íî
è íàèáîëåå øèðîêîé ïîïóëÿðèçàöèè. Îí òàêæå
âûñëàë íåñêîëüêî ñòàòåé íà ýòó æå òåìó, äîñå-
ëå íåèçâåñòíûõ àâòîðàì. Ðàáîòà Â. È. Ôóùè÷à
è È. Ì. Öèôðû íå áûëà, îäíàêî, ïîâòîðåíèåì èç-
âåñòíûõ ê òîìó âðåìåíè ðåçóëüòàòîâ, òàê êàê
ñîäåðæàëà êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-
þùèé îïèñûâàòü óñëîâíûå ñèììåòðèè è ðåàëè-
çîâûâàòü íà èõ îñíîâå íåëèåâñêèå ðåäóêöèè.

Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé àâòîðàìè, òåõíè÷åñ-
êè îòëè÷àëñÿ îò ëèåâñêîãî òåì, ÷òî ïðèâîäèë ê
íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òîãäà êàê â êëàñ-
ñè÷åñêîì ïîäõîäå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñèì-
ìåòðèþ, âñåãäà ëèíåéíû. Ê ñ÷àñòüþ, ñèñòåìû
íåëèíåéíûõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, êàê ïðà-
âèëî, ñèëüíî ïåðåîïðåäåëåíû. Èñïîëüçóÿ ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, òàêèå ñèñòåìû âåñüìà ÷àñòî óäà-
åòñÿ òî÷íî ðåøèòü.

Ïåðåîðèåíòàöèþ ãðóïïû ìàòåìàòèêîâ, âîç-
ãëàâëÿåìîé ïðîôåññîðîì Â. È. Ôóùè÷åì, íà
êëàññ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîèñêàìè è èñïîëüçî-
âàíèåì óñëîâíîé ñèììåòðèè, â îäíî÷àñüå ñäå-
ëàòü áûëî íåëüçÿ. Ê òîìó âðåìåíè, êîãäà ðàáî-
òû áûëè â ðàçãàðå, Èâàí Öèôðà óæå çàíèìàëñÿ
îñâîåíèåì ìåòîäîâ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿäåðíîé ãåî-
ôèçèêè â Èíñòèòóòå ãåîôèçèêè ÀÍ Óêðàèíû, â
êîòîðûé áûë íàïðàâëåí ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñ-
ëå îêîí÷àíèÿ àñïèðàíòóðû. Ïîýòîìó ëàâðû ïåð-
âîïðîõîäöåâ â ýòîé ïî-íàñòîÿùåìó óâëåêàòåëü-
íîé è ïåðñïåêòèâíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé äî-
ñòàëèñü, ïî áîëüøåé ÷àñòè, íå Èâàíó, à òåì åãî
êîëëåãàì, êîòîðûå ìîãëè ïîëíîñòüþ ïîñâÿòèòü
ñâîå âðåìÿ ýòèì îòíþäü íå ëåãêèì èññëåäîâà-
íèÿì.

Ê çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ óñëîâíîé ñèììåò-
ðèåé, Èâàí Öèôðà âåðíóëñÿ íåñêîëüêèìè ãîäà-
ìè ïîçæå, âî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â äîêòîðàíòó-
ðå Èíñòèòóòà ãåîôèçèêè èì. Ñ. È. Ñóááîòèíà
ÍÀÍ Óêðàèíû. Áîëåå çðåëîå ïîíèìàíèå òåìû
èññëåäîâàíèé ïîçâîëèëî åìó, ñîâìåñòíî ñ êîë-
ëåãàìè, ïîëó÷èòü â òîò ïåðèîä î÷åíü ñèëüíûé
òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî åñëè ëèåâ-
ñêàÿ ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì äëÿ ðåäóêöèè, òî óñëîâíàÿ ñèììåòðèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèåì íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Èâàí Ìèõàéëîâè÷ Öèô-
ðà ñîâìåùàåò ñâîþ ðàáîòó â Èíñòèòóòå ãåî-
ôèçèêè èì. Ñ. È. Ñóááîòèíà Íàöèîíàëüíîé àêà-
äåìèè íàóê Óêðàèíû ñ ëåêöèÿìè íà ôàêóëüòåòå
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ãîðíî-ìåòàëëóðãè÷åñ-
êîé àêàäåìèè ã. Êðàêîâà â äîëæíîñòè ïðîôåñ-
ñîðà è, ïîìèìî ïåäàãîãè÷åñêîé ðàáîòû, ïðèíè-
ìàåò àêòèâíîå ó÷àñòèå â íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèÿõ, îáîáùàÿ ñâîè ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû íà

áîëåå ñëîæíûå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåê-
òû è ðàçâèâàÿ íåëèíåéíûå ìåòîäû ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Íûíåøíèé ãîä ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïðîôåññîðà
È. Ì. Öèôðû äâàæäû þáèëåéíûì, ïîñêîëüêó
â îêòÿáðå îí îòìå÷àåò ñâîå 60-ëåòèå. Ïîæåëà-
åì óâàæàåìîìó þáèëÿðó êðåïêîãî çäîðîâüÿ è
äàëüíåéøèõ òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ.

äåêàí ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè

Akadåmià Gîrniczî -Hutnicza
im. Stanislava Staszica (Krakow ),

Wydzial Matåmatyki Stîsîwanåj,

ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê Â. À. Âëàäèìèðîâ


