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Наведено геометричне моделювання складних систем та середовищ на основі нетрадицій-
ного дискретно-інтерполяційного методу із використанням 

n-вимірної інтерполяції. 
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Постановка проблеми 

Математичне моделювання стану бага-
топараметричних систем, процесів та сере-
довищ, наприклад, екологічних, енергетич-
них, кліматичних, гідрологічних, геомор-
фологічних, геологічних систем, із можли-
вістю прогнозування їх стану, є доволі 
складною задачею. Такі системи або сере-
довища мають доволі складну структуру, 
велику кількість різноякісних параметрів. 
Більш того, ці параметри ще й мають певну 
анізотропність у просторі та часі. Відповід-
но, побудова математичних моделей таких 
систем та середовищ – досить складна за-
дача. Додамо ще сучасну глобальну кризо-
ву ситуацію щодо деструктивного впливу 
людства на навколишнє середовище, і стає 
зрозумілим, що дослідження, пов’язані з 
розвитком методів моделювання складних 
багатопараметричних процесів, систем та 
середовищ, прогнозуванням їх стану набу-
вають дуже важливого значення.  

Моделювання з можливістю прогнозу-
вання, контроль стану різних компонентів 
таких систем та середовищ можна віднести 
до багатопараметричних і стохастичних 
процесів, що, у свою чергу, свідчить, що 
моделювання систем та середовищ, які не 
піддаються аналітичному опису, за допо-
могою континуальних моделей просто не-
можливе. Також зазначимо, що параметри 
таких середовищ є суттєво неоднорідними 
й переважно залежать від зовнішніх фак-

торів, які, часом, просто неможливо перед-
бачити. 

Певні параметри та компоненти бага-
топараметричних систем, процесів та сере-
довищ вимірюються в певний час та в кон-
кретному місці. Отже, така інформація но-
сить чітко виражений дискретний харак-
тер. Зрозуміло, що питання розробки раці-
ональних алгоритмів побудови математич-
них моделей багатопараметричних систем, 
процесів та середовищ, а також прогнозу-
вання їх стану є актуальними.  

Аналіз останніх досліджень 
і публікацій 

У науковій періодиці відносно рідко 
зустрічаються окремі випадки математич-
ного, а саме геометричного моделювання 
багатопараметричних систем і середовищ. 
Насамперед це стосується таких багатопа-
раметричних систем і середовищ, як, на-
приклад, екологічні, які відрізняються ве-
ликою кількістю різноякісних параметрів, 
своєю стохастичністю, і для яких прогно-
зування стану, як вже зазначалося, є вкрай 
важливою практичними задачею. Зважаю-
чи на це, можна визначити наступні цілі 
дослідження. 

Постановка завдання 

Отже, метою даного дослідження є 
розробка алгоритмів, методів та дискрет-
них математичних моделей багатопараме-
тричних об’єктів, процесів та середовищ. 
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Виклад основного матеріалу 

Необхідність побудови певної однопа-
раметричної множини виникає у багатьох 
задачах геометричного моделювання. На-
приклад, при побудові деяких гіперповер-
хонь, як n-вимірних моделей певних сере-
довищ. Припущення, що математична мо-
дель таких поверхонь повинна бути дис-
кретною є цілком логічним. Добре відомо, 
що дискретний спосіб представлення ма-
тематичної (геометричної) інформації про 
об’єкт, що моделюється, є найбільш уні-
версальним. Такий підхід є більш загаль-
ним, тому що від континуальної моделі 
завжди можна перейти до дискретної.  

Підхід щодо моделювання складних 
багатопараметричних систем, процесів та 
середовищ, що використовується в даній 
роботі, зазначимо, як нетрадиційний. Саме 
розробка нетрадиційних та оптимальних 
методів математичного, а саме геометрич-
ного моделювання зазначених систем та 
середовищ робить дану роботу актуальною. 

Дискретні геометричні моделі вищена-
званих об’єктів будуються як деякі одно-
параметричні множини із використанням 
певних інтерполяційних схем на основі ін-
терполяційних поліномів Лагранжа [1-3].  

Нетрадиційність підходу, що розгляда-
ється, полягає у розумінні під вузлом інтер-
поляції не точку, а більш складні геометри-
чні об’єкти, наприклад, лінії, поверхні, мат-
риці, тензори, й, навіть, певні системи та 
середовища, що представлені деякими фун-
кціоналами, як сукупність їх властивостей 
та параметрів. Тоді під схемою інтерполяції 
будемо розуміти схему розташування саме 
таких вузлів. Математичні моделі багатоап-
раметричних систем та середовищ, отрима-
ні таким чином, у вигляді одно параметри-
чних множин і є дискретними. Певна дис-
кретна функція або функціонал, представ-
лені у загальному випадку, як дискретний 
чисельний масив, розмірність якого може 
варіюватись, є елементом таких множин. 
Тоді інтерполювання функцій зводиться до 
розміщення у вузлах інтерполяції дискрет-
них масивів та отримання деякого функціо-

нала. Це дає можливість отримати деякий 
функціонал Ф(pi, j), з вектором параметрів, 
що включає в себе інтерполяційний пара-
метр, координатні змінні, параметри, що 
характеризують форму та положення 
об’єктів, певні функціональні характерис-
тики середовищ тощо. 

Однопараметричні множини, отримані 
таким чином, є дискретними математич-
ними моделями багатопараметричних 
об’єктів, процесів, середовищ, а функціо-
нал Ф(pi, j) є елементом таких множин.  

Функціонал Ф(pi, j) може бути заданий 
матрицею М[i, j]: 
    jiMppppF mk ,,,,,, 21  . (1) 

Розглядаючи (1) у якості певного вузла 
інтерполяції й використуючи інтерполяцій-
ні поліноми Лагранжа, отримаємо M[i, j] як 
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де n – кількість вузлів інтерполяції, u – па-
раметр Mi[i, j], відповідний проміжному 
перерізу об’єкта, що моделюється. 

Вузлові функції можуть змінювати 
своє положення у просторі у відповідних 
носіях-площинах, які, в свою чергу, також 
можуть змінювати своє положення, впли-
ваючи таким чином безпосередньо на схе-
му інтерполяції і, відповідно, на кінцевий 
результат моделювання. 

На прикладі екологічних систем може-
мо константувати, що багатопараметричні 
системи та середовища можуть бути доволі 
складними структурно й параметрично. 
Тому використання апарату одновимірної 
інтерполяції може виявитися просто недо-
статнім. У таких випадках доцільно вико-
ристати апарат двовимірної й вище інтер-
поляції. Ось у чому полягає сутність запро-
понованого дискретно-інтерполяційного 
методу моделювання. 

Наприклад, для випадку двовимірної 
інтерполяції можна знайти вид степенево-
го многочлена Фm,n(u, v) степеня m по u та 
n по v, та визначити значення функціонала 
F у довільній точці з параметрами (u, v). 
Це означає, що при двовимірній інтерпо-
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ляції, с геометричної точки зору, через ву-
злові точки буде проходити певна поверх-
ня z = Фm, n(u, v). 

Побудувати регулярну сітку та задавши 
в її вузлах значення функції z, отримаємо 
розпадання області на mn прямокутників, в 
один з яких потрапить точка (u, v) (рис. 1). 

 

Рис. 1. Регулярна сітка 

Надалі відбувається інтерполяція при 
різних ui, но фіксованих vj. При vj+1 проце-
дура повторюється. 

Таким чином отримуємо 2-вимірну ін-
терполяцію  Pm, n(x, y) степеня m по x і 
степеня n по y  z(x, y) у довільній точці 
T(x, y). Через вузлові точки проводиться 
деяка поверхня z = Pm, n(x, y). Отже, отри-
муємо таку формулу для двовимірної ін-
терполяції за Лагранжем: 
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Зрозуміло, що даний підхід аналогічно 
можна розповсюдити й на випадок інтер-
поляції більшої вимірності. 

Тепер розглянемо побудову моделей 
багатопараметричних систем та середо-
вищ. Нехай F(p1, p2, …, pk, …, pm) – бага-
топараметрична неявно задана функція. 
Сформуємо її у вигляді деякого функціо-
нала Ф(pi, j), що заданий матрицею М[i, j]. 
    jiMppppF mk ,,,,,, 21  . 

де p1, p2, …, pk, …, pm – екологічні різност-
руктурні та різноякісні параметри (показ-
ники забруднення, рівень концентрації пе-

вних речовин, урахування природніх особ-
ливостей тощо), а 
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Тобто, М[i, j] є вузлова дискретно-
інтерполяційна екологічна матриця [4]. 

Розглядаючи (4) як певний вузол ін-
терполяції, використаємо інтерполяційний 
поліном Лагранжа та, у випадку одновимі-
рної інтерполяції отримаємо Ф(pi, j) як 
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де u – параметр інтерполяції, наприклад, 
певний вектор направленості; n – кількість 
вузлів інтерполяції. Вираз (5), який являє 
собою узагальнену дискретно-
інтерполяційну екоматрицю, і є дискретно-
інтерполяційна геометрична модель певної 
екологічної системи або середовища. 

У перспективі зазначимо, що застосу-
вання такого підходу щодо моделювання 
різних об’єктів, явищ і середовищ, що ха-
рактеризуються великою кількістю різно-
якісних параметрів, є раціональним. 

Висновки і перспективи 
досліджень 

Використовуючи запропонований дис-
кретно-інтерполяційний метод та однопа-
раметричні множини, що формуються пе-
вним чином на основі зазначеного підходу, 
ми отримуємо можливість будувати дис-
кретні математичні моделі складних бага-
топараметричних систем, процесів та сере-
довищ, які характеризуються великою кі-
лькістю параметрів та властивостей, які 
мають різноманітну структуру та певну 
анізотропність у просторі та часі. Запропо-
нований метод є доволі алгоритмічним з 
великими можливостями варіативності.  
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Geometric modeling of complex systems and environments based on an unconventional method us-
ing n-dimensional interpolation is considered. 
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СРЕД С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ N-МЕРНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

Рассмотрено геометрическое моделирование сложных систем и сред на основе нетради-
ционного метода с использованием n-мерной интерполяции. 
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