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ЗАДАЧI ДВОРIВНЕВОЇ ОПУКЛОЇ МIНIМIЗАЦIЇ

В. В. Семенов

(Присвячується пам’ятi Юрiя Iвановича Петунiна)

Резюме. Нехай H — гiльбертовий простiр, f1, f2 — заданi на H
власнi опуклi напiвнеперервнi знизу функцiонали. У роботi роз-
глянуто питання розв’язання дворiвневої задачi мiнiмiзацiї ви-
гляду

f2(x) → min, x ∈ argminf1

за допомогою проксимального алгоритму

xn+1 = proxλn(f2+αnf1)
xn.

У випадку сильної опуклостi f2 наведено теорему про сильну збi-
жнiсть. При деяких метричних умовах на функцiонал f1 доведе-
но теореми про слабку збiжнiсть та слабку збiжнiсть у розумiннi
Чезаро.

Вступ

Серед наукових iнтересiв Ю. I. Петунiна екстремальнi задачi посiдали
важливе мiсце. Варто згадати лише роботи про задачi геометричної при-
роди на побудову елiпсiв мiнiмального об’єму, некласичнi регресiйнi задачi
та останнi роботи по узагальненим екстремальним елементам. Вважаю, що
Юрiй Iванович подiляв тезу Лоренса Янга про варiацiйне числення як лi-
топис математичних понять. Одна з наших останнiх математичних бесiд
була присвячена регуляризацiї екстремальних задач та задачам мiнiмiзацiї
функцiй на неявно заданих множинах, наприклад, на множинах точок мi-
нiмуму iнших функцiй. Тому саме цiєю роботою я хочу вшанувати пам’ять
Юрiя Iвановича.

В оптимiзацiї та теорiї некоректних задач є популярним такий пiдхiд до
розв’язання задач з неєдиним розв’язком [1, 2]. Розглядають певну родину
збурених задач, однозначно та коректно розв’язних. Частинний розв’язок
вихiдної задачi одержують як границю розв’язкiв збурених задач при змен-
шеннi збурень. Знайденi так частиннi розв’язки задовольняють певним до-
датковим умовам, наприклад, мiнiмальнiсть норми нормального розв’язку
оптимiзацiйної задачi.

Iншим джерелом задач вигляду

f2(x) → min, x ∈ argminf1
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є метод штрафiв зняття обмежень [3, 4] та задачi оптимiзацiї за послiдов-
но заданними критерiями (лексикографiчна, послiдовна або багатоетапна
оптимiзацiя [5, 6]). Наприклад, задачу оптимального керування [3]

F (y, u) → min, Ly = Bu

можна переформулювати у виглядi

F (y, u) → min, (y, u) ∈ argmin(ξ,η) ‖Lξ −Bη‖2 .

Останнiм часом з’явились роботи по бiльш загальним задачам: послiдов-
ним варiацiйним нерiвностям [7–13] та послiдовним задачам про нерухомi
точки [14].

У данiй роботi розглядається дворiвнева задача опуклої мiнiмiзацiї в
гiльбертовому просторi. Ефективнi методи розв’язання таких задач у скiн-
ченновимiрнiй постановцi запропонованi в [15, 16].

Нашою метою є дослiдження збiжностi схем вигляду

xn+1 = argminy∈H

{
λnf2(y) + λnαnf1(y) +

1
2
‖y − xn‖2

}
.

При αn = 0 маємо проксимальний метод для задачi f2 → min, збiжностi рi-
зних варiантiв якого присвячено багато робiт [17–21]. У роботi [22] доведено
сильну збiжнiсть методу

xn+1 = argminy∈H

{
αn ‖y‖2 + f1(y) +

1
2λn

‖y − xn‖2

}

до нормального розв’язку задачi f1 → min.
Основний результат даної статтi такий: для опуклих напiвнеперервних

знизу функцiоналiв f2 та опуклих напiвнеперервних знизу функцiоналiв
f1, що задовольняють деякiй метричнiй умовi, доведено теореми збiжностi
наведеної схеми. У роботi використана технiка, розвинута в [23–29]. Попе-
реднє повiдомлення результатiв було зроблено на мiжнароднiй молодiжнiй
математичнiй школi ”The Issues of Calculation Optimization–XXXVII“ (22–
29 вересня 2011 року, Кацивелi, Крим) [30].

Усi необхiднi вiдомостi з нелiнiйного та опуклого аналiзу наведено в кни-
гах [31–35].

1. Постановка задачi та допомiжнi факти
Нехай H — дiйсний простiр Гiльберта зi скалярним добутком (·, ·) та

нормою ‖·‖. Нехай f1, f2 : H → R∪ {+∞} — власнi опуклi напiвнеперервнi
знизу функцiонали. Припустимо, що argminf1 6= ∅ та min f1 = 0. Множина
argminf1 — замкнена та опукла.

Розглянемо задачу

f2(x) → min, x ∈ argminf1. (1)

Припустимо, що 0 ∈ int (domf2 − argminf1). Позначимо через C множи-
ну argminf1, а через S множину розв’язкiв задачi (1). Задача (1) еквiва-
лентна включенню

знайти x ∈ H : 0 ∈ ∂f2(x) + NCx,
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де NCx — нормальный конус множини C ⊆ H в точцi x ∈ H, тобто

NCx =

{
{z ∈ H : (z, y − x) ≤ 0 ∀y ∈ C} , якщо x ∈ C,

∅, iнакше.

Нехай g : H → R ∪ {+∞} — власний опуклий напiвнеперервний знизу
функцiонал. Проксимальним оператором [36], асоцiйованим з g, називають
оператор

H 3 x 7→ proxgx = argminy∈H

(
g(y) +

1
2
‖y − x‖2

)
.

Для доведення збiжностi алгоритму будемо використовувати наступнi
леми про числовi послiдовностi та послiдовностi елементiв гiльбертових
просторiв.

Лема 1. Нехай обмежена знизу послiдовнiсть (an) та послiдовностi не-
вiд’ємних чисел (bn) i (cn) такi, що an+1 − an + bn ≤ cn,

∑∞
n=1 cn < +∞.

Тодi iснує limn→∞ an ∈ R i
∑∞

n=1 bn < +∞.

Лема 2 ([37]). Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H — непорожня
множина; (xn) — послiдовнiсть точок H. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать F ;
2) для всiх y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Тодi (xn) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F .

Зауваження 1. Лема 2 дозволяє доводити слабку збiжнiсть послiдовно-
стей без апрiорного знання границi.

2. Алгоритм
Нехай (λn), (αn) — послiдовностi додатнiх чисел.

Алгоритм 1. Обираємо x1 ∈ H та генеруємо послiдовнiсть елементiв (xn)
за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = proxλn(f2+αnf1)xn.

Зауваження 2. При αn = 1 маємо класичний проксимальний метод для
задачi f1 + f2 → min [17–19].

Подальший план такий. У роздiлi 3 наводиться теорема сильної збi-
жнiсть алгоритму для сильно опуклого функцiоналу f2. У роздiлах 4 та
5 вводиться певна метрична умова на функцiонал f1 (умова (A1)) та при її
виконаннi одержуються двi теореми про слабку збiжнiсть. Предмет роздiлу
6 — слабка збiжнiсть за Чезаро породжених алгоритмом послiдовностей.

3. Сильна збiжнiсть
У випадку сильної опуклостi f2 алгоритм 1 cильно збiгається до єдиного

розв’язку задачi (1). Наступна теорема отримана за допомогою незначної
модифiкацiї мiркувань роботи [12].
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Теорема 1. Нехай функцiонал f2 сильно опуклий. Припустимо, що
∞∑

n=1

λn = +∞, lim
n→∞λn = 0,

lim
n→∞αn = +∞, lim inf

n→∞ αnλn > 0.

Тодi породжена алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) cильно збiгається до
єдиного розв’язку задачi (1).

4. Основнi нерiвностi
Перейдемо до вивчення поведiнки алгоритму 1 у ситуацiї, коли функцiо-

нал f2 не є сильно опуклим.
Припустимо, що
(A1) ∃k > 0 : f1(x) ≥ k · d2

C(x) = k ·miny∈C ‖x− y‖2 ∀x ∈ H.
З мiркувань теорiї двоїстостi опуклих функцiоналiв [31, 32, 35] випливає

Лема 3 ([29]). Нехай для f1 виконується припущення (A1). Тодi для z ∈ C
i w ∈ NCz має мiсце нерiвнiсть

(w, x)− f1(x)− (w, z) ≤ 1
4k
‖w‖2 ∀x ∈ H.

Доведення. Оскiльки

(w, x)− f1(x)− (w, z) ≤ f∗1 (w)− σC(w),

то достатньо довести оцiнку

f∗1 (·)− σC(·) ≤ 1
4k
‖·‖2 .

Ця оцiнка випливає iз однорiдностi опорної функцiї σC , нерiвностi

f∗1 (·) ≤ (
k · d2

C

)∗ (·) = 2k

(
d2

C

2

)∗ ( ·
2k

)

та рiвностi (
d2

C

2

)∗
=

(
‖·‖2

2
⊕ χC

)∗
=
‖·‖2

2
+ σC ,

де χC — iндикаторна функцiя множини C, ⊕ — операцiя iнфiмальної кон-
волюцiї. ¤

Зауваження 3. Якщо припустити iснування k > 0, p > 1, таких, що

f1(x) ≥ k · dp
C(x) = k ·min

y∈C
‖x− y‖p ∀x ∈ H,

то для z ∈ C i w ∈ NCz можна довести оцiнку

(w, x)− f1(x)− (w, z) ≤ 1
q(pk)q−1

‖w‖q ∀x ∈ H,

дe q > 1 та 1
q + 1

p = 1.
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Лема 4. Нехай для f1 виконується припущення (A1). Нехай z ∈ C,
v ∈ ∂f2(z) + NCz, а точка w ∈ NCz, така, що v−w ∈ ∂f2(z). Тодi викону-
ється нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + λnαnf1(xn+1) ≤

≤ 2λn(v, z − xn+1) +
λn

αn

1
k
‖w‖2 . (2)

Доведення. Оскiльки

xn+1 = argminy∈H

{
λnf2(y) + λnαnf1(y) +

1
2
‖y − xn‖2

}
,

то маємо
0 ∈ λn∂f2(xn+1) + λnαn∂f1(xn+1) + xn+1 − xn,

тобто, iснують u1
n+1 ∈ ∂f1(xn+1), u2

n+1 ∈ ∂f2(xn+1), такi, що

λnu2
n+1 + λnαnu1

n+1 = xn − xn+1.

Має мiсце рiвнiсть

‖xn − z‖2 = ‖xn+1 − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + 2(xn+1 − z, xn − xn+1) =

= ‖xn+1 − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + 2λn(xn+1 − z, u2
n+1 + αnu1

n+1).

Iз нерiвностi

−f1(xn+1) = f1(z)− f1(xn+1) ≥ (u1
n+1, z − xn+1)

випливає оцiнка

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + λnαnf1(xn+1) ≤
≤ 2λn(u2

n+1, z − xn+1)− λnαnf1(xn+1).

Монотоннiсть оператора ∂f2 дає оцiнку

(u2
n+1, z − xn+1) ≤ (v − w, z − xn+1).

Тому

2λn(u2
n+1, z−xn+1)−λnαnf1(xn+1) ≤ 2λn(v−w, z−xn+1)−λnαnf1(xn+1) =

= 2λn(v, z − xn+1) + λnαn

{(
2w

αn
, xn+1

)
− f1(xn+1)−

(
2w

αn
, z

)}
.

Враховуючи лему 3, отримуємо нерiвнiсть (2). ¤

5. Слабка збiжнiсть
Має мiсце

Лема 5. Нехай S 6= ∅, виконується умова (A1). Припустимо, що
∞∑

n=1

λn

αn
< +∞. (3)

Тодi
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1) ∀z ∈ S ∃ limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R;
2)

∑∞
n=1 ‖xn+1 − xn‖2 < +∞;

3)
∑∞

n=1 λnαnf1(xn+1) < +∞.

Доведення. Оскiльки S 6= ∅, то в нерiвностi (2) з леми 4 для z ∈ S можна
покласти v = 0 = w − w, де w ∈ −∂f2(z)

⋂
NCz (випливає з включення

0 ∈ ∂f2(z) + NCz). Маємо

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + λnαnf1(xn+1) ≤ λn

αn

1
k
‖w‖2 . (4)

Твердження 1), 2) та 3) випливають з (3), (4) та леми 1. ¤
Доведемо слабку збiжнiсть послiдовностi (xn) до розв’язку задачi (1). В

силу леми 2 та твердження 1) леми 5 для цього достатньо показати, що всi
слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать множинi S. Оскiльки
функцiонали f1 та f2 cлабко напiвнеперервнi знизу, то останнє випливати-
ме з наступної асимптотичної поведiнки числових послiдовностей (f1(xn)),
(f2(xn))

lim
n→∞ f1(xn) = 0, (5)

lim sup
n→∞

f2(xn) ≤ f2(z) ∀z ∈ S. (6)

Теорема 2. Нехай S 6= ∅, виконується умова (A1). Припустимо, що
∞∑

n=1

λn

αn
< +∞, (7)

lim inf
n→∞ λn > 0. (8)

Тодi породжена алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) cлабко збiгається до
розв’язку задачi (1).

Зауваження 4. Умовам теореми 2 задовольняє варiант алгоритму 1 з
λn = 1, αn = n2:

xn+1 = argminy∈H

{
f2(y) + n2f1(y) +

1
2
‖y − xn‖2

}
.

Доведення теореми 2. З (7) та (8) випливає, що limn→∞ αn = +∞. Тому
для деяких m ∈ N та c > 0 виконується

λnαn ≥ c ∀n ≥ m.

Тому, враховуючи факт 3) з леми 5, маємо

c
∞∑

n=m

f1(xn+1) ≤
∞∑

n=m

λnαnf1(xn+1) < +∞.

Звiдки випливає (5).
Доведемо (6) вiд супротивного. Припустимо iснування z ∈ S такого, що

lim supn→∞ f2(xn) > f2(z). Тобто iснує така пiдпослiдовнiсть (xnk
), що для

деякого δ > 0 виконується

f2(xnk
)− f2(z) ≥ δ ∀k ∈ N. (9)
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Оскiльки

xnk
= argminy∈H

{
λnk−1f2(y) + λnk−1αnk−1f1(y) +

1
2
‖y − xnk−1‖2

}
,

то

λnk−1 (f2(y) + αnk−1f1(y)− f2(xnk
)− αnk−1f1(xnk

))+

+ (xnk
− xnk−1, y − xnk

) ≥ 0 (10)

для всiх y ∈ H. Поклавши в (10) y = z ∈ S i врахувавши рiвнiсть f1(z) = 0,
одержимо

2λnk−1 (f2(xnk
)− f2(z)) ≤ ‖xnk−1 − z‖2−

− ‖xnk
− z‖2 − ‖xnk−1 − xnk

‖2 − 2λnk−1αnk−1f1(xnk
) ≤

≤ ‖xnk−1 − z‖2 − ‖xnk
− z‖2 − 2λnk−1αnk−1f1(xnk

). (11)

Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що λn ≥ d > 0 для n ≥ n1.
Cумуючи нерiвностi (11) та враховуючи оцiнку (9), одержимо

0 < 2δNd ≤ 2δ

N∑

k=1

λnk−1 ≤ 2
N∑

k=1

λnk−1 (f2(xnk
)− f2(z)) ≤

≤ ‖xn1−1 − z‖2 − 2
N∑

k=1

λnk−1αnk−1f1(xnk
). (12)

Спрямувавши в (12) число N до нескiнченностi, прийдемо до абсурду. ¤

Теорема 3. Нехай S 6= ∅, виконується умова (A1). Припустимо, що
∞∑

n=1

λn

αn
< +∞, (13)

∞∑

n=1

λn = +∞, (14)

lim
n→∞αn = +∞, (15)

∃M > 0 : αn+1 − αn ≤ Mλnαn. (16)

Тодi породжена алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) cлабко збiгається до
розв’язку задачi (1).

Зауваження 5. Умовам теореми 3 задовольняє варiант алгоритму 1 з
λn = 1

n , αn = n2:

xn+1 = argminy∈H

{
1
n

f2(y) + nf1(y) +
1
2
‖y − xn‖2

}
. (17)

З теореми 2 не випливає збiжнiсть схеми (17).
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Доведення теореми 3. Маємо

λnf2(xn+1) + λnαnf1(xn+1) +
1
2
‖xn+1 − xn‖2 ≤ λnf2(xn) + λnαnf1(xn).

Врахувавши (16), отримаємо

f2(xn+1) + αnf1(xn+1) ≤ f2(xn) + αnf1(xn) ≤
≤ f2(xn) + αn−1f1(xn) + (αn − αn−1) f1(xn) ≤

≤ f2(xn) + αn−1f1(xn) + Mλn−1αn−1f1(xn). (18)

Застосувавши до нерiвностi (18) лему 1 та твердження 3) леми 5, отримаємо
iснування скiнченної границi limn→∞ (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)).

Для всiх N > 1 та z ∈ S має мiсце оцiнка (отримана сумуванням нерiв-
ностей, аналогiчних (11))

2
N∑

n=1

λn (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)− f2(z)) ≤ ‖x1 − z‖2 . (19)

Покажемо, що

lim
n→∞ (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)) ≤ f2(z) ∀z ∈ S,

звiдки одержимо (6). Мiркуємо вiд супротивного. Припустимо iснування
z ∈ S такого, що limn→∞ (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)) > f2(z). Тобто iснують
такi δ > 0, n0 ∈ N, що для всiх n > n0 виконується

f2(xn+1) + αnf1(xn+1)− f2(z) > δ. (20)

Для всiх N > n0 з (19) та (20) випливає оцiнка

2δ
N∑

n=n0+1

λn ≤ ‖x1 − z‖2 − 2
n0∑

n=1

λn (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)− f2(z)) .

Отже, (λn) ∈ `1, що суперечить умовi (14).
З умови (15) та

αnf1(xn+1) = (f2(xn+1) + αnf1(xn+1))− f2(xn+1) = O(1)

випливає (5). ¤

6. Слабка збiжнiсть за Чезаро
Використовуючи технiку, розвинуту в [23], покажемо, що розв’язнiсть

задачi (1) рiвносильна слабкiй збiжностi послiдовностi середнiх за Чезаро
елементiв xn, породжених алгоритмом 1.

Перш за все сформулюємо вiдоме твердження.

Лема 6 ([23]). Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H — непорожня
множина; (xn) — послiдовнiсть точок H i x̄n =

∑n
k=1 λkxk∑n

k=1 λk
, де (λn) — по-

слiдовнiсть додатнiх чисел така, що
∑∞

n=1 λn = +∞. Припустимо, що:
1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (x̄n) належать F ;
2) для всiх y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.
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Тодi (x̄n) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F .

Має мiсце

Лема 7. Для точок z, v, w з леми 4 та породженої алгоритмом 1 послi-
довностi (xn) виконується нерiвнiсть

−‖x1 − z‖2

2
∑n

i=1 λi
≤ (v, z − x̄n+1) +

1∑n
i=1 λi

(
n∑

i=1

λi

αi

)
1
2k
‖w‖2 , (21)

де x̄n =
∑n−1

i=1 λixi+1∑n−1
i=1 λi

.

Доведення. Для i = 1, n маємо

‖xi+1 − z‖2 − ‖xi − z‖2

2
≤ λi(v, z − xi+1) +

λi

αi

1
2k
‖w‖2 .

Просумувавши цi нерiвностi по i вiд 1 до n, пiсля дiлення на
∑n

i=1 λi, одер-
жимо (21). ¤

Сформулюємо основний результат роздiлу.

Теорема 4. Нехай виконуються умова (A1). Припустимо, що
∞∑

n=1

λn

αn
< +∞, (22)

∞∑

n=1

λn = +∞. (23)

Тодi справедливi твердження:
1) якщо S 6= ∅, то послiдовнiсть чезарiвських середнiх (x̄n) слабко

збiгається до точки з множини S;
2) якщо S = ∅, то ‖x̄n‖ → +∞.

Доведення. Якщо S 6= ∅, то за лемою 5 послiдовнiсть (xn) обмежена та iснує
limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R для всiх z ∈ S. Те саме має мiсце i для послiдовностi
середнiх

x̄n =
∑n−1

i=1 λixi+1∑n−1
i=1 λi

.

Тому послiдовнiсть (x̄n) має слабко збiжну до деякого x̄ ∈ H пiдпослiдов-
нiсть (x̄nk

). Записавши (21) для x̄nk
та здiйснивши (з урахуванням (22),

(23)) граничний перехiд при k →∞, отримаємо

(v, z − x̄) ≥ 0

для всiх z ∈ C, v ∈ ∂f2(z) + NCz. З максимальної монотонностi ∂f2 + NC

випливає включення x̄ ∈ S.
Отже, у випадку S 6= ∅ для згенерованої алгоритмом послiдовностi (xn)

i множини F = S виконанi умови леми 6. Тому послiдовнiсть (x̄n) слабко
збiгається до точки з множини S.
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Припустимо, що S = ∅. Тодi ‖x̄n‖ → +∞. Дiйсно, iнакше послiдовнiсть
(x̄n) має слабку граничну точку x̄ ∈ H, що, як було показано, лежить в
множинi S. ¤

7. Висновки
Для задачi (1) у данiй роботi одержано такi основнi результати. Якщо до-
датнi послiдовностi (λn) та (αn) задовольняють умови

(λn/αn) ∈ `1, (24)

lim inf
n→∞ λn > 0 aбo





(λn) /∈ `1,
limn→∞ αn = +∞,
∃M > 0 : αn+1 − αn ≤ Mλnαn,

то алгоритм
xn+1 = proxλn(f2+αnf1)xn (25)

слабко збiгається до розв’язку задачi (1) (теореми 2, 3). Зокрема, послiдов-
нiсть (xn), породжена схемою

xn+1 = argminy∈H

{
f2(y) + nαf1(y) +

nγ

2
‖y − xn‖2

}
,

слабко збiжна до розв’язку задачi (1) при виконаннi умов:

γ ≤ 1, α > 1− γ.

При виконаннi умов (24) та (λn) /∈ `1 доведено слабку збiжнiсть чезаров-
ських середнiх породженої алгоритмом послiдовностi (теорема 4).

Зауваження 6. Якщо замiсть умови (A1) функцiонал f1 задовольняє умо-
ву росту зауваження 3, то замiнивши (24) на умову (λn/αq−1

n ) ∈ `1, дe q > 1
та 1

q + 1
p = 1, одержуємо аналогiчнi результати про збiжнiсть (25).

Робота виконана за фiнансової пiдтримки ДФФД України (Грант Пре-
зидента України для пiдтримки наукових дослiджень молодих учених,
проект GP/F44/042).
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