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Резюме. В статтi описано iсторiю результатiв, отриманих нау-
ковою школою Ю. I. Петунiна в галузi узагальненого розв’язання
операторних рiвнянь: задачi, що приводять до поняття узагальне-
ного розв’язку, концепцiя узагальненого розв’язку, загальна схе-
ма побудови та приклади, що встановлюють зв’язок узагальне-
ного розв’язку з класичними означеннями розв’язку.

1. Задачi, що приводять до поняття узагальненого розв’язку
операторного рiвняння

Нехай L : E → F — iн’єктивний оператор, що дiє з множини E в мно-
жину F . Розглянемо рiвняння Lu = f , де u ∈ E, f ∈ F . Зрозумiло, що
розв’язок рiвняння Lu = f буде iснувати, лише коли права частина f нале-
жить областi значень R(L) оператора L. З умови iн’єктивностi оператора
L випливає єдинiсть розв’язку рiвняння Lu = f . Зауважимо, що випадок,
коли оператор L не має оберненого, шляхом факторизацiї простору E, те-
оретично, можна звести до випадку iн’єктивного оператора.

Проблема побудови узагальнених розв’язкiв операторних рiвнянь пов’я-
зана, насамперед, iз задачею введення ”природного” поняття узагальненого
розв’язку рiвняння Lu = f для всiх f ∈ F , зокрема, для правих частин
f ∈ F \R(L).

Необхiднiсть розв’язання цiєї проблеми часто обумовлюється надзви-
чайною складнiстю опису функцiонального набору множини R(L) навiть
для найпростiших операторiв L, а отже, надмiрною складнiстю критерi-
їв розв’язностi рiвняння Lu = f , чи, взагалi, вiдсутнiстю таких критерi-
їв. Наприклад, вже у найпростiшому випадку — при дослiдженнi класи-
чної розв’язностi звичайного диференцiального рiвняння u′(t) = f(t) при
0 < t < 1 з умовою u(0) = 0 — виникає проблема встановлення збiжностi
iнтегралу (можливо невласного)

∫ 1

0
f(t) dt.

Проте ефективних критерiїв збiжностi невласних iнтегралiв не iснує.
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Iншим прикладом необхiдностi введення узагальнених розв’язкiв може
бути задача керування системою, що допускає зовнiшнi впливи сингуляр-
ного характеру

Lu = f(h), (1)
J(h) = Φ(u(h), h) −→

h
min, h ∈ U, (2)

де h — керування iз допустимої множини U , L : E → F — деякий оператор,
що описує функцiонування системи, J — функцiонал якостi.

Для коректного визначення задачi необхiдно гарантувати розв’язнiсть
рiвняння (1) для кожного допустимого керування h ∈ U , тобто потрiбно за-
безпечити включення f(U) ⊂ R(L). Але опис областi значень вiдображень
f i L, як було зазначено вище, є дуже складною задачею, тому перевiрити
умову f(U) ⊂ R(L) буває вкрай важко. Крiм цього, часто це включення
взагалi не має мiсця, хоча фiзична iнтерпретацiя рiвняння є природною,
важливою для застосувань i потребує аналiзу.

Таким чином, виникає проблема побудови теорiї узагальненої розв’язно-
стi рiвняння (1) для довiльного f iз множини f(U), а краще навiть для
всiх f ∈ F . Тодi рiвняння (1) буде мати розв’язок u(h) (в узагальненому
сенсi) для довiльного керування h ∈ U , i саме цей узагальнений розв’я-
зок буде виступати аргументом функцiоналу Φ в оптимiзацiйнiй задачi (2).
Також зрозумiло, що для доведення будь-яких змiстовних тверджень вiд-
носно задачi мiнiмiзацiї (2) необхiдно знати характернi риси узагальнених
розв’язкiв рiвняння (1).

Додатковим аргументом за розгляд узагальненої постановки оптимiза-
цiйної задачi (1), (2) є те, що система може знаходитися пiд зовнiшнiми
впливами сингулярного характеру (вiдображення f). Сингулярнiсть керу-
ючого вiдображення f означає, що значеннями f(h) є елементи з простору
узагальнених функцiй (саме так можна адекватно описувати важливi за-
дачi iмпульсного, точкового, iмпульсно-точкового, рухомого керування та
iншi). Природна ж множина значень оператора L традицiйно не мiстить
узагальнених функцiй. Отже, ми знов приходимо до необхiдностi розробки
теорiї узагальненої розв’язностi рiвняння (1).

Особливо важливою проблема побудови узагальнених розв’язкiв стає у
випадку лiнiйного оператора L (часто диференцiального чи iнтегрального),
що дiє в лiнiйних топологiчних просторах, зокрема, нормованих або гiль-
бертових. У таких випадках вимога введення ”природного” узагальнення
означає збереження основних властивостей оператора L (лiнiйнiсть, непе-
рервнiсть, iн’єктивнiсть тощо) при його розширеннi на клас узагальнених
розв’язкiв, що суттєво вiдрiзняє запропоновану проблему вiд рiзноманi-
тних означень наближених розв’язкiв, псевдорозв’язкiв, квазiрозв’язкiв то-
що [1, 2].

Для лiнiйних диференцiальних та iнтегральних операторiв описанi зада-
чi є досить типовими i дослiджуються вже давно. Наприклад, введення до
розгляду узагальненої похiдної С.Л. Соболєва розв’язує цю проблему для
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класичного оператора диференцiювання d
dt : C1([0, 1]) → L2(0, 1). Для рi-

зних типiв рiвнянь математичної фiзики теореми узагальненої розв’язностi
(у просторi L2 та iнших) дослiджувалися в багатьох роботах, наприклад,
в [3, 4]. Для некласичних рiвнянь математичної фiзики питання узагальне-
ної розв’язностi розглядалися, наприклад, в роботах [5, 6]. Слiд зауважити,
що у вказаних роботах для побудови теорiї узагальненої розв’язностi рiв-
нянь головним iнструментом виступали апрiорнi нерiвностi, зокрема, апрi-
орнi нерiвностi в негативних нормах, при цьому узагальнений розв’язок
належав деяким гiльбертовим просторам (типу соболєвських).

Для лiнiйних iнтегральних операторiв проблема побудови узагальненого
розв’язку пов’язана, насамперед, з операторами Фредгольма та Вольтерра
першого роду. У якостi прикладiв ситуацiй, що вимагають введення уза-
гальнених розв’язкiв, для рiвняння Фредгольма наведемо задачу пошуку
найкращих лiнiйних оцiнок математичного сподiвання випадкових проце-
сiв [7], а для рiвняння Вольтерра — задачу Вiксела [8].

Ю.I. Петунiн надавав особливого значення розробцi теорiї узагальнених
розв’язкiв операторних рiвнянь, а також подiбнiй теорiї узагальнених екс-
тремальних елементiв. Бiльш того, був переконаний, що ця теорiя є iсто-
тною частиною двадцятої проблеми Гiльберта [9, 10]. Справдi, у доповiдi
Гiльберта на мiжнародному математичному конгресi 1900 року є i такi сло-
ва: ”чи не має розв’язок кожна регулярна варiацiйна задача, якщо тiльки на
граничнi умови накласти певнi припущення, наприклад, неперервнiсть або
кускову диференцiйовнiсть до певного порядку функцiй, що визначають
умови на межi, i якщо, за потреби, самому розв’язку надати узагальне-
не тлумачення.” [11, 12]. Як би там не було, Д. Гiльберт ставить питання
про природне розширення класичного поняття розв’язку, яке спорiднене з
задачами щодо узагальненого розв’язку операторних рiвнянь.

2. Узагальнений розв’язок операторного рiвняння iз замкненим
оператором

У роботах Ю.I. Петунiна [13, 14] вперше введено конструкцiю узагальне-
ного розв’язку операторного рiвняння в банаховому просторi для випадку
замкненого оператора L : E → F у загальному випадку. При такому пiдходi
узагальнений розв’язок є елементом певного локально опуклого лiнiйного
топологiчного простору навiть у випадку, коли простори E та F є нормо-
ваними.

Нехай E, F — банаховi простори i L — замкнений, лiнiйний, iн’єктивний
оператор, що дiє з простору E в простiр F . Припускається, що область
визначення D(L) i область значень R(L) оператора L є всюди щiльними
множинами в просторах E та F вiдповiдно. Поряд з рiвнянням Lu = f
будемо розглядати спряжене рiвняння

L∗ϕ = l, (3)

де L∗ : F ∗ → E∗ — спряжений оператор.
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Крiм зазначеного вище, припускається, що множина D(L∗) є тотальною
в F ∗, а множина R(L∗) є тотальною в E∗ вiдносно двоїстостi (F ∗, F ) i
двоїстостi (E∗, E) вiдповiдно.

Позначимо через Ē поповнення простору E за топологiєю σ(E, R(L∗)).
Оскiльки множини E i R(L∗) знаходяться у двоїстостi, то Ē буде локально
опуклим лiнiйним топологiчним простором.

Розглянемо довiльний лiнiйний функцiонал ϕ ∈ D(L∗). Тодi з рiвностi
Lu = f випливає, що

ϕ(Lu) = ϕ(f),
тобто, якщо позначити функцiонал L∗ϕ через l, то

l(u) = L∗ϕ(u) = ϕ(f).

Зважаючи на теорему С. Банаха про слабко неперервний лiнiйний фун-
кцiонал, функцiонал l = L∗ϕ допускає єдине неперервне розширення на
весь простiр Ē. Розширення функцiоналу l ∈ R(L∗) позначатимемо l̄.

Означення 1. Узагальненим розв’язком рiвняння Lu = f будемо називати
такий елемент u ∈ Ē, який задовольняє спiввiдношення

l̄(u) = ϕ(f), ∀ϕ ∈ D(L∗).
Зрозумiло, що таке u ∈ Ē є природним узагальненням класичного слаб-

кого розв’язку диференцiального рiвняння.

Означення 2. Узагальненим розв’язком рiвняння Lu = f будемо нази-
вати такий елемент u ∈ Ē, для якого iснує послiдовнiсть un ∈ E (яку за
Ю.I. Петунiним називають майже розв’язком), що задовольняє спiввiдно-
шення

un → u в топологiї Ē, ‖Lun − f‖F → 0, n →∞.

В роботах [13, 14] доведено таку теорему.

Теорема 1. Для будь-якої правої частини f ∈ F iснує i єдиний узагаль-
нений розв’язок рiвняння Lu = f у сенсi означень 1 i 2.

У якостi можливого застосування побудованої конструкцiї в роботах [13,
14] з’ясовано питання про iснування узагальненого розв’язку для випадку
нескiнченної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (оператора Гiльберта-
Шмiдта, матриця iз розрiдженими рядками). Доведено, що узагальнений
розв’язок обов’язково належить метричному простору s iз стандартною
метрикою.

3. Загальна схема побудови узагальненого розв’язку

В роботах [9, 10, 15] концепцiя узагальненого розв’язку Ю.I. Петунiна
отримала розвиток.

Нехай E,F — лiнiйнi простори, E′, F ′ — вiдповiднi алгебраїчно спряженi
простори. Нехай E∗, F ∗ — такi лiнiйнi простори, що (E, E∗), (F, F ∗) утво-
рюють дуальнi пари. Зрозумiло, що E∗ ⊂ E′, F ∗ ⊂ F ′.
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Розглянемо лiнiйний, iн’єктивний оператор L : E → F , визначений на
всьому просторi E, i алгебраїчно спряжений оператор L′ : F ′ → E′.

Припустимо, що оператор L є слабко неперервним (тобто неперервним
у слабких топологiях σ(E, E∗), σ(F, F ∗)). За цих умов звуження опера-
тора L′ на простiр F ∗ буде задавати оператор L∗ : F ∗ → E∗ ⊂ E′, де
ϕ ∈ D(L∗) = F ∗. Крiм цього, припускаємо, що область значень R(L) ⊂ F
оператора L є тотальною множиною у двоїстостi (F, F ∗).

Введемо поняття узагальненого розв’язку для лiнiйного рiвняння

Lu = f. (4)

Розглянемо U = {α} — сукупнiсть непорожнiх центрально симетричних
пiдмножин простору F ∗, що задовольняють умови:

1. Об’єднання довiльних двох множин з U мiститься у деякiй множинi
з U .

2. Добуток довiльної множини α ∈ U на довiльне дiйсне λ > 0 є мно-
жина з U .

3. Кожна множина α з U обмежена в F ∗ у сенсi топологiї σ(F ∗, R(L)).
4. Множина N =

⋃
α∈U

α є тотальною у двоїстостi (F ∗, R(L)).

Тодi кожна з множин L∗(α) обмежена в просторi E∗ вiдносно топологiї
σ(E∗, E). Крiм цього, M = L∗(N) — тотальна множина в двоїстостi (E∗, E).

На лiнiйнiй множинi E розглянемо топологiю TE рiвномiрної збiжностi,
яка задається системою околiв нуля

oα = {u ∈ E | |(L∗ϕ)(u)| 6 1, ϕ ∈ α}, α ∈ U .

Множину E з цiєю топологiєю будемо позначати ET . Тодi ET утворює
вiддiльний локально опуклий лiнiйний топологiчний простiр. Позначимо
через ĒT поповнення ET за топологiєю TE (точнiше, за вiдповiдною рiвно-
мiрною структурою).

Аналогiчно на множинi R(L) розглянемо топологiю TF , яка задається
системою околiв нуля

Oα = {f ∈ R(L) | |ϕ(f)| 6 1, ϕ ∈ α}, α ∈ U .

Множина R(L) з цiєю топологiєю (позначаємо RT ) перетворюється у вiд-
дiльний локально опуклий лiнiйний топологiчний простiр. Через R̄T позна-
чимо поповнення RT .

Зрозумiло, що оператор L здiйснює iзоморфiзм мiж ET i RT (тобто iзо-
морфiзм мiж лiнiйними локально опуклими топологiчними просторами).
Отже, оператор L : ET → RT є неперервним.

Розширимо оператор L на весь простiр ĒT таким чином. Нехай E — мi-
нiмальний фiльтр Кошi простору ET . Зважаючи на згаданий вище iзомор-
фiзм, F = L(E) — мiнiмальний фiльтр Кошi у просторi RT . Розширений
таким чином оператор L, який позначатимемо L̄, є лiнiйним неперервним
iн’єктивним оператором, що встановлює iзоморфiзм мiж просторами ĒT та
R̄T .

Якщо додатково вимагати виконання умови:
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5. Кожна з множин α ∈ U обмежена у просторi F ∗ вiдносно топологiї
σ(F ∗, F ) i N — тотальна пiдмножина F ∗ у двоїстостi (F ∗, F ),

то топологiя TF природним чином продовжується на весь простiр F , i тодi
є сенс порiвнювати елементи з F та R̄T . Збережемо за цiєю топологiєю (яка
визначена вже на всьому лiнiйному просторi F ) попереднє позначення TF .
Простiр F з топологiєю TF будемо позначати FT , а вiдповiдне поповнен-
ня — F̄T . Зрозумiло, що R̄T — замкнена лiнiйна пiдмножина в F̄T (яка,
можливо, збiгається з F̄T ).

Означення 3. Узагальненим розв’язком рiвняння Lu = f будемо називати
такий елемент u ∈ ĒT , що L̄u = f .

Таке означення узагальненого розв’язку узгоджується з поняттям кла-
сичного розв’язку. Класичний розв’язок рiвняння Lu = f є i узагальненим
розв’язком. Якщо u — узагальнений розв’язок i f ∈ R(L) (або u ∈ E), то
u — класичний розв’язок.

Має мiсце

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1.-5., тодi для довiльного елемен-
та f ∈ F ∩ R̄T iснує єдиний узагальнений розв’язок рiвняння Lu = f у
сенсi означення 3.

Вiдзначимо, що довiльний функцiонал l ∈ M допускає продовження за
неперервнiстю на весь простiр ĒT . Розширення l на ĒT будемо позначати
l̄, а множину всiх розширених функцiоналiв l̄, де l ∈ M, через [M]. Отже,
M ⊂ (ET )∗, [M] ⊂ (ĒT )∗, де (ET )∗, (ĒT )∗ — простори, спряженi до ET , ĒT
вiдповiдно. Аналогiчно, функцiонали ϕ ∈ N допускають розширення на
F̄T , тобто N ⊂ (FT )∗. Розширенi функцiонали позначимо ϕ̄, а множину
всiх розширених функцiоналiв — [N].

Означення 4. Узагальненим розв’язком рiвняння Lu = f будемо називати
такий елемент u ∈ ĒT , що для всiх l ∈ M виконується рiвнiсть

l̄(u) = ϕ̄(f), L∗ϕ = l.

Теорема 3. Нехай сукупнiсть множин U задовольняє умови 1.-5. Тодi для
довiльної правої частини f ∈ F ∩ R̄T iснує узагальнений розв’язок u ∈ ĒT
рiвняння Lu = f у сенсi означення 4.

У роботах [9, 10, 16] дослiджено питання єдиностi узагальненого розв’яз-
ку.

Лема 1. Узагальнений розв’язок рiвняння Lu = f у сенсi означення 4
єдиний тодi i лише тодi, коли множина [M] є тотальною у двоїстостi
((ĒT )∗, ĒT ).

Iснує проста достатня умова, що гарантує тотальнiсть множини [M].
А саме, якщо L∗(α) — компактнi множини в M = L∗(N) вiдносно то-
пологiї σ(M, E) при кожному α ∈ U , то, зважаючи на теорему Маккi-
Аренса, топологiя TE узгоджується з двоїстiстю (E,M). Це означає, що
(ET )∗ = M, звiдки (ĒT )∗ = [M]. Отже, [M] — тотальна множина в двоїсто-
стi ((ĒT )∗, ĒT ), тобто узагальнений розв’язок у сенсi означення 4 єдиний.
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У задальному випадку єдинiсть розв’язку пов’язана з класичною умо-
вою π).

Теорема 4. Нехай для множини E i топологiй TE та σ(E,M) виконуєть-
ся умова π). Тодi узагальнений розв’язок єдиний.

4. Приклади узагальнених розв’язкiв

У застосуваннях узагальнених розв’язкiв важливо знати зв’язок топо-
логiй просторiв ĒT та F̄T з природними топологiями просторiв E та F .
Розглянемо найбiльш типовi ситуацiї та наведемо приклади конкретних
структур U , якi призводять до топологiчних просторiв ĒT , F̄T .

Далi будемо вважати, що E,F — банаховi простори i L : E → F — iн’є-
ктивний лiнiйний неперервний оператор (як вiдомо, такий оператор слабко
неперервний), D(L) = E, R(L) — щiльна в F множина, E∗ та F ∗ — спря-
женi простори.
1. Класична розв’язнiсть.
Нехай множина R(L∗) має ненульову характеристику [17]. Покладемо

U = {αλ |αλ = (L∗)−1(Sλ(E∗) ∩R(L∗)), λ ∈ R+},
де Sλ(E∗) — замкнена куля радiуса λ простору E∗ з центром в початку
координат. Тодi топологiя TE визначається системою напiвнорм

pλ(u) = sup
l∈Sλ(E∗)∩R(L∗)

|l(u)| = sup
l∈Sλ(E∗)∩R(L∗)

|l(u)|, λ ∈ R+,

де Sλ(E∗) ∩R(L∗) — замикання множини Sλ(E∗)∩R(L∗) в топологiї σ(E∗, E).
Оскiльки множина R(L∗) тотальна у двоїстостi (E∗, E), то вона є щiль-

ною в E∗ в слабкiй топологiї σ(E∗, E), а оскiльки R(L∗) має ненульову
характеристику, то Sλ(E∗) ∩R(L∗) мiстить деяку кулю Stλ(E∗) меншого
радiуса (0 < t < 1). Тодi

sup
l∈Stλ(E∗)

|l(u)| 6 pλ(u) 6 sup
l∈Sλ(E∗)

|l(u)|.

Зважаючи на теорему Хана-Банаха, маємо, що топологiя TE еквiвалентна
нормi ‖u‖E , а простiр ĒT збiгається з банаховим простором E. Оскiльки
оператор L здiйснює iзоморфiзм мiж ET та RT , а простiр ET = E повний,
то RT також повний, тобто R̄T = R(L).

Отже, при такому виборi структури U узагальнена розв’язнiсть збiгає-
ться з класичною. Таким чином, класична розв’язнiсть лiнiйних оператор-
них рiвнянь описується в термiнах структури U .
2. Узагальнена сильна розв’язнiсть.
Нехай U = {α | α = Sλ(F ∗), λ ∈ R}. Тодi з теореми Хана-Банаха випли-

ває, що топологiя TE задається нормою

‖u‖1 = sup
l∈L∗(S1(F ∗))

|l(u)| = sup
ϕ∈S1(F ∗)

|ϕ(Lu)| = sup
ϕ∈F ∗

|ϕ(Lu)|
‖ϕ‖F ∗

= ‖Lu‖F ,

а топологiя TF — нормою ‖f‖F . Отже, ĒT — поповнення E за нормою
‖u‖1 = ‖Lu‖F . Простiр F = F̄T є повним та R̄T = F .
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3. Узагальнена слабка розв’язнiсть. Нехай U = {α} — сукупнiсть
множин, яка складається з усiх скiнченних центрально симетричних пiд-
множин F ∗. Тодi топологiя TE задається системою околiв нуля

oα = {u ∈ E | |(L∗ϕi)(u)| 6 1}, α = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn} ⊂ F ∗.

Отже, в данiй ситуацiї топологiя TE збiгається з топологiєю σ(E, R(L∗)),
тому простiр ĒT збiгається з простором Ē роботи [13], а означення 4 вiд-
повiдає означенню слабкого розв’язку.
4. Апрiорнi нерiвностi Нехай M — довiльна врiвноважена опукла

обмежена в F ∗ (за нормою) множина, яка є тотальною у двоїстостi (F ∗, F ).
Якщо U = {λM | λ ∈ R+}, топологiя TE задається нормою

‖u‖M = sup
l∈L∗(M)

|l(u)|,

для якої має мiсце оцiнка

‖u‖M = sup
ϕ∈M

|(L∗ϕ)(u)| 6 sup
ϕ∈Sc(F ∗)

|ϕ(Lu)| = c‖Lu‖F .

Оцiнки такого типу називають апрiорними. Вони є основою надзвичайно
поширеного методу якiсного дослiдження операторних рiвнянь.

Висновки
У бiльшостi цитованих робiт школи Ю. I. Петунiна доведення основ-

ної теореми про iснування узагальненого розв’язку базується на класичнiй
iдеї С. Г. Крейна дослiдження зв’язкiв мiж розв’язнiстю прямого рiвняння
та спряженого рiвняння. Отже, концепцiю узагальненого розв’язку опера-
торного рiвняння Ю. I. Петунiна можна розглядати як певне розвинення
класичних результатiв С. Г. Крейна [18].

Водночас, теорiя узагальнених розв’язкiв Ю. I. Петунiна не обмежується
лише iдеями, описаними в данiй статтi. Так, у роботi [19] введено поняття i
дослiджено властивостi узагальненого розв’язку для операторiв, що дiють
у метричних просторах. Зв’язок мiж запропонованим пiдходом до узагаль-
нених розв’язкiв i послабленими апрiорними оцiнками було розвинуто в
роботi [20]. У статтях [21, 22, 23] дослiджено властивостi узагальнених екс-
тремальних елементiв. Подальше розвинення абстрактної теорiї узагальне-
них розв’язкiв операторних рiвнянь проведено в роботi [24]. Бiльшiсть цих
результатiв було пiдсумовано у монографiях [9, 10].
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