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Резюме. Актуальнiсть теми роботи обумовлена зростаючими
вимогами до точностi обчислювальних методiв та алгоритмiв.
Такi вимоги виникають, зокрема при дослiдженнi широкого ко-
ла задач сучасної обчислювальної та прикладної математики.
Цим вимогам в значнiй мiрi вiдповiдає апроксимацiйний метод
В.К. Дзядика, що вiдображено в багатьох його роботах. З метою
обґрунтування запропонованого алгоритму доведена теорема в
термiнах теорiї наближення функцiй про вiдхилення кусково-
полiномiальних наближень вiд точного розв’язку задачi в рiвно-
мiрнiй та квадратичнiй метриках. Обчислювальнi експерименти
iлюструють високу ефективнiсть запропонованого алгоритму та
теоретичнi результати.

Вступ
В роботi розглядається питання побудови, обґрунтування та комп’ютер-

ної реалiзацiї алгоритму кусково-полiномiальної апроксимацiї розв’язку за-
дачi Кошi для жорстких систем диференцiальних рiвнянь вигляду:

A(x, y)y′ = f (x, y) , y (0) = y0, x ∈ [0, H] (1)

де y (x) — вектор невiдомих функцiй. Припускається, що компоненти ма-
трицi A та вектора f є алгебраїчними многочленами двох змiнних.

Цей алгоритм ґрунтується на апроксимацiйному методi В. К. Дзядика,
представленому в роботах [1–3]. Важливими властивостями та перевагами
над iншими методами та алгоритмами [4–8] є його оптимальнiсть в сенсi
найкращих наближень та ненасиченiсть (алгоритм без насичення точностi
[4] або алгоритм iнтелектуального моделювання в термiнах [9]). Це осо-
бливо важливо при необхiдностi уникнення явища ”вибуху похибок” для
жорстких задач [5–11].

Актуальнiсть таких питань обумовлена зростанням вимог до точностi та
надiйностi математичного та комп’ютерного моделювання екстремальних
динамiчних процесiв, систем i технологiй, пов’язаних з ризиком для життя
людей [9].

Зокрема, жорсткi рiвняння являють собою математичнi моделi рiзних
явищ i процесiв в аєрокосмонавтицi (оптимальне управлiння та безпека лi-
тальних апаратiв), в ядернiй фiзицi, супрамолекулярних структурах, нано-
електроних i надпровiдних системах, хiмiчнiй кiнетицi, теорiї еволюцiйних
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процесiв та iн. [8–14]. Значну роль у розширеннi можливостей апрокси-
мацiйних методiв В. К. Дзядика вiдiграли вiдомi вiдкриття Нобелiвських
лауреатiв в галузi нанофiзики зi створення скануючого тунельного та ска-
нуючого атомно-силового мiкроскопiв.

Алгоритм
Iдею алгоритму розглянемо, використовуючи результати роботи [16] на

прикладi одного рiвняння вигляду (1) при

A(x) =

r∑
k=0

akx
k, f(x, y) =

S∑
l=0

J∑
j=0

bljx
lyj(x) (2)

де ak i blj — постiйнi коефiцiєнти, r, s, J ∈ N.
Зведемо аналогiчно [1-3, 16] задачу (1)–(2) до еквiвалентного iнтеграль-

ного рiвняння типу Вольтерра третього роду

A(x) · y(x) = y0 +

x∫
0

F (t, y(t))dt, (3)

де

F (t, y(t)) = f(t, y(t)) + y(t) ·
r∑

k=1

kakt
k−1, (4)

Розiб’ємо, як звичайно [6-8], вiдрiзок [0, H] на вiдрiзки [xi, xi+1], де i ∈
0, ..,m, x0 = 0, xm = H, що обумовлено наявнiстю ”швидких” та ”повiльних”
складових в розв’язку рiвняння (3).

Рiвнянню (3) поставимо у вiдповiднiсть на кожному вiдрiзку Ii = [xi, xi+1]
наближене iнтегро-функцiональне рiвняння

A(x) · yn,i(x) = yn,i−1(xi) +

x∫
xi

F (t, yn,i(t))dt+ εN,i(x). (5)

де yn,i(x) — розв’язок рiвняння, що є алгебраїчним многочленом степенi не
вище за n на вiдрiзку Ii, одного з наступних виглядiв:

yn,i(x) =
n∑

k=0

αkix
k, yn,i(x) =

n∑
k=0

βkiTk

(
2
x− xi
hi

− 1

)
, hi = xi+1 − xi (6)

з невiдомими коефiцiєнтами αki (або βki). εN,i(x) — нев’язка-многочлен
степенi N = max(r+n, S+J ·n+1), що залежить вiд степенiв многочленiв
A(x), yn,i та F [16,19]:

εN,i(x) =
N∑

k=n+1

τkiTk

(
2
x− xi
hi

− 1

)
, (7)

Tk(z) = cos (k arccos z) - многочлен Чебишева першого роду, τki — невiдомi
допомiжнi параметри.
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Зокрема, на вiдрiзку I0 : [x0, x1] рiвняння (5) набуде вигляду:

A(x) · yn,0(x) = y0 +

x∫
x0

F (t, yn,0(t))dt+ εN,0(x), (8)

де приймаємо, що при i = 0 yn,−1(x0) = y0.
Для знаходження коефiцiєнтiв αki (або βki) i τki може бути використана

iтерацiйна схема:

A(x)yn,i,ν(x) = yn,i−1(xi) +

x∫
xi

F (t, yn,i,ν−1(t))dt+ εN,i,ν(x), (9)

де ν = 1, 2, ... — номер кроку iтерацiйного процесу; yn,i,v(x) i εN,i,v(x) —
многочлени вiдповiдного вигляду (6) i (7) з коефiцiєнтами αk,i,v (або βk,i,v)
i τk,i,v на ν–му кроцi iтерацiй.

Прирiвнюючи в (9) при кожному ν = 1, 2, ... згiдно (2), (4) i (5) коефi-
цiєнти з однаковими степенями , одержуємо для αkv i τkv деяку систему з
(N + 1)–го лiнiйного алгебраїчного рiвняння.

Теоретичне обґрунтування та аналiз похибки алгоритму
Перед тим як перейти до вивчення питання обґрунтування запропоно-

ваного алгоритму, зокрема, питання про вiдхилення наближеного кусково-
полiномiального розв’язку виду ŷn(x) = {yn,i(x) , i = 0, ...,m вiд точного
розв’язку y(x) рiвняння (1), введемо необхiднi нам позначення.

Через C [Ii] i L2
p [Ii] будемо позначати вiдповiдно простiр неперервних i

сумовних з квадратом при чебишевскiй вазi

pi(x) = 1/

√
1−

(
2
x− xi
hi

− 1

)2

(10)

на вiдрiзку Ii функцiй з загальновiдомими нормами ∥·∥C[Ii]
, ∥·∥L2

p[Ii] .
При дослiдженнi похибок розв’язування рiвнянь припустимо, що

min
x∈[0,H]

A(x) ≥ a∗ > 0 (11)

Теорема 1. Нехай числа H > 0, i n = 1, 2, 3... такi, що в кулi
σ(ρ) :=

{
ψ ∈ C[0,H] : ∥ψ∥C[0,H]

≤ ρ
}

iснує єдиний розв’язок y(x) рiвняння
(1)i єдинi розв’язки yn,i(x) рiвнянь (6)на промiжках [xi;xi+1], такi, що
∥yn,i∥Y ≤ ρ, тодi для кожного i = 0, ...,m виконуються нерiвностi

∥y(x)− ŷn(x)∥Y [0,H] ≤
M1m

a∗
max
0≤i≤m

∥εN,i(x)∥Y [Ii]
, (12)

∥y(x)− ŷn(x)∥L2
p[0,H] ≤

m

a∗
(1 +

h
√
N

n+ 1
M2) max

0≤i≤m
∥εN,i(x)∥L2

p[Ii]
, (13)
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При виконаннi нерiвностi

θn(H, ρ) =
1

a∗

(
1− πh

√
N

2(n+ 1)
M1

)
> 0, (14)

справедлива оцiнка

∥y(x)− ŷn(x)∥Y [0,H] ≤
λN (Y[0,H])

a∗θn(H, ρ)

(
1 +

h
√
N

n+ 1
M2

)
max
0≤i≤m

(En(y)Y [Ii]), (15)

де h = max
i
hi, величини M1 = M1(H, ρ, Y ), M2 = M2(H, ρ, Y ) — деякi

константи, що не залежать вiд n. Простiр Y [·] є простором C[·] або L2
p[·],

En(y)Y [Ii] — величина найкращого наближення многочленами функцiї y(x)
в Y [·], λN (Y [·]) = 1 для простору L2

p [·] i λN (Y [·]) =
√
2N для простору C[·].

Доведення. Доведення теореми ґрунтується на роботах [3,16]. Тому з метою
скорочення викладок зупинимося детально на доведеннi нерiвностей (12) i
(13).

Розглянемо спочатку похибку на iнтервалi I0 : [x0, x1]. В силу (11) роз-
дiлимо обидвi частини рiвнянь (3) i (5)на A(x) i отримаємо:

y(x)− yn,0(x) =
1

A(x)

x∫
x0

F (t, y(t))− F (t, yn,0(t))dt+
εN,0(x)

A(x)
. (16)

З виразу (16), в силу (2),(4) маємо:

y(x)− yn,0(x) =
1

A(x)

x∫
x0

(
S∑
l=0

J∑
j=0

bljt
lµj,n,0(t)+

+
r∑

k=1

kakt
k−1)(y(x)− yn,0(x))dt+

εN,0(x)

A(x)

(17)

де

µj,n,0(t) =

j−1∑
p=0

ypn,0(t)y
j−p−1(t). (18)

В силу лiнiйностi рiвняння (18)вiдносно рiзницi y(x)− yn,0(x) має мiсце
рiвнiсть

y(x)− yn,0(x) =
εN,0(x)

A(x)
+

x∫
x0

Rn,0(x, t)
εN,0(t)

A(t)
dt, (19)

де Rn,0(x, t) — резольвента ядра
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Gn,0(x, t) =
1

A(x)
(

S∑
l=0

J∑
j=0

bljt
lµj,n,0(t) +

r∑
k=1

kakt
k−1) (20)

рiвняння (17).
Звiдси, на основi нерiвностi Гронуолла-Белмана, згiдно (11)та (17)i з ура-

хуванням того, що y, ŷn ∈ σ(ρ), отримуємо оцiнку (12)для Y [I0] =! [I0].
Якщо застосувати рiвнiсть (19)та нерiвнiсть Буняковського для оцiнки

резольвенти Rn,0(x, t) згiдно (20), то можна пересвiдчитися в справедливо-
стi оцiнки (12)при Y [I0] = L2

p0 [I0]. Отримаємо, що

∥y(x)− yn,0(x)∥L2
p
≤
∥∥∥∥εN,0(x)

A(x)

∥∥∥∥
L2
p0

+

∥∥∥∥∥∥
x∫
x0

Rn,0(x, t)(
εN,0(t)

A(t)
)dt

∥∥∥∥∥∥
L2
p0

≤

≤
∥∥∥ εN,0(x)

A(x)

∥∥∥
L2
p

×

1 +
x1∫

x0

x∫
x0

R2
n,0(x, t)

√√√√ 1−
(
2
t−x0
h0

−1
)2

1−
(
2
x−x0
h0

−1
)2dtdx


1
2

 ≤
≤
∥∥∥ εN,0(x)

A(x)

∥∥∥
L2
p

×
[
1 + H·π

2a∗
M1,0(h0, ρ) exp (H ·M1,0(H, ρ)/a∗)

] (21)

Таким чином для iнтервалу I0 в просторi L2
p [I0] нерiвнiсть (12)доведена.

Далi, для простору L2
p[I0] в силу теореми про диференцiйованiсть за па-

раметром, вимоги якої задовольняються, проводимо замiну
z = arccos(2 t−x0

h0
− 1) i iнтегруємо частинами iнтеграл, що стоїть в пра-

вiй частинi (17). Iз врахуванням (5)отримаємо∣∣∣∣∣ x∫x0

Rn,0(x, t)
εN,0(t)
A(t) dt

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ x∫x0

Rn,0(x, t)
N∑

k=n+1

τk0Tk

(
2 t−x0

h0
− 1
)

1
A(t)dt

∣∣∣∣∣ =
= h0

∣∣∣∣∣ N∑
k=n+1

τk0
n+k

[
Rn,0(x,h0 cos z) sin z sin(n+k)z

A(h0 cos z)

∣∣∣arccos(2 t−x0
h0

−1)

π
2

−

−
arccos(x)∫

π/2

sin(n+ k)z ∂
∂z

(
Rn,0(x,h0 cos z) sin z

A(h0 cos z)

)
dz

]∣∣∣∣∣ ≤
≤ h0c0(h0, ρ)

N∑
k=n+1

|τk0|
n+k ≤

h0∥τ0∥
√
N

n+1 c0(h0, ρ),

(22)

де

∥τ0∥ =

(
N∑
l=1

τ2l0

) 1
2

; (23)
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A0(h0, ρ) — деяка стала, що не залежить вiд n.
Якщо скористатися тепер тим, що в силу ортогональностi полiномiв Че-

бишева Tk(2
t−x0
h0
− 1) на [x0, x1] iз вагою p0 мають мiсце, аналогiчно [2]

нерiвностi

∥τ0∥ =

 2

πh0

xi+1∫
xi

ε2N,0(x)dx√
1−

(
2 t−x0

h0
− 1
)2


1
2

≤ ∥A(x)∥C

∥∥∥∥εN,0(x)

A(x)

∥∥∥∥
L2
p

(24)

iз (19)в силу (20)отримаємо нерiвнiсть (13).
Далi, в силу лiнiйностi та проекцiйностi полiномiальних операторiв Фур’є-

Чебишева, при виконаннi умови (14), отримаємо, аналогiчно [3, 16] оцiнку

∥τ0∥ ≤ En(y)L2
pi
/θn(h0, ρ).

Звiдси, якщо врахувати попередню оцiнку та нерiвнiсть (21), маємо (15).
Теорема для вiдрiзку I0 : [x0, x1] доведена.
На вiдрiзку I1 : [x1, x2] вираз (16)прийме вигляд:

y(x)− yn,1(x) = y0−yn,0(x1)
A(x) + 1

A(x)

x∫
x1

F (t, y(t))−

−F (t, yn,1(t))dt+
εN,1(x)
A(x) ,

(25)

Використовуючи мiркування, аналогiчнi попереднiм, з використанням
резольвенти, отримаємо для I1:

y(x)− yn,1(x) =
εN,1(x)
A(x) +

y0−yn,0(x1)
A(x) +

+
x∫
x1

Rn,1(x, t)(
εN,1(t)
A(t) +

y0−yn,0(x1)
A(t) )dt,

(26)

де Rn,1(x, t) — резольвента вiдповiдного ядра Gn,1 виду, подiбного (20).
Оцiнка (12)для даного iнтервалу матиме вигляд:

∥y(x)− yn,1(x)∥L2
p
≤
∥∥∥ εN,1(x)

A(x) +
y0−yn,0(x1)

A(x)

∥∥∥
L2
p

+

+

∥∥∥∥∥ x∫
x1

Rn,1(x, t)(
εN,1(t)
A(t) +

y0−yn,0(x1)
A(t) )dt

∥∥∥∥∥
L2
p

≤

≤
∥εN,0(x)∥

L2
p

+∥εN,1(x)∥
L2
p

a∗

[
1 + h1·π

2a∗
M1,1(h1, ρ) exp (H ·M1,1(h1, ρ)/a∗)

]
Оцiнки (13), (15)для iнтервалу I1 одержимо у виглядi

∥y(x)− ŷn(x)∥Y [0,H] ≤
2

a∗
max
0≤i≤m

(∥εN,0(x)∥Y [I0]
, ∥εN,1(x)∥Y [I1]

),

∥y(x)− yn,1(x)∥L2
p[0,H] ≤

2
a∗
(1 + h1

√
N

n+1 M2,1)max(∥εN,0(x)∥L2
p[I1]

,

∥εN,1(x)∥L2
p[I1]

),
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∥y(x)− yn,1(x)∥Y [0,H] ≤
λN (Y[0,H])

a∗θn(h1,ρ)

(
1 + h1

√
N

n+1 M2,1

)
max(En(y)Y [I0],

En(y)Y [I1]).

Звiдси методом iндукцiї легко переконатись в справедливостi нерiвно-
стей (12), (13), (15)для i = 1, ...,m, якщо покласти, що M1 = max

0≤i≤m
M1,i;

M2 = max
0≤i≤m

M2,i. Таким чином, теорема доведена. �

З цiєї теореми i теорем Бернштейна [3,17] для оцiнки рiвномiрного набли-
ження многочленами функцiй, аналiтичних в елiпсах Жуковського
Eri(ri > 1), та цiлих функцiй y(z) з класу Hσ, σ > 0, z ∈ C, отримає-
мо наступнi два наслiдки.
Наслiдок 1. Нехай функцiї A(x), f(x, y) i число H > 0 такi, що iснує єди-
на аналiтична на елiпсi Жуковського для iнтервалу [0,H] функцiя y(x),
що є розв’язком рiвняння (1).

Тодi в умовах i термiнах теореми виконується нерiвнiсть

∥y(x)− yni(x)∥C ≤

[
1 +

h
√
N

n+ 1
M2

]
2
√
2N

a∗θn(h, ρ)

(
∥y∥C(Eri )

(r − 1) · rn

)
,

де ∥y∥
C(Er)

= max
z∈Er

|y(z)|, r = min
0≤i≤m

ri для кожного i = 0, ...,m, Eri —

елiпси Жуковського для iнтервалiв для iнтервалiв [xi, xi+1], де ri > 1.
Наслiдок 2. Якщо y(z), розв’язок рiвняння (1)— цiла функцiя i y(z) ∈ Hσ,
така, що ∀ε > 0 ∃δε > 0, y(z) < exp {σ · (|b|+ ε |z|)}, для ∀z = a + bi i
|z| > δε, та σ · ε = Aσ/2, то має мiсце нерiвнiсть

|y(x)− ŷ(x)| ≤

[
1 +

h
√
N

n+ 1
M2

]
2
√
2N

a∗θn(h, ρ)
exp

{
−n
2
· c3/2

}
,

де A− константа, для кожного n > N(c) на iнтервалi
[−n/σ · (1− c), n/σ · (1− c)].

Таким чином, для аналiтичних i цiлих функцiй запропонований алго-
ритм має експоненцiальну збiжнiсть [4].

Обчислювальний експеримент
Для реалiзацiї запропонованого алгоритму було обрано жорстку систему

звичайних диференцiйних рiвнянь з робiт [6,8]:{
x′ = 998x+ 1998y,
y′ = −999x− 1999y

x(0) = 1,
y(0) = 0.

(27)

з точним розв’язком x(t) = 2e−t − e−1000t i y(t) = −e−t + e−1000t.
Наявнiсть ”повiльної” та ”швидкої” складової в кожному розв’язку цiєї

задачi не дозволяє ефективно наблизити їх на вiдрiзку [0; 1000] єдиним
многочленом.

Ефективнiсть запропонованого алгоритму iлюструється навiть у найпро-
стiшому випадку наближення розв’язку (27) кусково-лiнiйними многочле-
нами. Так, наприклад, для досягнення точностi 0,05 вiдрiзок [0; 1000], на
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основi апрiорних та апостерiорних оцiнок даної роботи та робiт [10,14] було
автоматично розбито на 6 промiжкiв, на кожному з яких розв’язок було
наближено лiнiйним многочленом, а саме:

[0; 0, 001]: x(t) = 638, 001t+ 1, 04, y(t) = −639t− 0, 04 ;
[0, 001; 0, 003]: x(t) = 161, 506t+ 1, 509, y(t) = −162, 504t− 0, 509;
[0, 003; 0, 7]: x(t) = −1, 445t+ 1, 954, y(t) = 0, 7214t− 0, 977;
[0, 7; 1, 7]: x(t) = −0, 636t+ 1, 398, y(t) = 0, 3178t− 0, 699;
[1, 7; 3, 7]: x(t) = −0, 1624t+ 0, 601, y(t) = 0, 0812t− 0, 3004;
[3, 7; 1000]: x(t) = 0 , y(t) = 0.
При наближеннi квадратичними многочленами для досягнення тiєї ж

точностi вiдрiзок [0; 1000] автоматично розбивається лише на 3 промiжки.
Зi зростанням n на одиницю точнiсть збiльшується на порядок, що добре
iлюструє наслiдок теореми.

На основi мiркувань при доведеннi в [10] на вiдрiзку [−1, 1] нерiвностi
|yn(x)− ex| ≤ (1 + 7/n2)En(e

x) можна переконатись в справедливостi не-
рiвностей:∥∥x̂n − (2e−t − e−1000t)

∥∥
![0,1000]

≤ (1 + δ1n(x)) · max
0≤i≤5

(En(2e
−t − e−1000t)C[Ii]

),∥∥ŷn − (−e−t + e−1000t)
∥∥
C[0,1000]

≤ (1 + δ2n(y)) · max
0≤i≤5

(En(−e−t + e−1000t)C[Ii]
)

де δ1n, δ2n → 0 при n → ∞, En(·)C[Ii]
— величини найкращих рiвномiрних

наближень функцiй x(t) та y(t) на вiдрiзках [xi, xi+1].
Питання щодо стiйкостi (А-стiйкостi, L-стiйкостi, в сенсi Далквiста та

iн.[6,7]) та iнформацiйної складностi автори планують розглянути в насту-
пних публiкацiях.
Зауваження 1. Запропонований алгоритм залишається в силi на випадок
диференцiальних рiвнянь вигляду (1)в скiнченнiй однозв’язнiй областi G
комплексної площини C зi спрямлюваною границею и однозв’язним допов-
ненням. Але в цьому випадку замiсть многочленiв Чебишева варто розгля-
дати ортогональнi многочлени. Зокрема, в рядi випадкiв наприклад, коли
G є зiркою Мiттаг-Леффлера [3] такими ортогональними многочленами
можуть служити многочлени Фабера.
Зауваження 1. Питання узагальнення запропонованого алгоритму та тео-
реми для класичних ортогональних многочленiв [18] (Лежандра, Чебишева-
Єрмита, Чебишева-Лаггера, та загальних многочленiв Якобi) не є принци-
пово вiдмiнним. Але таке узагальнення є важливими в обчислювальнiй та
прикладнiй математицi, математичнiй фiзицi, квантовiй механiцi та новi-
тнiх застосуваннях в технiчних задачах математичного та комп’ютерного
моделювання.

Зазначимо, що результати даної статтi були анонсованi в [19, 20].

Висновки
Таким чином, результати теоретичного обґрунтування запропонованого ал-
горитму та обчислювального експерименту дають пiдстави зробити висно-
вок , що алгоритм може добре доповнювати iснуючi методи розв’язання
жорстких задач в сенсi точностi та швидкодiї. Це обумовлено тим, що
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розв’язок має аналiтичний вигляд, який дає найкращi наближення в рiвно-
мiрнiй метрицi на вiдрiзках розбиття, тобто даний алгоритм є алгоритмом
без насичення точностi.
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