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Резюме. В данiй роботi було розглянуто задачу по iдентифiкацiї
параметрiв джерел радiоактивного забруднення з врахуванням
явища фiлiацiї, знаючи концентрацiї забруднення на дослiджу-
ванiй територiї. Було проведено моделювання поширення радiо-
активного забруднення на дослiджуванiй територiї з використа-
нням псевдореальних даних.
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Вступ
Розв’язання задачi iдентифiкацiї параметрiв джерел сумiшi радiонуклi-

дiв, структурованих за вiком, за допомогою варiацiйного методу пов’яза-
не iз розв’язанням прямої та спряженої початково-крайових задач[5]. До
того ж з формальної точки зору задача iдентифiкацiї зосереджених дже-
рел еквiвалентна задачi узагальненого оптимального керування. Тому для
розв’язання нашої варiацiйної задачi нам необхiдно розв’язати задачу опти-
мального керування системою[3, 4, 6, 7].

Математична модель переносу сумiшi радiонуклiдiв в пористому сере-
довищi описана в роботi Шоке (Choquet) i Цимермана (Zimmerman) [13].
Слiд зауважити, що моделюванню радiоактивного забруднення ґрунтових
вод розчинами сумiшей iзотопiв iз урахуванням трансмутацiї присвячено
доволi мало робiт. В першу чергу слiд назвати роботи Шоке (Choquet) [11,
12, 13], а також Дугласа (Douglas) i Спаньоло (Spagnuolo) [14].

Iдею двокрокового явно-неявного чисельного методу ще в 1962 роцi за-
пропонував Шелдон для iтерацiйного розв’язування рiвняння Пуассона.
Грищенко О. Ю. поширив її для систем гiперболiчних рiвнянь, лiнiйних та
нелiнiйних рiвнянь переносу та систем рiвнянь газової динамiки [1]. Для
рiвнянь параболiчного типу Самарський [10] поставив проблему та отри-
мали грунтовнi результати про необхiднi та достатнi умови стiйкостi симе-
тризованих рiзницевих схем, що не є самоспряженими, але приводяться до
схем iз симетричними операторами, зокрема, вибором спецiальних норм.
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1. Моделювання розповсюдження радiоактивного забруднення
Постановка прямої задачi. Нехай радiоактивна сумiш складається

з двох iзотопiв: радiоактивного трiтiя (tritium 3H) та нерадiоактивного
гелiя-3 (helium-3), причому перiод пiврозпаду трiтiя у гелiй складає 4500
днiв. Розглядаємо модель, запропоновану Дугласом (Douglas) та Спаньоло
(Spagnuolo) [14], що описує процес переносу сумiшi через пористе середо-
вище.

Позначимо стан системи (u, υ), де u = u(t, ξ1, ξ2), υ = υ(t, ξ1, ξ2). Фун-
кцiї u та υ визначенi в цилiндричнiй областi Q = (0, T ) × Ω, де Ω ⊂ R2

обмежена зв’язна область з регулярною границею ∂Ω. Стан (u, υ) системи,
де u — концентрацiя трiтiя, υ — концентрацiя гелiя, описується системою
параболiчних рiвнянь:

∂u

∂t
−

2∑
m=1

(
k(1)m (ξ)

∂2u

∂ξ2m

)
+

2∑
m=1

∂

∂ξm

(
c(1)m (ξ)u

)
+ a1(ξ)u = f(t, ξ), (1)

∂υ

∂t
−

2∑
m=1

(
k(2)m (ξ)

∂2υ

∂ξ2m

)
+

2∑
m=1

∂

∂ξm

(
c(2)m (ξ)υ

)
+a2 (x) (ξ)υ−a1 (x)u = 0. (2)

В операторному виглядi (1)–(2) можна переписати таким чином:

∂u

∂t
−D1u+ C1u+ q1u = f,

∂υ

∂t
−D2υ + C2υ + a2υ − a1u = 0,

де ξ = (ξ1, ξ2) ∈ Ω, (t, ξ) ∈ Q, ai ≥ 0, i = 1, 2 — коефiцiєнти розпаду,
фiлiацiї; Di — оператори дифузiйного переносу, самоспряженi та додатньо
визначенi: Di = D∗

i ≥ k
(i)
0 E, де E — тотожнiй оператор, Ci — оператори

конвективного переносу, C(i) = −C(i)∗, c(i)m — швидкiсть переносу i-го iзо-
топа вздовж осi Oxm. Вважаємо, що середовище є нестислим, тому маємо:

2∑
k=1

∂c
(i)
k

∂xk
(ξ) = 0, ξ ∈ Ω,

f(t, ξ) = −δ (ξ)V (t) ,

де V (t) = (V1 (t) , V2 (t) , ..., Vp (t)) — вектор невiдомих iнтенсивностей,
δ (x) = (δ (x− r1) , δ (x− r2) , ..., δ (x− rp)) — вектор δ-функцiй Дiрака,
ri — вiдомi положення джерел забруднень.

Заданi початковi та граничнi умови:

u|t=0 = φ
(1)
0 (ξ),

υ|t=0 = φ
(2)
0 (ξ),
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u|t=0 = φ
(1)
0 (ξ), (3)

u|ξ∈∂Ω = 0.

Використовуючи методику, описану в [8, 9], переходимо до задачi опти-
мального керування, що полягає в мiнiмiзацiї функцiоналу

Jα (V ) =

M∑
m=1

∫ T

0

((
ũ (t, V )− φ(1)

m (t)
)2

+
(
υ̃ (t, V )− φ(2)

m (t)
)2)

dt+α ∥V ∥2 ,

(4)
φ
(i)
m (t) — значення концентрацiї забруднень в точках спостереження zm,

m = 1, ...,M , i = 1, 2, α — параметр регуляризацiї [10], що вважається вiдо-
мим i пiдбирається експериментально з врахуванням похибки спостережень
∆φ

(i)
m ;

ũ (t, V ) =

∫
Ω
gm (x)u (t, x, V ) dx, υ̃ (t, V ) =

∫
Ω
gm (x) υ (t, x, V ) dx,

gm (x) = χωm
diamωm

— функцiя усереднення в деякому околi ϖm точки спосте-
реження zm [6].

Спряжена задача для постановки описаної виразами (1)–(3) має вигляд

−∂ψ
∂t

+
2∑

m=1

(
k(1)m (ξ)

∂2ψ

∂ξ2m

)
−

2∑
m=1

∂

∂ξm

(
c(1)m (ξ)ψ

)
+ a1ψ − a1η =

= 2

M∑
m=1

∫ T

0

(
ũ (t, V )− φ(1)

m (t)
)2
dt, (5)

−∂η
∂t

+
2∑

m=1

(
k(2)m (ξ)

∂2η

∂ξ2m

)
−

2∑
m=1

∂

∂ξm

(
c(1)m (ξ)η

)
+ a2η =

= 2
M∑
m=1

∫ T

0

(
υ̃ (t, V )− φ(2)

m (t)
)2
dt, (6)

з наступними початково-крайовими умовами:

ψ|t=T = 0;ψ|ξ∈∂Ω = 0,

ζ|t=T = 0; ζ|ξ∈∂Ω = 0, (7)
Iтерацiйний процес має вигляд

V k+1
i,n = V k

i,n − sk(ψ(i),k(ri, τn)− αV k
i,n), (8)

де k — номер iтерацiї, i = 1, p, n = 1, Nt, Nt = [T/τ ], α = 0.001.
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Як вiдомо, процес збiжний при sk → 0, k →∞ та
∞∑
k=1

sk =∞.

2. Чисельна реалiзацiя моделi розповсюдження
радiоактивного забруднення

Застосуємо описаний вище метод до нашої конкретної задачi для її чи-
сельної реалiзацiї. На кожнiй iтерацiї послiдовно розв’язуємо прямi задачi
(1), (2), з врахуванням умов (3) для основного стану системи та задачi
(5)–(7) для спряженого стану з використанням ДС-алгоритму [1, 2].

Розглянемо загальний випадок, коли Ω = [a1, b1] × [a2, b2] ⊂ R2 —
2-вимiрний паралелепiпед. Область Ω покриваємо сiткою:

Ωh,τ = {(x1,k1 , x2,k2 , t)|xs,ks = as + kshs,

t = nτ, ks = 0,Ms, n = 0, Nt, hs = (bs − as)/Ms, s = 1, 2, τ > 0},
яку розбиваємо на двi пiдмножини: Ω(1,n)

h,τ та Ω
(2,n)
h,τ . До першої з них вiдно-

симо всi точки (x1,k1 , x2,k2 , tn) ∈ Ωh,τ , для яких (k1 + k2 + n) — непарне, а
до другої — (k1 + k2 + n) — парне. Покладемо

k1 ± 1 = (k1 ± 1, k2), k2 ± 1 = (k1, k2 ± 1), k = (k1, k2).

На внутрiшнiх точках сiтковiй множини Ω
(1,n+1)
h,τ задамо сiмейство рiзни-

цевих схем

un+1
k = unk − τ (C1u

n
k −D1u

n
k + a1u

n
k) + τFnk V

n
k , (9)

а на внутрiшнiх точках множини Ω
(2,n+1)
h,τ —

un+1
k = unk − τ

(
C1u

n+1
k −D1u

n+1
k + a1u

n+1
k

)
+ τFn+1

k V n+1
k . (10)

В свою чергу C1u
n
k та D1u

n
k вираховуємо за формулами

C1u
n
k =

2∑
s=1

c
(1)
s,ks

unks+1 − unks−1

2hs
,

D1u
n
k =

2∑
s=1

k
(1)
ks

unks+1 − 2unk + unks−1

h2s
,

Fn+1
k V n+1

k =

{
V (τn), якщо точка спiвпадає з джерелом,
0, в iншому випадку.

Схеми доповнюються початковою умовою

u0k = φ
(1)
0 (k1h1, k2h2), ks = 0,Ms, s = 1, 2,

та граничними умовами un+1
k = 0, де ks = 0 або ks =Ms, s = 1, 2.

На внутрiшнiх точках сiтковiй множини Ω
(1,n+1)
h,τ задамо сiмейство рiзни-

цевих схем

υn+1
k = υnk − τ (C2υ

n
k −D2υ

n
k + a2υ

n
k ) + τa1u

n
k , (11)
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а на внутрiшнiх точках множини Ω
(2,n+1)
h,τ —

υn+1
k = υnk − τ

(
C2υ

n+1
k −D2υ

n+1
k + a2υ

n+1
k

)
+ τa1u

n+1
k . (12)

C2u
n
k та D2u

n
k вираховуємо за формулами

C2υ
n
k =

2∑
s=1

c
(2)
s,ks

υnks+1 − υnks−1

2hs
,

D2υ
n
k =

p∑
s=1

k
(2)
ks

υnks+1 − 2υnk + υnks−1

h2s
.

Схеми доповнюються початковою умовою

υ0k = φ
(2)
0 (k1h1, k2h2), ks = 0,Ms, s = 1, 2, (13)

та граничними умовами

υn+1
k = 0, де ks = 0 або ks =Ms, s = 1, 2. (14)

Розв’язок задачi знаходимо послiдовно при n = 0, 1, 2, ..., Nt − 1 таким
чином: знаходимо un+1

k , використовуючи спочатку явне рiзницеве рiвнян-
ня (9) в усiх точках множини Ω

(1,n+1)
h,τ , а потiм неявне (10) в усiх точках

множини Ω
(2,n+1)
h,τ , далi, використовуючи вже знайдене значення un+1

k , зна-
ходимо υn+1

k , використовуючи явне рiзницеве рiвняння (11) в усiх точках
множини Ω

(1,n+1)
h,τ , а потiм неявне (12) в усiх точках множини Ω

(2,n+1)
h,τ .

Аналогiчно для спряженого стану схеми ДС-алгоритму мають такий ви-
гляд. Зокрема для функцiї ψ з рiвняння (5)

ψn−1
k = ψnk + τ

(
C1ψ

n
k +D1ψ

n
k − a1ψ

i,n
k

)
+ τa1η

n
k + τZ1,n

k ,

(x1,k1 , x2,k2 , ..., xp,kp , tn−1) ∈ Ω
(1,n−1)
h,τ , (15)

ψn−1
k = ψnk + τ(C1ψ

n−1
k +D1ψ

n−1
k − a1ψn−1

k ) + τq1η
1,n−1
k + τZ1,n−1

k ,

(x1,k1 , x2,k2 , tn−1) ∈ Ω
(2,n−1)
h,τ , (16)

де

Z1,n
k = 2χh(u

n
k − φ(1)(tn)).

В свою чергу χh(x) приймає значення

χh(x) =
1

h1h2

M∑
m=1

∫
D0

δ(x− zm)dx,

та виконуються умови

D0 = [−h1, h1]× [−h2, h2],
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ψTk = 0, ks = 0,Ms, s = 1, 2, (17)

ψn−1
k = 0,

де ks = 0 або ks =Ms, s = 1, 2.
Зокрема для функцiї η з рiвняння (6):

ηn−1
k = ηnk + τ (C2η

n
k +D2η

n
k − q2ηnk ) + τZ2,n

k , (18)

(x1,k1 , x2,k2 , tn−1) ∈ Ω
(1,n−1)
h,τ ,

ηn−1
k = ηnk + τ(C2η

n−1
k +D2η

n−1
k − q2ηn−1

k ) + τZ2,n−1
k , (19)

(x1,k1 , x2,k2 , tn−1) ∈ Ω
(2,n−1)
h,τ ,

де:

Z2,n
k = 2χh(v

n
k − φ(2)(tn)),

χh(x) =
1

h1h2

M∑
m=1

∫
D0

δ(x− zm)dx,

та виконуються наступнi умови

ζTk = 0, ks = 0, ...,Ms, s = 1, 2, (20)

ζn−1
k = 0, де ks = 0 або ks =Ms, s = 1, 2. (21)

За цими схемами розв’язок знаходиться послiдовно починаючи з
n = Nt, Nt − 1, ..., 1 таким чином: знаходимо ζn−1

k , використовуючи спо-
чатку явне рiзницеве рiвняння (18) в усiх точках множини Ω

(1,n−1)
h,τ , а по-

тiм неявне (19) в усiх точках множини Ω
(2,n−1)
h,τ , далi, використовуючи вже

знайдене значення ζn−1
k , знаходимо ψn−1

k , використовуючи явне рiзницеве
рiвняння (15) в усiх точках множини Ω

(1,n−1)
h,τ , а потiм неявне (16) в усiх

точках множини Ω
(2,n−1)
h,τ .

3. Обчислювальний експеримент
Нехай заданi наступнi данi для проведення обчислювального експеримен-
ту. Область дослiдження Ω = [0, 500] × [0, 300] є прямокутною областю
розмiрами 500 на 300 метрiв. Часовий промiжок, на якому вiдбувається
моделювання T = 920 часових крокiв. Коефiцiєнти системи приймають
наступнi значення:

k(1)m = 4.755, c(1)m = 3.17,
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k(2)m = 10−5, c(2)m = 1,

q1 = 1/4500, q2 = 0.

На всiй областi Ω ми маємо 24 точки спостереження за нашою системою
(свердловини для проведення контрольних замiрiв). Данi про мiсцеположе-
ння точок спостереження наведенi нижче в таблицi 1. Так N це порядковий
номер свердловини, х та у координати її положення (в метрах) вiдповiдно.

Таблиця 1. Координати точок спостереження.
N x y
1 107.50 186.50
2 148.00 191.00
3 200.00 220.00
4 140.00 110.00
5 148.50 181.00
6 213.50 191.50
7 276.00 218.00
8 193.50 104.00
9 220.00 140.00
10 250.00 180.00
11 484.00 239.00
12 302.50 127.50
13 330.00 171.50
14 341.00 216.00
15 146.50 227.50
16 345.00 128.00
17 361.00 195.00
18 388.50 218.00
19 380.00 165.50
20 378.50 126.50
21 425.00 105.00
22 448.50 160.50
23 441.50 214.00
24 112.50 230.00

Також у нас за умовою є 92 джерела, з їх координатами (в метрах) та
потужнiстю. Данi про них наведенi в таблицi 2.
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Таблиця 2. Опис джерел забруднення.

N x y V N x y V
1 160.0 170.0 1252.1 47 190.0 185.0 280.64
2 165.0 170.0 1252.1 48 195.0 185.0 280.64
3 170.0 170.0 1252.1 49 200.0 185.0 215.88
4 175.0 170.0 1252.1 50 205.0 185.0 215.88
5 180.0 170.0 280.64 51 210.0 185.0 215.88
6 185.0 170.0 280.64 52 215.0 185.0 215.88
7 190.0 170.0 280.64 53 220.0 185.0 215.88
8 195.0 170.0 280.64 54 160.0 190.0 1252.1
9 200.0 170.0 215.88 55 165.0 190.0 1252.1
10 205.0 170.0 215.88 56 170.0 190.0 1252.1
11 210.0 170.0 215.88 57 175.0 190.0 1252.1
12 215.0 170.0 215.88 58 180.0 190.0 280.64
13 220.0 170.0 215.88 59 185.0 190.0 280.64
14 160.0 175.0 1252.1 60 190.0 190.0 280.64
15 165.0 175.0 1252.1 61 195.0 190.0 280.64
16 170.0 175.0 1252.1 62 200.0 190.0 215.88
17 175.0 175.0 1252.1 63 205.0 190.0 215.88
18 180.0 175.0 280.64 64 210.0 190.0 215.88
19 185.0 175.0 280.64 65 215.0 190.0 215.88
20 190.0 175.0 280.64 66 220.0 190.0 215.88
21 195.0 175.0 280.64 67 160.0 195.0 1252.1
22 200.0 175.0 215.88 68 165.0 195.0 1252.1
23 205.0 175.0 215.88 69 170.0 195.0 1252.1
24 210.0 175.0 215.88 70 175.0 195.0 1252.1
25 215.0 175.0 215.88 71 180.0 195.0 280.64
26 220.0 175.0 215.88 72 185.0 195.0 280.64
27 150.0 180.0 300.00 73 190.0 195.0 280.64
28 160.0 180.0 1252.1 74 195.0 195.0 280.64
29 165.0 180.0 1252.1 75 200.0 195.0 215.88
30 170.0 180.0 1252.1 76 205.0 195.0 215.88
31 175.0 180.0 1252.1 77 210.0 195.0 215.88
32 180.0 180.0 280.64 78 215.0 195.0 215.88
33 185.0 180.0 280.64 79 220.0 195.0 215.88
34 190.0 180.0 280.64 80 160.0 200.0 1252.1
35 195.0 180.0 280.64 81 165.0 200.0 1252.1
36 200.0 180.0 215.88 82 170.0 200.0 1252.1
37 205.0 180.0 215.88 83 175.0 200.0 1252.1
38 210.0 180.0 215.88 84 180.0 200.0 280.64
39 215.0 180.0 215.88 85 185.0 200.0 280.64
40 220.0 180.0 215.88 86 190.0 200.0 280.64
41 160.0 185.0 1252.1 87 195.0 200.0 280.64
42 165.0 185.0 1252.1 88 200.0 200.0 215.88
43 170.0 185.0 1252.1 89 205.0 200.0 215.88
44 175.0 185.0 1252.1 90 210.0 200.0 215.88
45 180.0 185.0 280.64 91 215.0 200.0 215.88
46 185.0 185.0 280.64 92 220.0 200.0 215.88
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Для моделювання були використанi наступнi значення для параметрiв
ДС-алгоритму:

hx = 5, hy = 5, τ = 0, 5.

На рисунку 1 зображено значення функцiоналу якостi, що використову-
вався в нашiй задачi, на 20 iтерацiях.

Рис. 1. Функцiонал якостi на 20 iтерацiях

Висновки

В даному роздiлi авторами була розглянута практична задача розповсю-
дження радiоактивної сумiшi iзотопiв: радiоактивного тритiю (tritium 3H)
та нерадiоактивного гелiя-3 (helium-3). Було продемонстровано практичну
значущiсть розроблених методiв на прикладi чисельного моделювання роз-
повсюдження радiоактивної сумiшi радiоактивного тритiю (tritium 3H) та
нерадiоактивного гелiю-3 (helium-3) та iдентификацiї їх точкових джерел.
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