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ЗБIЖНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ ТА МОМЕНТIВ ВИХОДУ
РОЗВ’ЯЗКIВ ЗI СМУГИ У ДИФУЗIЙНИХ МОДЕЛЯХ

ЗI СТРИБКАМИ

А. Г. Мороз, В. В. Томашик

Резюме. В роботi розглянуто дифузiйну модель зi стрибками,
що задається стохастичним диференцiйним рiвнянням зi скiнчен-
ною пуасонiвською мiрою, коефiцiєнти якого залежать вiд пара-
метра. Доведено, що при збiжностi коефiцiєнтiв збiгаються як
розв’язок рiвняння, так i моменти його виходу зi смуги.

Вступ

Дифузiйнi моделi зi стрибками мають широкi застосування, особливу
роль вони вiдiграють в моделюваннi цiнових процесiв на фондовому рин-
ку та процесiв ризику. Тому дослiдження, пов’язанi з подiбними моделями,
якi задаються стохастичними диференцiальними рiвняннями (СДР), що мi-
стять стрибки, є вкрай актуальними. Для дифузiйних моделей зi стрибками
поширеною є ситуацiя, коли оптимальна стратегiя для iнвестора задається
моментом виходу на певний рiвень (див., наприклад, [7], [8]).

Звичайною ситуацiєю на практицi є, коли коефiцiєнти рiвняння, яке за-
дає модельований процес, не є вiдомими й оцiнюються за допомогою певних
наближених методiв. У такiй ситуацiї маємо справу з наближеним рiвнян-
ням, коефiцiєнти якого близькi до коефiцiєнтiв рiвняння, що задає модельо-
ваний процес. Таким чином, треба гарантувати, по-перше, щоб розв’язок
наближеного рiвняння був близьким до розв’язку вихiдного рiвняння, по-
друге, щоб близькими були оптимальнi стратегiї, якi задаються моментами
виходу зi смуги. З огляду на це, у данiй роботi встановлено умови, якi га-
рантують збiжнiсть розв’язкiв рiвнянь зi стрибками та моментiв виходу цих
розв’язкiв зi смуги у разi збiжностi коефiцiєнтiв. Як допомiжний результат,
отримано стiйкiсть моментiв виходу по вiдношенню до меж смуги. Цей ре-
зультат представляє окремий iнтерес, оскiльки рiвняння, що задають межi
смуги, вихiд з якої є оптимальною стратегiєю для iнвестора, вкрай рiдко
можна розв’язати точно.

Питання збiжностi розв’язкiв рiвнянь зi стрибками розглядалося у стат-
тях [9], [10] та у багатьох пiдручниках, наприклад [11], [12]. Новизною даної
роботи є те, що ми не накладаємо на коефiцiєнти рiвняння умову Лiпшиця,
використовуючи натомiсть умову Ямада. Це дозволяє розглядати рiвняння
типу Кокса-Iнгерсолла-Росса, якi часто виникають у фiнансовому моделю-
ваннi.
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Стаття має таку структуру. У першому роздiлi визначений основний
об’єкт дослiдження та наведено припущення. У другому роздiлi наведено
результати для рiвнянь без стрибкiв, якi використовуються для доведення
основних результатiв. У третьому роздiлi встановлено збiжнiсть розв’язкiв
СДР зi стрибками, а у четвертому роздiлi — збiжнiсть моментiв виходу зi
смуги.

1. Основний об’єкт та припущення
Нехай (Ω, F, {Ft, t ≥ 0}, P ) — повний iмовiрнiсний простiр з фiльтрацiєю,

що задовольняє звичайнi умови.
Розглянемо послiдовнiсть стохастичних диференцiальних рiвнянь

Xn(t) = Xn(0) +
∫ t
0 bn(s,Xn(s))ds+

∫ t
0 σn(s,Xn(s))dW (s)+

+

∫ t

0

∫
fn(s,Xn(s), θ)µ(dθ, ds), n ≥ 0, t ≥ 0,

(1)

де початковi умовами Xn(0) є F0-вимiрними; коефiцiєнти
bn, σn : R+ × R → R є вимiрними, {W (t), t ≥ 0} – вiнерiв процес вiдно-
сно фiльтрацiї {Ft, t ≥ 0}; мiра µ(dθ, dt) є пуассонiвською мiрою, для якої
Eµ(dθ, dt) = ν(dθ)dt, причому ν(R) <∞.

Ми накладатимемо такi припущення щодо коефiцiєнтiв та початкових
умов рiвнянь (1):
(Y1n) для всiх γ > 0 supn≥1E[|Xn(0)|γ ] <∞;
(Y2n) неперервнiсть коефiцiєнтiв bn та σn за сукупнiстю змiнних;
(Y3n) лiнiйне зростання коефiцiєнтiв:

|bn(t, x)|+ |σn(t, x)| ≤ L(1 + |x|2), t ≥ 0, x ∈ R;

(Y4n) умова Лiпшиця на коефiцiєнт bn:

|bn(t, x)− bn(t, y)| ≤ L |x− y| , t ≥ 0, x, y ∈ R;

(Y5n) умова Ямада: iснує така строго зростаюча функцiя ρn : R+ → R+,
що

∫
0+ ρ

−2
n (u)du =∞ та виконується нерiвнiсть

|σn(t, x)− σn(t, y)| ≤ ρn(|x− y|), t ≥ 0, x, y ∈ R;

(Y6n) коефiцiєнт fn(s, x, θ) – неперервний по x для всiх s та майже всiх θ
за мiрою ν(dθ);

(Y7n) обмеженiсть коефiцiєнта fn:

|fn(t, x, θ)| < L;

(Y8n) ∫
R
|fn(t, x, θ − fn(t, x, θ|2 ν(dθ) ≤ L |x1 − x2|2 .

Щодо збiжностi припускатимемо таке:
(U1n) для всiх γ > 0 має мiсце збiжнiсть початкових умов

E[Xn(0)−X0(0)]
γ → 0, n→∞;
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(U2n) для всiх t > 0, x ∈ R має мiсце збiжнiсть коефiцiєнтiв

bn(t, x)→ b0(t, x), σn(t, x)→ σ0(t, x), n→∞;

(U3n) для всiх t > 0, x ∈ R, θ ∈ R має мiсце збiжнiсть коефiцiєнтiв

fn(t,Xn(s), θ)→ f0(t,Xn(s), θ), n→∞.

2. Допомiжнi результати для рiвнянь без стрибкiв
Наведемо результати для рiвнянь без стрибкiв, а саме для

Zn(t) = Zn(0)+

∫ t

0
bn(s, Zn(s))ds+

∫ t

0
σn(s, Zn(s))dW (s), n ≥ 0, t ≥ 0. (2)

Наступний результат щодо збiжностi розв’язкiв СДР (2) без пуассонiв-
ської мiри є узагальненням результату, отриманого в [1] при випадкових
початкових умов.

Теорема 1. Нехай для послiдовностi стохастичних диференцiальних рiв-
нянь (2) виконуються умови (Y1n)–(Y5n) та (U1n)–(U2n). Тодi має мiсце
така збiжнiсть

E[|Zn(t)− Z0(t)|]→ 0, n→∞,
що виконується рiвномiрно на скiнченних вiдрiзках.

Доведення. Даної теорема доводиться аналогiчно [1]. �

Аналогiчно до того, як це зроблено в [2], можна встановити такий ре-
зультат щодо рiвномiрної збiжностi за ймовiрнiстю розв’язкiв СДР (2) без
пуассонiвскої мiри до граничного процесу.

Теорема 2. Нехай виконано умови (Y1n)–(Y5n) та (U1n)–(U2n). Тодi для
T > 0, ε > 0 має мiсце збiжнiсть

P

(
sup
t∈[0,T ]

|Zn(t)− Z0(t)| > ε

)
−→ 0, n→∞.

Наслiдок 1. Якщо виконано припущення попередньої теореми, то для
довiльного γ > 0

E (|Zn(t)− Z0(t)|)γ −→ 0, n→∞.

Доведення випливає з теореми та рiвномiрної iнтегрованостi послiдовно-
стi {|Zn(t)− Z0(t)|}, n > 1.

Пiд моментами виходу зi смуги [l, r] : l, r ∈ R, l < r процесiв Zn(t) та
Z0(t) будемо розумiти такi моменти виходу

τ
[l,r]
Zn

= inf{t ∈ [0,∞) : Zn(t) ̸∈ [l, r]}, n ≥ 0.

Має мiсце таке твердження [4].

Лема 1. Нехай для процесiв Zn(t) виконано умови (Y 1n)–(Y 5n).

(a) Якщо
∫ 0
−∞ exp

(
−
∫ y
0

2bn(z)
σ2
n(z)

dz
)
dy =∞, то
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P (sup
t>0

Zn(t) = +∞) = 1, n ≥ 0.

(б) Якщо
∫∞
0 exp

(
−
∫ y
0

2bn(z)
σ2
n(z)

dz
)
dy =∞, то

P (inf
t>0

Zn(t) = −∞) = 1, n ≥ 0.

Тобто за виконання однiєї з умов попередньої леми τ
[l,r]
Zn

< ∞ майже
напевне для кожного n ≥ 0 [5].

Теорема 3. Нехай виконано умови (Y1n)− (Y45) та одну з умов леми 1.
Тодi має мiсце збiжнiсть за ймовiрнiстю

τ
[l−δ,r+δ]
Z0

−→P τ
[l,r]
Z0

, δ −→ 0+,

τ
[l+δ,r−δ]
Z0

−→P τ
[l,r]
Z0

, δ −→ 0 + .

Доведення. Не обмежуючи загальностi доведення проведемо лише для пер-
шої збiжностi. Другу збiжнiсть можна довести аналогiчним чином.

Очевидно, що τ [l−δ,r+δ]Z0
≥ τ [l,r]Z0

. Тодi для довiльного ε > 0

P
(∣∣∣τ [l−δ,r+δ]Z0

− τ [l,r]Z0

∣∣∣ > ε
)
≤

≤P
(∣∣∣τ [l−δ,r+δ]Z0

−τ [l,r]Z0

∣∣∣>ε,Z0(τ
[l,r]
Z0

)=l
)
+P

(∣∣∣τ [l−δ,r+δ]Z0
−τ [l,r]Z0

∣∣∣>ε,Z0(τ
[l,r]
Z0

)=r
)
.

Розглянемо першу ймовiрнiсть

P
(∣∣∣τ [l−δ,r+δ]Z0

−τ [l,r]Z0

∣∣∣>ε,Z0(τ
[l,r]
Z0

)=l
)
= P

(
τ
[l−δ,r+δ]
Z0

>τ
[l,r]
Z0

+ε, Z0(τ
[l,r]
Z0

)=l
)
≤

≤P

 min
t∈[τ [l,r]Z0

,τ
[l,r]
Z0

+ε]

Z0(t)≥l−δ, Z0(τ
[l,r]
Z0

)=l

=P

(
min
t∈[0,ε]

Z0(t)≥l − δ, Z0(0)=l

)
,

де використали строго марковську властивiсть.
За монотоннiстю ймовiрностi можна записати, що

lim
δ−→0+

P

(
min
t∈[0,ε]

Z0(t) ≥ l − δ, Z0(0) = l

)
= P

(
min
t∈[0,ε]

Z0(t) ≥ l, Z0(0) = l

)
.

Оскiльки коефiцiєнт дифузiї в точцi l є додатним, то за властивостя-
ми дифузiйних процесiв [5] має мiсце P

(
mint∈[0,ε] Z0(t) ≥ l, Z0(0) = l

)
= 0.

Теорему доведено. �

3. Збiжнiсть розв’язкiв СДР зi стрибками.

Тепер повернемось до стохастичного диференцiального рiвняння (1) зi
скiнченними пуассонiвськими мiрами. Позначимо через τi, i > 0 – i-тий
момент стрибкiв процесу Пуассона µ(Θ, [0, t]).

Наступний результат стосується рiвномiрної iнтегровностi процесу Xn.
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Лема 2. Нехай коефiцiєнти стохастичного диференцiального рiвняння
(1) задовольняють умови (Y1n)–(Y7n). Тодi iснує така стала C, незале-
жна вiд n, що для всiх t ≥ 0 та γ > 0

E |Xn(t)|γ < [E |Xn(0)|γ + C · t] · exp [C · t].

Доведення. Зауважимо, що достатньо довести лему для всiх γ = 2p, p ∈ N .
Нехай R > 0 — фiксоване.
Введемо такi позначення AR,t := {sup[0,t] |Xn(s)| ≤ R}, 1t := 1AR,t

. Запи-
шемо такi оцiнки

E[Xn(t)
2p1t] ≤ Cp

(
E[Xn(0)

2p] + E

[(∫ t

0
bn(Xn(s))ds

)2p

1t

]
+

+E

[(∫ t

0
σn(Xn(s))dW (s)

)2p

1t

]
+

+E

[(∫ t

0

∫
fn(s,Xn(s), θ)µ̃(dθ, ds)

)2p

1t

]
+

+E

[(∫ t

0

∫
fn(s,Xn(s), θ)ν(dθ)ds

)2p

1t

])
=

= Cp(A1 +A2 +A3 +A4 +A5),

де Cp — деяка стала, що залежить лише вiд p, а µ̃(dθ, ds)=µ(dθ, ds)−ν(dθ)ds
— компенсована пуассонiвська мiра.

Оцiнимо кожен з доданкiв окремо.

A1 ≤ Cp
∫ t

0
E((1 +Xn(s)

2p)1s)ds ≤

≤ Cp(t+
∫ t

0
E(Xn(s)

2p1s)ds),

де використали нерiвнiсть Iєнсена та лiнiйне зростання коефiцiєнта пере-
носу. Далi,

A2 ≤ E

[(∫ t

0
σn(Xn(s))1sdW (s)

)2p
]
≤

≤ Cp
∫ t

0
E((1 +Xn(s)

2p)1s)ds ≤ Cp(t+
∫ t

0
E(Xn(s)

2p1s)ds),

де використано властивiсть iзометрiї стохастичного iнтегралу по вiнерiв-
ському процесу.

Для доданку A4 використаємо оцiнки з [6].

A4 ≤ CpE[

(∫ t

0

∫
fn(s,Xn(s), θ)

21sν(dθ)ds

)p
+

+

∫ t

0

∫
fn(s,Xn(s), θ)

21sν(dθ)ds] ≤ Cpt.
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Нарештi, використовуючи обмеженiсть коефiцiєнта fn, маємо

A5 ≤ Cpt.
Отже, маємо оцiнку

E(Xn(t)
2p1t) ≤ Cp[E(Xn(0)

2p) + t+

∫ t

0
E(Xn(s)

2p1s)ds].

За лемою Гронуолла

E(Xn(t)
2p1t) ≤ Cp[E(Xn(0)

2p) + t] exp[Cp · t],
звiдки, спрямувавши R до +∞, отримаємо результат леми. �

Поширимо результат теореми 2 на випадок процесiв {Xn, n ≥ 0} зi стриб-
ками, що є розв’язками СДР (1).

Теорема 4. Нехай виконано умови (Y1n)–(Y8n) та (U1n)–(U3n). Тодi для
T > 0, ε > 0 має мiсце збiжнiсть

P

(
sup
t∈[0,T ]

|Xn(t)−X0(t)| > ε

)
−→ 0, n→∞.

Доведення. Оскiльки P (limk→∞ τk = ∞) = 1, то для доведення теореми
достатньо показати, що для всiх k

lim
n→∞

P

(
sup

0≤t<τk∧T
|Xn(t)−X0(t)| > ε

)
= 0.

Для доведення попереднього спiввiдношення застосуємо метод матема-
тичної iндукцiї за параметром k. На промiжку [τk, τk+1) процес Xn(t) спiв-
падає з виродженим процесом X∗

n(t) без стрибкiв

X∗
n(t) = X∗

n(τk) +

∫ t

τk

bn(s,X
∗
n(s))ds+

∫ t

τk

σn(s,X
∗
n(s))dW (s). (3)

(a) База iндукцiї. База iндукцiї забезбечується тим, що на промiжку
[0, τ1 ∧ T ) з теореми 2 випливає рiвномiрна збiжнiсть за ймовiрнiстю про-
цесiв X∗

n, що на даному промiжку збiгаються з процесами Xn.

(б) Припущення iндукцiї. Припустимо, що Xn(t)
P
⇒ X0(t), n → ∞ на

[0, τk∧T ). Зауважимо, що якщо τk > T , то iнтервал [0, τk∧T ) ≡ [0, τk+1∧T )
й iндуктивний крок виконується автоматично. Тому надалi припускаємо,
що τk < T майже напевне.

(в) Iндуктивний крок.
Можна записати таку рiвнiсть для деякого ε > 0

P ( sup
0≤t<τk+1∧T

|Xn(t)−X0(t)| > ε) =

= P ( sup
0≤t<τk+1∧T

|Xn(t)−X0(t)| > ε, τk ≤ T )+

+P ( sup
0≤t<τk+1∧T

|Xn(t)−X0(t)| > ε, τk > T ).
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Останнiй доданок за припущенням iндукцiї прямує до нуля при n −→∞,
тому зосередимось на першому доданку.

Нехай τk ≤ T . З припущення iндукцiї випливає, що для всiх ε > 0

P (|Xn(τk−)−X0(τk−)| > ε) −→ 0, n→∞.

Легко бачити, що в момент стрибка τk процес Xn набуває нового значення

Xn(τk) = Xn(τk−) + fn(τk, Xn(τk−), θk).

Таким чином, можна записати таку нерiвнiсть

|Xn(τk)−X0(τk)| ≤

≤ |Xn(τk−)−X0(τk−)|+ |fn(τk, Xn(τk−), θk)−f0(τk, X0(τk−), θk)| .

З рiвномiрної збiжностi за iмовiрнiстю Xn(τk−) до X0(τk−), неперервностi
коефiцiєнтiв fn та збiжностi (U3n) випливає, що для всiх ε > 0

P (|Xn(τk)−X0(τk)| > ε) −→ 0, n→∞.

Додавши до попереднього результату нерiвнiсть supn≥0,t∈[0,T ]E |Xn(t)|2p<∞,
p > 1, що є наслiдком леми (2), отримаємо збiжнiсть

E[|Xn(τk)−X0(τk)|]→ 0, n→∞

та оцiнку supn≥0E[|Xn(τk)|2p] < ∞ для всiх p > 1. Застосувавши теоре-

му 2 на промiжку [τk, τk+1 ∧ T ) отримаємо, що X∗
n(t)

P
⇒ X∗

0 (t), n → ∞
на [τk, τk+1 ∧ T ), а разом з припущенням iндукцiї отримуємо збiжнiсть

Xn(t)
P
⇒ X0(t), n→∞ на [0, τk+1 ∧ T ).

Це завершує доведення теореми. �

4. Збiжнiсть моментiв виходу для рiвнянь зi стрибками

Одержимо аналогiчнi результати для випадкiв, коли процесиXn є розв’яз-
ками системи диференцiальних рiвнянь (СДР) з пуассонiвською мiрою та
нелiпшiцевою дифузiєю.

Означення 1. Введемо, як i ранiше, такi моменти виходу :

τ
[l,r]
Xn,T

= inf{t ≥ 0 : Xn(t) ̸∈ [l, r]} ∧ T, n ≥ 0.

Означення 2. Пiд моментами виходу зi смуги [l, r] : l, r ∈ R, l < r
процесiв Xn(t) та X0(t) будемо розумiти такi моменти виходу

τ
[l,r]
Xn

= inf{t ∈ [0,∞) : Xn(t) ̸∈ [l, r]}, n ≥ 0.

Встановимо результат щодо збiжностi моментiв виходу дограничних про-
цесiв зi смуги до моменту виходу граничного процесу з цiєї самої смуги.
Доведемо спочатку допомiжну лему.
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Лема 3. Для довiльних моментiв, визначених у означеннi 1, справедлива
збiжнiсть

τ
[l−δ,r+δ]
X0,T

→ τ
[l,r]
X0,T

, δ → 0 + за ймовiрнiстю.
Якщо додатково ∀t > 0, x ∈ R виконано

ν(h−1
t,x({l}, {r})) = 0,

де ht,x(y) = x+ f(t, x, y), то справедлива рiвнiсть

τ
[l+δ,r−δ]
X0,T

→ τ
[l,r]
X0,T

, δ → 0 + за ймовiрнiстю.

Доведення. Доведемо першу збiжнiсть.
Спочатку доведемо, що

P(∃k > 1 : τk 6 T та X0(τk) ∈ [l − δ, l) ∪ (r, r + δ])→ 0, δ →∞.
Позначимо

Ak,δ = {X0(τk) ∈ [l − δ, l) ∪ (r, r + δ]} =
= {X0(τk−) + f(τk, X0(τk−), ξk) ∈ [l − δ, l) ∪ (r, r + δ]}.

Оскiльки ξk не залежить вiд

Fτk− = σ{{Xt ∈ B} ∩ {τk < t}, B ∈ B(R), t > 0},
а X0(τk−) та τk вимiрнi вiдносно Fτk−, то

P(Ak,δ) = E[E[1Ak,δ
|Fτk−]] =

= E

[ ∫
R
1{X0(τk−) + f(τk, X0(τk−), y) ∈ [l − δ, l) ∪ (r, r + δ]}Fξ(dy)

]
.

Очевидно,

{X0(τk−) + f(τk, X0(τk−), y) ∈ [l − δ, l) ∪ (r, r + δ]} ↓ ∅, δ → 0+,

i за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть, маємо P(Ak,δ) → 0, δ →
0 + . Тодi для будь-якого m > 1

P(∃k > 1 : τk 6 T та X0(τk) ∈ [l − δ, l) ∪ (r, r + δ]) 6
6 P(∃k = 1, 2, ...,m : X0(τk) ∈ [l − δ, l) ∪ (r, r + δ]) +P(τm 6 T ) 6

6
m∑
k=1

P(Ak,δ) +P(τm 6 T ).

Отже,

lim
δ→0+

P(∃k > 1 : τk 6 T та X0(τk) ∈ [l − δ, l) ∪ (r, r + δ]) 6 P(τm 6 T ).

Спрямовуючи m→∞, одержуємо бажану збiжнiсть.
Позначимо

Aδ = {∃k > 1 : τk 6 T та X0(τk) ∈ [l − δ) ∪ (r, r + δ]} =
∪
k>1

Ak,δ.

Доведемо за iндукцiєю, що

P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε, Āδ, τ
[l,r]
X0,T

< τk)→ 0, δ → 0 + . (4)
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Для k = 1 маємо з леми 3, що

P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε, τ
[l,r]
X0,T

< τ1)→ 0, δ → 0 + .

Здiйснимо iндуктивний перехiд вiд k − 1 до k. Маємо

P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε, Āδ, τ
[l,r]
X0,T

< τk−1)→ 0, δ → 0 + . (5)

Потрiбно довести, що

P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε, Āδ, τ
[l,r]
X0,T

∈ [τk−1, τk])→ 0, δ → 0 + . (6)

На подiї Āδ ∩ {τ
[l,r]
X0,T

∈ [τk−1, τk]} виконано або

τ
[l,r]
X0,T

= τ
[l−δ,r+δ]
X0,T

= τk−1,

або
τk−1 < τ

[l,r]
X0,T

6 τ
[l−δ,r+δ]
X0,T

.

Отже,
P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T

− τ [l,r]X0,T
| > ε, Āδ, τ

[l,r]
X0,T

∈ [τk−1, τk]) 6

6 P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε, τ
[l,r]
X0,T

= τ
[l−δ,r+δ]
X0,T

)+

+P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε, τ
[l,r]
X0,T

∈ (τk−1, τk)).

Перший доданок в правiй частинi останньої нерiвностi дорiвнює нулю. Для
другого доданку за тоеремою 3 маємо

P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε, τ
[l,r]
X0,T

∈ (τk−1, τk))→ 0, δ → 0 + .

Отже, ми довели (4).
Тепер запишемо для довiльного k > 1:

P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε) 6

6 P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε, Āδ, τ
l,r
X0,T

< τk)+

+P(Aδ) +P(τk 6 T ).

Тодi
lim
δ→0+

P(|τ [l−δ,r+δ]X0,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε) 6 P(τk 6 T ).

Спрямовуючи k →∞, одержуємо потрiбне твердження.
Для другої збiжностi єдиною вiдмiннiстю в доведеннi є те, що при

δ → 0+,
{X(τk−) + f(τk, X0(τk−), y) ∈ [l, l + δ) ∪ (r − δ, r]} →
→ {X(τk−) + f(τk, X0(τk−), y) ∈ {l}, {r}} =

= {hτk,X(τk−)(ξk) ∈ {l}, {r}} ̸= ∅.
Запишемо

P(hτk,X(τk−)(ξk) ∈ {l}, {r}) =
= E(E(1{hτk,X(τk−)(ξk) ∈ {l}, {r}}|Fτk−)) =

= E(

∫
R
hτk,X(τk−)(y)ν(dy)) = 0
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за умовою. �

Доведемо основну теорему про збiжнiсть моментiв виходу зi смуги.

Теорема 5. Нехай виконуються умови (Y1n)–(Y8n) та (U1n)–(U3n).
Тодi для довiльного T > 0 мають мiсце такi твердження:

(а) для моментiв виходу τ [l,r]Xn,T
, n ≥ 0 має мiсце збiжнiсть

∀ε > 0 : P
(∣∣∣τ [l,r]Xn,T

− τ [l,r]X0,T

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n→∞. (7)

(б) для моментiв виходу τ [−∞,r]
Xn,T

, n ≥ 0 має мiсце збiжнiсть

∀ε > 0 : P
(∣∣∣τ [−∞,r]

Xn,T
− τ [−∞,r]

X0,T

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n→∞. (8)

Доведення. Доведемо пункт (a). Пункт (б) доводиться аналогiчно.
Нехай δ ∈ (0, r−l2 ).
Позначимо

Aε,δ = {|τ
[l−δ,r+δ]
X0,T

− τ [l,r]X0,T
| 6 ε} ∩ {|τ [l+δ,r−δ]X0,T

− τ [l,r]X0,T
| 6 ε},

Bn,δ = { sup
t∈[0,T ]

|Xn(t)−X0(t)| 6 δ}.

На подiї Bn,δ виконується

τ
[l+δ,r−δ]
X0,T

6 τ
[l,r]
Xn,T

6 τ
[l−δ,r+δ]
X0,T

.

Тодi, очевидно
Bn,δ ∩Aε,δ ⊂ {|τ

[l,r]
Xn,T

− τ [l,r]X0,T
| 6 ε}.

Отже,
P(|τ [l,r]Xn,T

− τ [l,r]X0,T
| > ε) 6 P(B̄n,δ) +P(Āε,δ).

За теоремою 1 маємо
P(B̄n,δ)→ 0, n→∞.

Тодi
lim
n→∞

P(|τ [l,r]Xn,T
− τ [l,r]X0,T

| > ε) 6 P(Āε,δ).

Спрямовуючи δ → 0+ та використовуючи лему 3, одержимо бажане твер-
дження. �

Висновки
Нами одержано такi результати:

1) рiвномiрна збiжнiсть за ймовiрнiстю розвязкiв СДР зi стрибками за
умов збiжностi коефiцiєнтiв;

2) збiжнiсть розвязкiв СДР зi стрибками у середньому будь-якого по-
рядку γ > 0 за умов збiжностi коефiцiєнтiв;

3) неперервнiсть моментiв виходу зi смуги розв’язкiв СДР зi стрибками;
4) збiжнiсть моментiв виходу зi смуги.
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