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В. В. Рутицька

Резюме. Мета даного наукового дослiдження полягає у розробцi
нових математичних моделей для розв’язування задач управлi-
ння iнвестицiйними портфелями за допомогою методiв фунда-
ментального аналiзу. Застосування прикладного математичного
моделювання та теорiї керування дає можливiсть конструктивно
розв’язувати задачi iнвестицiйного менеджменту, дослiджувати
стратегiї управлiння портфелем активiв та iнших фiнансових iн-
струментiв у випадку опису вiдповiдних процесiв динамiчними
детермiнованими математичними моделями.

При дослiдженнi ринку фiнансових iнвестицiй зусилля математикiв зна-
чною мiрою спрямованi на розгляд багатокритерiальних задач з великою
кiлькiстю критерiїв, на вивчення i розв’язання задач iнвестицiйного мене-
джменту в динамiчнiй постановцi, способах адекватного опису випадкових
процесiв змiни цiн, на розробку прикладних чисельних методiв для розв’я-
зання задач великої розмiрностi.

Динамiчнi моделi управлiння активами i зобов’язаннями (ALM) знайшли
найбiльш успiшне застосування у сферi довгострокового фiнансового пла-
нування, де необхiднiсть неодноразового прийняття рiшень визначається
сутнiстю процесу. Приклади роботи методики ALM включають реалiзованi
моделi для пенсiйних фондiв, страхових компанiй, iнвестицiйних компанiй,
банкiв, унiверситетських фондiв.

Загальна схема активного управлiння портфелем акцiй, як правило, скла-
дається з таких крокiв:

1. Розрахунок цiни окремої акцiї на основi статичних детермiнованих
моделей.

2. Аналiз статичного портфеля акцiй.
3. Моделювання динамiки активу.
4. Моделювання динамiки портфеля активiв.
5. Iнтегральне управлiння i диверсифiкацiя портфеля активiв.
Разом з тим, з метою перерозподiлу i зменшення ризикiв iнвестування

розглядають задачу Д. Тобiна для портфеля змiшаної структури.
Вiдомi також приклади застосування «наївної полiтики» при розмiщеннi

фiнансових ресурсiв. Хоча варто вiдмiтити, що вона супроводжується зна-
чною волатильнiстю (дисперсiя цiльової функцiї до року). Прикладом тако-
го iнвестування є структура, що включає: 50% акцiй компанiй-резидентiв;
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5% звичайних акцiй компанiй-нерезидентiв; 30% цiнних паперiв з фiксова-
ним доходом (облiгацiї, привiлейованi акцiї, т. iн. ); 5% паперiв вiд вклада-
ння в нерухомiсть; 10% активiв, прирiвняних до готiвки.

Першi два кроки загальної схеми детально описано в сучаснiй науко-
вiй лiтературi, тому зосередимось на пiдходах, що дозволяють моделювати
динамiку формування iнвестицiй та аналiзувати її у детермiнованому ви-
падку.

Розглянемо «ринкову модель Шарпа» [4] з метою перейти вiд задачi
статичної до динамiчної

r = α+ βSMind + ε, (1)

де r — ринкова цiна акцiї; SMind — iндекс фондового ринку; α — деяке
базове значення для r. Рiвняння (1) описує лише загальнi принципи фор-
мування ринкової вартостi акцiї. Iз наведеного вище спiввiдношення видно,
що ринкова вартiсть акцiї формується за рахунок iнтегрального впливу iн-
дексу фондового ринку та випадкової складової ε. Коефiцiєнт β формально
можна розглядати як характеристику впливу iндексу ринку на формуван-
ня ринкової вартостi однiєї акцiї. Зважаючи на те, що такi процеси вiдбу-
ваються у часi, можемо записати

r(t) = α(t) + βSMind(t) + ε.

Тодi
r(t+ δt) = r(t) + βSMind(t).

Було б значним спрощенням при моделюваннi такого складного проце-
су розглядати функцiю SMind як основну i єдину, що формує значення
r(t+δt). Аналiз факторiв, що впливають на динамiку процесу дає пiдстави
стверджувати, що до таких суттєвих факторiв можна вiднести також ко-
реляцiйнi залежностi мiж цiнними паперами, а також iнфляцiю [1]. Тому
запишемо його у виглядi

ri(t+ δt) = ri(t) + β(SMind(t), I(t), ρij , ri(t)), i, j = 1, n.

Враховуючи сказане, праву частину (3) запишемо у виглядi

ri(t+ δt) = ri(t) + ((α1SMind(t) + α2I(t))ri(t) +
n∑
j=1

ρijrj)δt, i = 1, n.

Тодi

ri(t+ δt)− ri(t)
δt

= (α1SMind(t) + α2I(t))ri(t) +

n∑
j=1

ρijrj)δt, i = 1, n.

Сучаснi технологiї торгiвлi цiнними паперами та умови формування рин-
кової вартостi акцiй на фондовому ринку дають можливiсть здiйснити на-
ступний крок

dri
dt

= (α1SMind(t) + α2I(t))ri(t) +
n∑
j=1

ρijrj)δt, i = 1, n.

де α1, α2 — параметри моделi.
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Динамiчне рiвняння формування ринкової вартостi акцiї можна розгля-
дати також у виглядi

dri
dt

= (α1SMind(t) + α2I(t))ri(t) +
n∑
j=1

ρijrj)δt, i = 1, n.

У цьому випадку ρi,j , i = 1, n також є вектором параметрiв моделi, що
враховує кореляцiйнi залежностi мiж акцiями. Тут кiлькiсть акцiй, з якими
корелює i-та акцiя.

Для того, щоб сформулювати задачу оптимального керування параме-
трами портфеля акцiй, побудуємо його модель на основi моделi однiєї акцiї
[1].

На iнтервалi часу t ∈ [t0, t1] рiвняння, що описує прибутковiсть портфеля
акцiй rp, має вигляд

rp(t) =
∑
i

xi(t)ri(t),

де xi — частка акцiй i-того виду у портфелi; ri — очiкувана прибутковiсть
акцiй i-того виду. Продиференцiювавши обидвi частини за t, отримаємо

drp(t)

dt
=
∑
i

(ri(t)
dxi(t)

dt
+ xi(t)

dri(t)

dt
). (2)

Зважимо на те, що для i ̸= j мають мiсце спiввiдношення∑
i

xi(t)ri(t)
fi
ri(t)

=
∑
i

xi(t)ri(t)−
∑
i

∑
j

xi(t)× ri(t)
fj
rj(t)

,

∑
i

xi(t)ri(t)

xi(t)

dxi(t)

dt
=
∑
i

xi(t)ri(t)−
∑
i

∑
j

xi(t)× ri(t)
dxj(t)

dt

1

xj(t)
. (3)

В (3) функцiя f є правою частиною математичної моделi формування
цiни акцiї [1]

dri
dt

= (α1SMind(t) + α2I(t))ri(t) + α3(x(t), r(t)). (4)

Тодi динамiчне рiвняння формування цiни портфеля акцiй матиме ви-
гляд

drp(t)

dt
= 2rp(t)−

∑
i

∑
j

xi(t)ri(t)

(
fj
rj(t)

+
dxj(t)

dt

1

xj(t)

)
, i ̸= j. (5)

Останнє спiввiдношення при припущеннях, зроблених вище, описує ди-
намiку поведiнки портфеля ризикованих цiнних паперiв. Бiльш детальний
його аналiз вказує на двi важливi властивостi, якi характеризують ринкову
вартiсть портфеля i полягають в тому, що ця динамiка залежить вiд дина-
мiки як очiкуваної прибутковостi акцiй, так i змiни структури портфеля.
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Для моделей (4), (5) задачу з фiксованим часом, закрiпленим лiвим кiн-
цем та вiльним правим кiнцем у випадку, коли оптимальнiсть розглядають
у розумiннi мiнiмуму функцiонала

J =
∑
i

xiri(t1), (6)

де xi(t) — величини, якi характеризують структуру портфеля. Можемо
припустити, що застосовуючи «наївну полiтику» iнвестування для задано-
го iнтервалу часу цi величини є постiйними. Таким чином, необхiдно по-
будувати оптимальний процес, що починається у заданiй точцi x0 i надає
функцiоналу (6) найменше можливе значення. Матимемо

J =
∑

i xiri(t1) =
∑

i xi(ri(t1)− ri(t0)) +
∑

i xiri(t0) =

=
∑

i xi
∫ t1
t0
fi(r(t), u(t))dt+ const =

∫ t1
t0

∑
i xifi(r(t), u(t))dt+ const. (7)

Iз наведеного вище випливає, що J = I + const, де I —функцiонал в
задачi принципу максимуму Понтрягiна, в якому функцiя f0 має вигляд

f0(x, u) =
∑
i

cif
i(x, u).

Iснування розв’язку даної задачi безпосередньо випливає iз вiдповiдної
теореми про оптимальнiсть розв’язку задачi оптимального керування iз
закрiпленим часом [3]. Можна показати також, що побудова вiдповiдних
множин досяжностi для моменту t1 може бути зведена до розв’язання се-
рiї задач мiнiмiзацiї функцiонала J = (x, r(t1)). Варiюючи вектором x i,
розв’язуючи вiдповiднi задачi оптимального керування для рiзних значень
x, отримаємо точки границi множини досяжностi i опорнi гiперплощини у
цих точках.

Для спрощення подальших викладок математичну модель (5) в бiльш
загальнiй формi запишемо так

ṙp = f(rp, xi, ẋi, ri, ṙi). (8)

Граничну умову, що характеризує ринкову вартiсть портфеля акцiй у по-
чатковий момент часу t0 сформулюємо у виглядi

rp(t0) = rp0 , (9)

Критерiй якостi, на вiдмiну вiд (6), запишемо у виглядi

J =
∑
I

xi(t1)ri(t1). (10)

Для розв’язання задачi оптимального керування (8), (9), (10) застосуємо
метод послiдовних наближень. Уведемо позначення

f(x, u, t) = 2rp(t)−
∑
i

∑
j

xi(t)ri(t)

(
fj
rj(t)

+
dxj(t)

dt

1

xj(t)

)
, i ̸= j.
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Тут як змiнна фазового стану розглядається ринкова вартiсть портфеля
акцiй rp. За керуючi параметри, згiдно з моделлю, розглядаємо вектор

u(t) =

(
xi(t), ri(t),

dxi(t)

dt
,
dri(t)

dt

)
.

Вiдомо, що загальна процедура методу послiдовних наближень полягає у
конструюваннi послiдовностi допустимих керувань {uk(t)} такої, що на ко-
жному наступному кроцi

uk+1(t) = Ruk(t), k = 0, 1, 2, ...,

де u0 — деяке початкове наближення вектора керувань; Ru(t) — довiльна
допустима функцiя, що надає максимуму функцiї Гамiльтона за керуван-
ням. Для лiнiйної динамiчної математичної моделi (5) формування вартостi
портфеля та критерiя якостi (6) (k + 1)-ша iтерацiя методу матиме такий
вигляд. Нехай uk(t) визначено.

Крок 1. Розв’язати задачу Кошi для початкової системи (5) i знайти
фазову траєкторiю rkp(t), що задовольняє керуванню uk(t).

Крок 2. Побудувати спряжену систему i, розв’язавши для неї задачу Ко-
шi, визначити вектор-функцiю p(t), що вiдповiдає керуванню uk(t); при
цьому замiсть x(t) пiдставляється побудована функцiя xk(t). Тут p(t) —
вектор-функцiя, що є розв’язком задачi Кошi вiдповiдної спряженої систе-
ми.

Крок 3. За умови максимуму функцiї Гамiльтона за керуванням знайти
нове наближення uk(t) для керування. Пiсля цього переходимо до наступної
iтерацiї. Умовою закiнчення процесу може слугувати близькiсть керуючих
функцiй двох послiдовних наближень∥∥∥uk+1(t)− uk(t)

∥∥∥ < ε, ε > 0.

Величину ε можна вибирати, наприклад, за умови наявностi у оптималь-
ного портфеля акцiй наперед заданих якiсних характеристик.
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