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ЗАДАЧ ТЕОРIЇ ПРУЖНОСТI

В. О. Богаєнко, В. I. Кудiн

Резюме. Розглядаються передобумовлювачi, побудованi з вико-
ристанням методики неповного розкладу на основi алгоритмiв
методу базисних матриць. Приводяться результати їх застосува-
ння при розв’язаннi систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, зокре-
ма таких, що виникають при дискретизацiї методом скiнченних
елементiв деяких задач розрахунку напружено-деформованого
стану ґрунтiв.

Вступ
Матричнi обчислення, зокрема, задача розв’язання систем лiнiйних ал-

гебраїчних рiвнянь (СЛАР), виникають при математичному моделюваннi
бiльшостi фiзичних процесiв. В багатьох випадках, це СЛАР з погано об-
умовленими розрiдженими квадратними матрицями обмежень, що мають
великий розмiр. В таких ситуацiях найчастiше застосовними є iтерацiйнi
методи розв’язання СЛАР, зокрема такi як метод спряжених градiєнтiв
(CG) чи стабiлiзований метод бiспряжених градiєнтiв (BiCGstab) [2].

Основною методикою покращення швидкостi збiжностi та точностi отри-
муваних розв’язкiв при розв’язаннi погано обумовлених СЛАР iтерацiйни-
ми методами є використання передобумовлювачiв [5] — матриць, домноже-
ння яких на розв’язувану СЛАР призводить до зменшення числа обумов-
леностi її матрицi обмежень. Оскiльки iдеальним передобумовлювачем є
обернена матриця, бiльшiсть передобумовлювачiв будують як наближен-
ня до неї. Найбiльш розповсюдженими методиками їх побудови є неповний
розклад матриць (наприклад, неповний LU розклад) та неповне обернення
(зокрема, полiномiальнi передобумовлювачи). Серед iнших варто видiлити
багатосiтковi та вейвлетнi передобумовлювачi.

Зауважимо, що ефективнiсть передобумовлювачiв в переважнiй бiль-
шостi випадкiв неможливо довести теоретично, тож задачею є, зокрема,
експериментальне визначення класiв матриць, щодо яких конкретний пе-
редобумовлювач є ефективним з позицiї пришвидшення розрахункiв чи
отримання бiльш точного розв’язку.

Алгоритми неповного методу базисних матриць
Однiєю з методик побудови передобумовлювачiв для iтерацiйних мето-

дiв розв’язання розрiджених СЛАР є методика неповного розкладу, що

96



В. О. БОГАЄНКО, В. I. КУДIН

полягає у обмеженi множини елементiв матрицi, що змiнюються в проце-
сi побудови її розкладу, наприклад LU [2] чи QR [5] або при застосуваннi
процедури обернення, наприклад методу Грамма-Шмiдта [4]. Таким чином
отримується матриця, наближена до оберненої, яка може використовува-
тись як передобумовлювач.

Така методика застосовна й до алгоритмiв методу базисних матриць [1].
Будемо розглядати СЛАР

Ax = b, (1)

де dimA = [n, n], dimx = dim b = [n, 1].
Алгоритм методу базисних матриць, результатом якого є матриця A−1,

обернена до A, запишемо так:
Нехай A

(i)
1 — базисна матриця на i-тiй iтерацiї алгоритму,

dimA
(i)
1 = [n, n], A(i)

1 [j] — стовпець матрицi A(i)
1 , ai — рядок матрицi

A, A(0)
1 = A0

1.
Тодi i-та iтерацiя алгоритму має такий вигляд:

1) v = diag
(
AA

(i−1)
1

)
;

2) k = max
i
|vi|;

3) α = akA
(i−1)
1 ;

4) A(i)
1 [k] = A

(i−1)
1 [k]/αk ;

5) A(i)
1 [l] = A

(i−1)
1 [l]− αlA

(i)
1 [k], l ̸= k.

Пiсля проведення n iтерацiй A(n)
1 = A−1.

Розглянемо сiмейство алгоритмiв неповного розкладу, побудоване на базi
вищеописаного алгоритму методу базисних матриць.

Перепишемо пункт 5, ввiвши обмеження на iндекси елементiв матрицi,
щодо яких будуть здiйснюватись перетворення:

A
(i)
1 [l]j = A

(i−1)
1 [l]j − αlA

(i)
1 [k]j , l ̸= k, (l, j) ∈ R, (2)

де R — множина iндексiв елементiв матрицi.
За аналогiєю з алгоритмами неповного LU-розкладу [3], вибираючи кон-

кретну множину R, будемо розглядати три алгоритми неповного методу
базисних матриць:
— IBMM0, якщо R — множина ненульових елементiв матрицi A;
— IBMM1, якщо R — множина ненульових елементiв матрицi AAT ;
— IBMMd, якщо множина R змiнюється динамiчно в процесi обчислень.

Динамiчна змiна множини R у алгоритмi IBMMd вiдбувається таким
чином, щоб на кожному кроцi для неї виконувалась

Умова 1. Кiлькiсть елементiв (l, j) множини R не повинно перевищува-
ти кiлькiсть ненульових елементiв у l-тому рядку матрицi A.

Для виконання цiєї умови пункт 5 базового алгоритму змiнюється таким
чином:
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якщо (l, j) ∈ R, або (l, j) /∈ R, але умова 1 виконується для стовпця l,
то A

(i)
1 [l]j = A

(i−1)
1 [l]j − αlA

(i)
1 [k]j , l ̸= k, R = R ∪ (l, j), тобто елемент

змiнюється й додається до множини, якщо вiн там не присутнiй;
якщо (l, j) /∈ R й умова 1 не виконується, то, якщо ∃m :∣∣∣A(i−1)
1 [l]m

∣∣∣ <
∣∣∣A(i−1)

1 [l]j − αlA
(i)
1 [k]j

∣∣∣, проводиться перетворення

A
(i−1)
1 [l]m = 0, A

(i)
1 [l]j = A

(i−1)
1 [l]j −αlA

(i)
1 [k]j , R = (R− (l,m))∪ (l, j), тоб-

то елемент змiнюється й додається до множини, якщо у стовпцi iснує
елемент з меншим за модулем значенням. Менший елемент при цьому
обнуляється й видаляється з множини R.

Механiзм корекцiї у алгоритмах IBMM

На кожнiй iтерацiї методу базисних матриць виконується умова

akA
(i)
1 [l] =

{
1, l = k
0, l ̸= k

, виконання якої порушується при неповних пере-

твореннях. Пропонується алгоритм корекцiї, який забезпечує виконання
цiєї умови у неповному методi базисних матриць.

Для алгоритмiв IBMM0 та IBMM1 додається такий крок алгоритму:
6) якщо (l, j) /∈ R i akj ̸= 0, ∃m = max

j
|akj |, i A

(i−1)
1 [l]j ̸= 0, то

A
(i)
1 [l]m = A

(i)
1 [l]m − αlA

(i)
1 [k]jakj/akm.

У випадку алгоритму IBMMd, крок 6 застосовується тодi, коли (l, j) /∈ R,
умова 1 не виконується й елемент з меншим за модулем значенням у стовпцi
не iснує, або коли проводиться замiщення ненульового елементу:

6а) якщо (l, j) /∈ R, умова 1 не виконується й ¬∃m :
∣∣∣A(i−1)

1 [l]m

∣∣∣ <
<

∣∣∣A(i−1)
1 [l]j − αlA

(i)
1 [k]j

∣∣∣, якщо ∃m = max
j
|akj | , A

(i−1)
1 [l]j ̸= 0, то

A
(i)
1 [l]m = A

(i)
1 [l]m − αlA

(i)
1 [k]jakj/akm;

6б) якщо (l, j) /∈ R, умова 1 не виконується й ∃m :
∣∣∣A(i−1)

1 [l]m

∣∣∣ <
<
∣∣∣A(i−1)

1 [l]j − αlA
(i)
1 [k]j

∣∣∣, та ∃p = max
j
|akj | , A

(i−1)
1 [l]j ̸= 0, j ̸= m, то

A
(i)
1 [l]p = A

(i)
1 [l]p − αlA

(i)
1 [k]makm/akp.

Алгоритми з механiзмом корекцiї будемо називати IBMM0+c, IBMM1+c,
IBMMd+c.

Поєднання алгоритмiв IBMM з передобумовлювачем Якобi

Враховуючи ефективнiсть передобумовлювача Якобi при розв’язаннi ба-
гатьох СЛАР, вiн може бути поєднаний з алгоритмами неповного методу
базисних матриць. В такому випадку лiвий передобумовлювач матиме ви-

гляд
[
diagA

(n)
1 A

]−1
A

(n)
1 . Такi алгоритми будемо позначати як “+rs”.

До алгоритмiв неповного методу базисних матриць може бути також
застосована процедура уточнення [6], яка полягає у повторному виконаннi
алгоритму, беручи A(0)

1 = A
(n)
1 .
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Тестування ефективностi алгоритмiв.
Ефективнiсть матриць, генерованих розробленими алгоритмами, в яко-

стi лiвих передобумовлювачiв, тестувалась на матрицях з Tim Davis Matrix
Collection, розв’язуючи задачi щодо них алгоритмом Bicgstab. Окремим
предметом аналiзу було застосування розроблених алгоритмiв до СЛАР,
що виникають при дискретизацiї методом скiнченних елементiв стацiонар-
них задач теорiї пружностi.

Будемо розглядати двовимiрну задачу розрахунку напружено-
деформованого стану основи ґрунтової дамби.

Нехай w⃗ = (u, v) — вектор змiщень ґрунту, µ, λ — коефiцiєнти Ляме, g —
прискорення вiльного падiння, σ⃗ = (λ(∂u∂x + ∂v

∂y ) + 2µ∂u∂x , λ(
∂u
∂x + ∂v

∂y ) + 2µ∂v∂y ),
τxy = µ(∂u∂y + ∂v

∂x) — складовi тензора напруг, H — напiр, ρ — щiльнiсть
ґрунту.

У прямокутнiй областi Ω = {x ∈ [0, l], y ∈ [0,m]} розглядались двi систе-
ми рiвнянь:

(
∂

∂x
σx +

∂

∂y
τxy) = 0, (3)

(
∂

∂y
σy +

∂

∂x
τxy) = −ρg (4)

та
(
∂

∂x
σx +

∂

∂y
τxy)− ρg

∂

∂x
H = 0, (5)

(
∂

∂y
σy +

∂

∂x
τxy)− ρg

∂

∂y
H = −ρg, (6)

k(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
)

(
∂2H

∂x2
+
∂2H

∂y2

)
= 0. (7)

Ставились крайовi умови:

w⃗ = (0, 0),
∂H

∂y
= 0, y = m, (8)

u = 0,
∂H

∂x
= 0, x = 0, x = l. (9)

Для системи (3)–(4) на дiлянцi границi областi y = 0 ставилась умова
σy = f(x), τxy = 0, а для системи (5)–(7) — σy = f1(x), τxy = 0, H = f2(x),
де f(x), f1(x), f2(x) — заданi функцiї.

Розв’язуючи тестову задачу, СЛАР, що виникає при розв’язаннi методом
скiнченних елементiв задачi (3)–(4), будемо позначати як SD, а СЛАР, що
виникає при роз’вязаннi системи (5)–(7) — як SD2. Матриця SD має роз-
мiр ∼11000x11000 та кiлькiсть ненульових елементiв ∼4*105, коефiцiєнт
наповненостi — ∼36. Матриця SD2 має розмiр ∼17000x17000 та кiлькiсть
ненульових елементiв ∼6*105, коефiцiєнт наповненостi — ∼35.

Шаблон розрiдженостi матрицi SD2 зображено на рис.1, а передобумов-
лювачiв, згенерованих алгоритмами IBMM0, IBMM1 та IBMMd — на
рис. 2–4. Вiдтiнками сiрого тут позначенi ненульовi елементи, яскравiсть
яких визначалась як нормалiзоване значення елементу матрицi.
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Рис.1 Шаблон розрiдженостi матрицi SD2

Рис.2 Шаблон розрiдженостi передобумовлювача, побудованого
алгоритмом IBMM0

Рис.3 Шаблон розрiдженостi передобумовлювача, побудованого
алгоритмом IBMM1

Рис.4 Шаблон розрiдженостi передобумовлювача, побудованого
алгоритмом IBMMd

У таблицi 1 наведенi данi стосовно того, на якiй iтерацiї роботи алго-
ритму Bicgstab досягалась вiдповiдна точнiсть розв’язання. Максимальна
кiлькiсть iтерацiй дорiвнювала 1000. Всi елементи вектору b для матриць
з Tim Davis Matrix Collection дорiвнювали 1, A0

1 = I.
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Таблиця 1. Номер iтерацiї, на якiй досягається вiдповiдна нев’язка ε
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 Кiлькiсть

iтерацiй
уточнення

- - - - - - + - - - - + + Механiзм ко-
рекцiї

Матриця - + - - - + + + - - - + + - + Перед-
обумовлювач
Якобi

i log10 ε - - 0 1 d 0 1 d 0 0 1 0 1 1 1 Перед-
обумовлювач
0 – IBMM0
1 – IBMM1
d - IBMMd

bfwa62
-2 26 20 57 - - - - - - - - - - - -
-4 35 23 61 - - - - - - - - - - - -
-6 37 31 - - - - - - - - - - - - -
-8 42 33 - - - - - - - - - - - - -
-10 44 34 - - - - - - - - - - - - -
bfwa398
-2 72 54 269 - 226 313 - 195 - - - - - - -
-4 103 78 295 - 230 317 - 213 - - - - - - -
-6 107 87 304 - 266 317 - 245 - - - - - - -
-8 108 89 - - 286 - - 281 - - - - - - -
-10 118 90 - - - - - - - - - - - - -
epb0
-4 - 918 - - - 663 - - - 490 - 490 - - -
-6 - 992 - - - 675 - - - 526 - 518 - - -
-8 - - - - - 772 - - - 548 - 528 - - -
-10 - - - - - 815 - - - 585 - 567 - - -
-12 - - - - - 838 - - - 588 - 575 - - -
olm100
-2 82 - 73 - - - - - - 56 - - - 35 58
-4 83 - 79 - - - - - - 56 - - - 35 61
-6 - - - - - - - - - - - - - 35 61
poli
-6 17 17 8 6 - 8 7 - - 8 8 8 10 - -
-10 20 20 9 9 - 9 9 - - 9 9 9 12 - -
-14 - - - - - - - - - - - 9 12 - -
SD
3 123 109 100
1 162 147 124
-1 218 162 179
SD2
7 299 286 - - - - - - 86 - - - - - -
5 524 499 - - - - - - 155 - - - - - -
3 971 859 - - - - - - 455 - - - - - -
1 - - - - - - - - 811 - - - - - -

Логарифм нев’язки при розв’язаннi СЛАР з матрицею epb0 в залежностi
вiд номера iтерацiї при використаннi рiзних передобумовлювачiв наведено
на рис.5. Теж саме для матриць SD та SD2 наведено на рис.6 та 7.

У першому випадку спостерiгається вiдсутнiсть впливу передобумовлю-
вачiв на процес розв’язку до певної iтерацiї, пiсля якої використання пере-
добумовлювачiв призводить до рiзкого зменшення нев’язки. Це може бути
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пояснене розподiлом власних значень матрицi — переважна бiльшiсть з них
має значення у дiапазонi вiд 10−2 до 10, але деяка кiлькiсть має суттєво
меншi значення порядку 10−6.

Рис.5 log10 ε при розв’язаннi СЛАР з матрицею epb0 в залежностi вiд
номера iтерацiї

Рис.6 log10 ε при розв’язаннi СЛАР з матрицею SD в залежностi вiд
номера iтерацiї
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У другому випадку, через суттєво погану обумовленiсть матрицi СЛАР,
жодним з алгоритмiв не вдалось отримати розв’язок достатньої точностi.
Проте використання передобумовлювача ibmm0+c дозволило iтерацiйно-
му алгоритму швидше досягти мiнiмальної отриманої нев’язки. Зауважи-
мо, що у випадку краще обумовленої й меншої за розмiром матрицi SD,
ефективнiсть вiд застосування передобумовлювача нижча.

Рис.7 log10 ε при розв’язаннi СЛАР з матрицею SD2 в залежностi вiд
номера iтерацiї

Висновки

Як показують результати обчислювальних експериментiв, рiзнi модифi-
кацiї розроблених переобумовлювачiв є ефективними при їх використаннi
з рiзними матрицями.

Проте варто вiдзначити, що, загалом, вони ефективнiшi при застосуваннi
до матриць з високим числом обумовленостi, зокрема, при застосуваннi до
порiвняно погано обумовлених матриць olm100 та epb0 вдалось на декiлька
порядкiв пiдвищити точнiсть розв’язання. З iншої сторони, при застосуван-
нi до порiвняно добре обумовлених матриць bfwa62, bfwa398 позитивних
ефектiв не спостерiгалось.

У випадку застосування передобумовлювача ibmm0+c до СЛАР, отри-
маних в результатi дискретизацiї методом скiнченних елементiв стацiонар-
них задач теорiї пружностi, спостерiгалось збiльшення швидкостi збiжностi
iтерацiйних методiв розв’язання СЛАР. Як й у випадку з iншими матриця-
ми, позитивний ефект був бiльший при застосуваннi до матриць з бiльшим
числом обумовленостi.
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