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Резюме. У роботi запропоновано новий iтерацiйний метод роз-
в’язання задачi рiвноважного програмування в гiльбертовому про-
сторi. Метод базується на новому варiантi регуляризацiї вiдо-
мої forward-backward схеми за допомогою в’язкiсної апроксима-
цiї. Доведено теорему сильної збiжностi методу.
Ключовi слова: задача рiвноважного програмування, бiфун-
кцiя, резольвента, iтерацiйний алгоритм, нерозтягуючий опера-
тор, метод Гальперна, сильна збiжнiсть.

1. Вступ
Популярним роздiлом сучасного прикладного нелiнiйного аналiзу є до-

слiдження задач рiвноважного програмування (нерiвностей Кi Фаня) ви-
гляду

знайти x ∈ C : Ψ(x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)
де C — непорожня пiдмножина гiльбертового простору H, Ψ : C × C → R
— бiфункцiя. Задача (1) — зручна загальна форма запису та дослiдження
рiзних задач, що виникають в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй
та оптимiзацiї [1, 2, 3, 4, 5]. Наведемо ряд типових постановок [4, 6].

(1) Якщо Ψ(x, y) = g(y) − g(x), де g : C → R, то задача (1) є задачею
умовної мiнiмiзацiї g → minC .

(2) Якщо Ψ(x, y) = (Ax, y − x), де A : C → H, то задача (1) зводиться
до класичної варiацiйної нерiвностi

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (2)

(3) Нехай P , Q — опуклi пiдмножини H, C = P × Q, L : C → R
— опукла-угнута функцiя. Точка (x̄, p̄) ∈ C називається сiдловою
точкою функцiї L, якщо

L(x̄, p) ≤ L(x̄, p̄) ≤ L(x, p̄) ∀x ∈ C ∀ p ∈ Q. (3)

Покладемо Ψ(v, w) = L(z, p)−L(x, y), де v = (z, y), w = (x, p). Тодi
задача пошуку сiдлової точки (3) рiвносильна задачi (1).

(4) Нехай I — скiнченна множина iндексiв. Для кожного i ∈ I зада-
но множину Ci та функцiю fi : C → R, де C =

∏
i∈I Ci. Для

x = (xi)i∈I ∈ C позначимо xi = (xj)j∈I,j ̸=i. Точка x̄ = (x̄i)i∈I назива-
ється рiвновагою Неша, якщо для всiх i ∈ I справедливi нерiвностi

fi(x̄) ≤ fi(x̄i, yi) ∀ yi ∈ Ci.
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Визначимо функцiю Ψ : C × C → R таким чином

Ψ(x, y) =
∑
i∈I

(
fi(x

i, yi)− fi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C є рiвновагою Неша тодi i тiльки тодi, коли x̄ є розв’яз-
ком задачi (1).

Алгоритмам розв’язання рiвноважних та близьких задач присвячено ба-
гато робiт, зокрема, [4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].
В «рiвноважнiй алгоритмiцi» велике значення мають методи апроксимацiї
нерухомих точок нерозтягуючих операторiв [11, 21, 22, 23, 24], якi дозво-
ляють регуляризовувати iснуючi методи або будувати новi [4, 6, 11, 14, 17,
25, 26, 27].

У данiй роботi ми пропонуємо новий iтерацiйний метод розв’язання за-
дачi рiвноважного програмування в гiльбертовому просторi. Метод базує-
ться на новому варiантi регуляризацiї вiдомої forward-backward схеми [4] за
допомогою в’язкiсної апроксимацiї (viscosity approximation). Варiант регу-
ляризацiї, в свою чергу, є привабливою в обчислювальному планi модифi-
кацiєю гiбридного методу Такахасi-Такеучi-Куботи [23], що дослiджена в
[24]. Основний теоретичний результат роботи — теорема сильної збiжностi
методу.

Структура статтi така. У другому пунктi дано постановку задачi рiвно-
важного програмування та сформульованi усi необхiднi допомiжнi факти.
Третiй пункт присвячено опису запропонованого iтерацiйного алгоритму
та доведенню його сильної збiжностi. В останнiй, четвертий, пункт винесе-
но доведення сильної збiжностi необхiдного нам варiанту схеми Гальперна
(в’язкiсної апроксимацiї) для задачi пошуку спiльної нерухомої точки пев-
ної злiченної родини нерозтягуючих операторiв.

Автор щиро вдячна В. В. Семенову за конструктивнi зауваження.

2. Задача рiвноважного програмування

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр iз скалярним добутком (·, ·)
та нормою ∥·∥. Множину нерухомих точок оператора T : H → H будемо
позначати F (T ). Через PC будемо позначати оператор метричного прое-
ктування на опуклу замкнену множину C ⊆ H: PCx — єдиний елемент
множини C iз властивiстю ∥PCx− x∥ = infz∈C ∥z − x∥. Елемент y = PCx
характеризується таким чином [28]: y = PCx ⇔ (y − x, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ C.

Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ H, оператора A, що
дiє в просторi H, та бiфункцiї Φ : C × C → R розглянемо задачу рiвнова-
жного програмування у такiй постановцi:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) + Φ(x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (4)

Позначимо через S множину розв’язкiв задачi (4).
Припустимо, що бiфункцiя Φ : C × C → R задовольняє умовам [2, 4]:
A1) Φ(x, x) = 0 для всiх x ∈ C;
A2) Φ(x, y) + Φ(y, x) ≤ 0 для всiх x, y ∈ C;
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A3) для всiх x ∈ C функцiонал Φ(x, ·) напiвнеперервний знизу та опу-
клий;

A4) lim supt→+0Φ(x+ t(z − x), y) ≤ Φ(x, y) для всiх x, y, z ∈ C.

Означення 1 ([4]). Резольвентою бiфункцiї Φ : C × C → R називають
оператор JΦ : H → 2H :

x→ JΦx = {z ∈ C : Φ(z, y) + (z − x, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ C} .

Теорема 1 ([4]). Нехай бiфункцiя Φ : C ×C → R задовольняє умови A1)–
A4). Тодi:

1) dom JΦ = {x ∈ H : JΦx ̸= ∅} = H;
2) оператор JΦ однозначний та мiцно нерозтягуючий, тобто

∥JΦx− JΦy∥2 ≤ (JΦx− JΦy, x− y) ∀x, y ∈ H ;

3) множина F (JΦ) дорiвнює множинi {x ∈ C : Φ(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C} та
є опуклою i замкненою.

Нехай:
A5) A : H → H — L-обернено сильно монотонний оператор, тобто для

числа L > 0 виконується нерiвнiсть

(Ax−Ay, x− y) ≥ L ∥Ax−Ay∥2 ∀x, y ∈ H.

Зауваження 1. Ясно, що L-обернено сильно монотонний оператор є
1/L-лiпшицевим. Якщо операторA є µ-сильно монотонним та L-лiпшицевим,
то вiн буде µ/L2-обернено сильно монотонним. Якщо g — заданий на за-
мкненiй опуклiй множинi C опуклий диференцiйовний функцiонал з похi-
дною, що задовольняє умовi Лiпшиця зi сталою L > 0, то похiдна ∇g —
1/L-обернено сильно монотонний на C оператор (теорема Байона-Аддада-
Антiпiна) [29].

Має мiсце

Лема 1. Нехай виконуються умови A1)–A5). Тодi для всiх λ ∈ (0, 2L)
оператор Tλ = JλΦ(I − λA) — нерозтягуючий та F (Tλ) = S.

Доведення. Перший факт випливає з оцiнки (λ > 0)

∥JλΦ(x− λAx)− JλΦ(y − λAy)∥2 ≤ ∥(x− λAx)− (y − λAy)∥2 =

= ∥x− y∥2 − 2λ(x− y,Ax−Ay) + λ2 ∥Ax−Ay∥2 ≤

≤ ∥x− y∥2 − λ (2L− λ) ∥Ax−Ay∥2 .
Рiвнiсть z = Tλx означає, що λ (Φ(z, y) + (Ax, y − z)) + (z − x, y − z) ≥ 0
для всiх y ∈ C. Тому F (Tλ) = S. �

Перейдемо до розгляду алгоритму розв’язання задачi (4).
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3. Алгоритм та теорема збiжностi
Для довiльної пари елементiв x, y ∈ H визначимо множину

H(x, y) = {z ∈ H : ∥z − y∥ ≤ ∥z − x∥} .
МножинаH(x, y) є замкненим напiвпростором (що спiвпадає зH у випадку
x = y).

Зафiксуємо стискаючий оператор T : H → H. Для розв’язання задачi
рiвноважного програмування (4) розглянемо

Алгоритм 1. Для x1 ∈ H генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H за
допомогою iтерацiйної схеми yn = xn − λnAxn,

zn = JλnΦyn,
xn+1 = αnTxn +

∑n
k=1(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0, λn ∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 2L).

Зауваження 2. Для обчислення zn слiд розв’язати задачу про рiвновагу:

знайти zn ∈ C : λnΦ(zn, y) + (zn − yn, y − zn) ≥ 0 ∀ y ∈ C.

Має мiсце

Теорема 2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, виконуються умови A1)–A5) та S ̸= ∅. Тодi зге-
нерована алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до розв’язку
z ∈ H задачi рiвноважного програмування (4) такого, що z = PSTz.

Доведення. Покажемо, що для всiх n ∈ N має мiсце вкладення S ⊆ H(xn, zn).
Для p ∈ S маємо

∥zn − p∥ ≤ ∥xn − p∥ .
Отже, p ∈ H(xn, zn). Звiдки випливає S ⊆ H(xn, zn).

За теоремою 3 (див. Додаток) послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до
елемента z ∈ F =

∩∞
n=1H(xn, zn) такого, що

(z − Tz, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ F.
Остання нерiвнiсть означає, що z = PFTz.

Покажемо, що z ∈ S, чим i доведемо теорему. Оскiльки z ∈ H(xn, zn)
для всiх n ∈ N, то

∥xn − z∥ ≥ ∥zn − z∥ .
Пiсля граничного переходу, отримаємо limn→∞ ∥zn − z∥ = 0. Звiдки z ∈ C.

Для zn = JλnΦ yn маємо

λnΦ(zn, y) + (zn − yn, y − zn) =
= λn (Φ(zn, y) + (Axn, y − zn)) + (zn − xn, y − zn) ≥ 0 ∀y ∈ C.

З умови монотонностi бiфункцiї Φ випливає(
zn − xn
λn

, y − zn
)
+ (Axn, y − zn) ≥ Φ(y, zn) ∀y ∈ C.
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Пiсля граничного переходу отримаємо

(Az, y − z) ≥ Φ(y, z) ∀y ∈ C.

Для t ∈ (0, 1) покладемо yt = z + t(y − z) ∈ C. Маємо

0 = Φ(yt, yt) ≤ tΦ(yt, y) + (1− t)Φ(yt, z) ≤ tΦ(yt, y) + (1− t)t(Az, y − z).

Звiдки
(1− t)(Az, y − z) + Φ(yt, y) ≥ 0.

Спрямувавши t до нуля, одержимо

(Az, y − z) + Φ(z, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто z ∈ S. �

Зауваження 3. У випадку апроксимацiї нормального розв’язку варiацiй-
ної нерiвностi (2) алгоритм 1 набуває вигляду{

zn = PC(xn − λnAxn),
xn+1 =

∑n
k=1(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn.

Цей алгоритм пропонується у якостi альтернативи такiй вiдомiй схемi:
C0 = H,
zn = PC(xn − λnAxn),
Cn+1 = Cn ∩H(xn, zn),
xn+1 = PCn+10,

яка грунтується на гiбридному методi Такахасi-Такеучi-Куботи [23].

4. Додаток: збiжнiсть варiанту схеми Гальперна
Нехай Ti : C → C — злiченний набiр нерозтягуючих операторiв, що

дiють у замкненiй опуклiй пiдмножинi C простору H, F =
∩∞
i=1 F (Ti) ̸= ∅,

T : C → C — стискаючий оператор з коефiцiєнтом µ ∈ [0, 1). Розглянемо
задачу

знайти x ∈ F : (x− Tx, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ F. (5)
Варiацiйна нерiвнiсть (5) має єдиний розв’язок. Для його знаходження
можна використати такий варiант схеми Гальперна.

Алгоритм 2. Задаємо x1 ∈ C, генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ C
за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αnTxn +

n∑
i=1

(αi−1 − αi)Tixn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0.

Сильна збiжнiсть цiєї схеми доводиться стандартними мiркуваннями
[21, 24]. Наведемо їх для замкненостi статтi.

Використаємо таке вiдоме твердження про числовi послiдовностi.
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Лема 2 ([30]). Нехай (ξn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задоволь-
няє рекурентну нерiвнiсть ξn+1 ≤ (1−αn)ξn+αnβn+γn ∀n ∈ N, де послiдов-
ностi (αn), (βn) i (γn) мають властивостi: 1) αn ∈ [0, 1),

∑∞
n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn ≤ 0; 3) γn ∈ [0,+∞),
∑∞

n=1 γn < +∞. Тодi limn→∞ ξn = 0.

(Факт 1). Послiдовнiсть (xn) обмежена. Дiйсно, для p ∈ F маємо

∥xn+1 − p∥ ≤ αn ∥Txn − p∥+
n∑
i=1

(αi−1 − αi) ∥Tixn − p∥ ≤

≤ αn (∥Txn − Tp∥+ ∥Tp− p∥) +
n∑
i=1

(αi−1 − αi) ∥Tixn − p∥ ≤

≤ αnµ ∥xn − p∥+ αn ∥Tp− p∥+ (1− αn) ∥xn − p∥ =

= (1− (1− µ)αn) ∥xn − p∥+ αn ∥Tp− p∥ ≤ max

{
∥Tp− p∥
1− µ

, ∥xn − p∥
}
.

Звiдки iндукцiєю отримуємо

∥xn − p∥ ≤ max
{
∥Tp− p∥ (1− µ)−1, ∥x1 − p∥

}
, n ≥ 1.

(Факт 2). Для послiдовностi (xn) виконується ∥xn+1 − xn∥ → 0. Маємо

xn+1−xn = αnTxn−αn−1Txn−1+

n∑
i=1

(αi−1−αi)Tixn−
n−1∑
i=1

(αi−1−αi)Tixn−1 =

=
n∑
i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − Tixn−1) + αn(Txn − Txn−1)+

+ (αn−1 − αn)(Tnxn−1 − Txn−1).

Звiдки

∥xn+1 − xn∥ ≤ (1− (1−µ)αn) ∥xn − xn−1∥+(αn−1 − αn) ∥Tnxn−1 − Txn−1∥ .

З леми 2 про числовi послiдовностi випливає бажане.
(Факт 3). Для всiх i має мiсце ∥xn − Tixn∥ → 0. Маємо

n∑
i=1

(αi−1 − αi)(xn − Tixn) = αn(Txn − xn) + xn − xn+1.

Для довiльного p ∈ F розглянемо рiвнiсть

n∑
i=1

(αi−1 − αi)(xn − Tixn, xn − p) =

= αn(Txn − xn, xn − p) + (xn − xn+1, xn − p).

Оскiльки

∥xn − p∥2 ≥ ∥Tixn − p∥2 = ∥Tixn − xn∥2 + ∥xn − p∥2 + 2(Tixn − xn, xn − p),
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то
n∑
i=1

(αi−1 − αi) ∥Tixn − xn∥2 ≤ 2αn(Txn − xn, xn − p) + 2(xn − xn+1, xn − p).

Для фiксованого i при n > i маємо

∥Tixn − xn∥2 ≤
M (αn + ∥xn − xn+1∥)

(αi−1 − αi)
.

Звiдки
∥xn − Tixn∥ → 0.

Нехай z ∈ C — єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi (5). Доведемо,
що

lim sup
n→∞

(z − xn, z − Tz) ≤ 0. (6)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
) таку, що

lim sup
n→∞

(z − xn, z − Tz) = lim
k→∞

(z − xnk
, z − Tz).

Можна вважати, що xnk
⇀ x̃ ∈ C. З принципу демiзамкненостi випливає

включення x̃ ∈ F . Тому одержуємо

lim
k→∞

(z − xnk
, z − Tz) = (z − x̃, z − Tz) ≤ 0,

чим i доводимо (6).
Покажемо тепер, що xn → z. Маємо

∥xn+1 − z∥2 =

∥∥∥∥∥αnTxn +
n∑
i=1

(αi−1 − αi)Tixn − z

∥∥∥∥∥
2

=

=

∥∥∥∥∥αn (Txn − z) +
n∑
i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − z)

∥∥∥∥∥
2

≤

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − z)

∥∥∥∥∥
2

+ 2αn (Txn − z, xn+1 − z) ≤

≤ (1− αn)2 ∥xn − z∥2 + 2αn (Txn − z, xn+1 − z) ≤

≤ (1− αn)2 ∥xn − z∥2 + 2αn (z − Tz, z − xn+1)+

+ µαn ∥xn − z∥2 + µαn ∥xn+1 − z∥2 .

Звiдки

∥xn+1 − z∥2 ≤

≤ (1− αn)2 + µαn
1− µαn

∥xn − z∥2 +
2αn

1− µαn
(z − Tz, z − xn+1) . (7)

Застосувавши до одержаної рекурентної нерiвностi (7) лему 2 про числовi
послiдовностi, робимо висновок, що ∥xn − z∥ → 0. Отже, має мiсце
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Теорема 3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, Ti : C → C — нерозтягуючi оператори,
F =

∩∞
i=1 F (Ti) ̸= ∅, T : C → C — стискаючий оператор. Тодi згене-

рована алгоритмом 2 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до розв’язку
варiацiйної нерiвностi (5).
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