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Abstract. The article deals with variational inequalities over the
set of fixed points of a countable family of Fejer operators, which
act in infinite-dimensional Hilbert space. An outer approximations
scheme for solving of variational inequalities with strongly monotone
and Lipschitz-continuous operator is proposed based on well known
Takahashi–Takeuchi–Kubota hybrid method of approximation the
fixed point of nonexpansive operator. Strong convergence theorems
are proved. In the analysis were not used concepts related with the
weak topology (demiclosedness, Kadets–Klee property).
Keywords: variational inequality, monotone operator, Fejer opera-
tor, outer approximations method, strong convergence.

Резюме. В статье рассматривается вариационное неравенство
на множестве неподвижных точек не более чем счетного семей-
ства фейеровских операторов, действующих в бесконечномерном
гильбертовом пространстве. Отталкиваясь от известного гибри-
дого метода поиска неподвижных точек нерастягивающего опе-
ратора, предлагается схема внешних аппроксимаций для реше-
ния вариационного неравенства с сильно монотонным и липши-
цевым оператором. Основной результат — теоремы сильной схо-
димости схемы внешних аппроксимаций.
Ключевые слова: вариационное неравенство, монотонный опе-
ратор, фейеровский оператор, метод внешних аппроксимаций,
сильная сходимость.
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1. Введение
Вариационные неравенства с монотонными операторами — один из цен-

тральных объектов изучения в прикладном нелинейном анализе [1]. Мно-
гие задачи исследования операций, математической экономики и матема-
тической физики могут быть записаны в форме вариационных неравенств,
для численного решения которых к настоящему времени предложено и ис-
следовано большое количество алгоритмов [2]–[15]. Среди последних боль-
шое значение имеют итерационные процессы, порожденные фейеровски-
ми (квазинерастягивающими) и нерастягивающими операторами [16]– [25].
Эти операторы обладают очень важным свойством замкнутости относи-
тельно композиций определенного типа, что окрывает возможность есте-
ственной декомпозиции задач и сборки алгоритмов из некоторого семей-
ства более простых процедур [16].

В статье рассматривается вариационное неравенство на множестве непо-
движных точек не более чем счетного семейства фейеровских операторов,
действующих в бесконечномерном гильбертовом пространстве. Отталкива-
ясь от известного «гибридого метода» Takahashi–Takeuchi–Kubota [26]–[29]
поиска неподвижных точек, мы предлагаем, так называемую, схему вне-
шних аппроксимаций для решения рассматриваемой задачи с сильно моно-
тонным и лишицевым оператором. Основной результат — теоремы сильной
сходимости схемы внешних аппроксимаций. Предварительное сообщение
было опубликовано в [30]. Заметим, что наш анализ совсем не использу-
ет понятий, связанных со слабой топологией (демизамкнутость, свойство
Кадеца-Кли) (см. также [27]–[29]). Все необходимые сведения по нелиней-
ному анализу изложены в книгах [16, 17].

2. Вариационное нервенство на множестве
неподвижных точек

ПустьH — действительное гильбертово пространство со скалярным прои-
зведением (·, ·) и нормой ∥·∥.

Определение 1. Оператор T : H → H называют фейеровским (квазине-
растягивающим), если

(1) F (T ) = {x ∈ H : x = Tx} ̸= ∅;
(2) ∥Tx− y∥ ≤ ∥x− y∥ ∀x ∈ H ∀y ∈ F (T ).

Замечание 1. Для фейеровского оператора T множество неподвижных
точек F (T ) замкнутое и выпуклое [16].

Замечание 2. Пусть g : H → R — выпуклая дифференцируемая по Га-
то функция. Если множество D = {x ∈ H : g (x) ≤ 0} не пусто, то его
можно трактовать как множество неподвижных точек квазинерастягива-
ющего оператора

Tx =

{
x− g(x)

∥∇g(x)∥2∇g (x) , если x /∈ D,

x, если x ∈ D,

где ∇g (x) ∈ H — производная g в точке x ∈ H [16].
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Для операторов A : H → H и множеств M ⊆ H обозначим

V I(A,M) = {x ∈M : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈M} .
Рассмотрим абстрактную задачу:

найти x ∈ V I

(
A,

∞∩
n=1

F (Tn)

)
. (1)

Будем предполагать выполненными следующие условия:
• {Tn}n∈N — cчетное множество фейеровских операторов, действую-

щих в H;
• F =

∩∞
n=1 F (Tn) ̸= ∅;

• A : H → H — сильно монотонный и липшицевый оператор с кон-
стантами l > 0, L > 0, соответственно.

Замечание 3. При λ ∈
(
0, 2 l/L2

)
оператор I − λA является сжимающим.

Действительно,

∥(x− λAx)− (y − λAy)∥2 = ∥x− y∥2 + λ2 ∥Ax−Ay∥2−

− 2λ(Ax−Ay, x− y) ≤ (1 + λ2L2 − 2lλ) ∥x− y∥2 ∀x, y ∈ H,

и если 0 < λ < 2lL−2, то 0 < 1 + λ2L2 − 2lλ < 1.

Замечание 4. Решение вариационного неравенства (1) существует и един-
ственно.

3. Метод внешних аппроксимаций
Для произвольной пары элементов x, y ∈ H определим множество

H(x, y) = {z ∈ H : ∥z − y∥ ≤ ∥z − x∥} =

=
{
z ∈ H : 2(x− y, z) ≤ ∥x∥2 − ∥y∥2

}
.

МножествоH(x, y) является замкнутым полупространством (совпадающим
с H в случае x = y).

Для аппроксимации решения вариационного неравенства (1) предлагаем

Алгоритм 1. Cтроим последовательность (xn) по схеме x1 ∈ H, C1 = H,
Cn+1 = Cn ∩H(xn, Tnxn),
xn+1 = PCn+1 (I − λnA)xn,

где λn > 0.

Замечание 5. Алгоритм 1 — обобщение «гибридного метода» аппрокси-
мации неподвижных точек нерастягивающих операторов [26]. В работах
[27, 31, 32] подобные схемы были использованы для поиска неподвижных
точек многозначных фейеровских операторов, нулей максимальных моно-
тонных операторов и решения задач равновесного программирования.
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4. Сильная сходимость метода внешних аппроксимаций

Предположим, что Cn ̸= ∅ и F ⊆ Cn. Имеем

∥Tnxn − z∥ ≤ ∥xn − z∥ ∀z ∈ F ⊆ F (Tn).

Следовательно, F ⊆ H(xn, Tnxn). Таким образом, F ⊆ Cn+1. Получили
цепочку вложений

H = C1 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ ... ⊇ F ̸= ∅

и корректность определения последовательности (xn).
Для доказательства основных результатов нам небходимы

Утверждение 1 ([17]). Если Cn — замкнутые выпуклые подмножества
гильбертова пространства H, Cn ⊇ Cn+1 и C =

∩∞
n=1Cn ̸= ∅, то

PCnx→ PCx для всех x ∈ H.

Определение 2. Семейство операторов {Tn : H → H} назовем предельно
замкнутым, если

(1)
∩∞
n=1 F (Tn) ̸= ∅;

(2) для любой последовательности (xn) имеем

xn → x,
xn − Tnxn → 0

}
⇒ x ∈

∞∩
n=1

F (Tn).

Замечание 6. Если Tn ≡ T и оператор T замкнут, то семейство {Tn}
предельно замкнуто.

Имеет место

Теорема 1. Пусть A : H → H — сильно монотонный и липшицевый опе-
ратор с константами l > 0, L > 0, соответственно; {Tn : H → H} — сче-
тное предельно замкнутое семейство фейеровских операторов. Предполо-
жим, что λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 2 l/L2

)
∀n ∈ N и λn → λ. Тогда порожденная

алгоритмом 1 последовательность (xn) сильно сходится к единственно-
му решению вариационного неравенства (1).

Доказательство. Существует единственный элемент y ∈
∩∞
n=1Cn, такой,

что
y = P∩∞

n=1 Cn
(I − λA) y.

Покажем, что xn → y при n → ∞. Рассмотрим вспомогательную после-
довательность элементов yn = PCn (I − λA) y. Известно, что yn → y при
n→ ∞. Имеет место оценка

∥xn+1 − yn+1∥ ≤ ∥(I − λnA)xn − (I − λA) y∥ ≤
≤ q ∥xn − yn∥+ q ∥yn − y∥+ |λn − λ| ∥Axn∥ ,

где q ∈ (0, 1). Предположим, что (xn) не сходится к y. Тогда,

lim sup
n→∞

∥xn − yn∥ > 0.
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Следовательно,

lim sup
n→∞

∥xn − yn∥ = lim sup
n→∞

∥xn+1 − yn+1∥ ≤

≤ q lim sup
n→∞

∥xn − yn∥ < lim sup
n→∞

∥xn − yn∥ ,

что абсурдно. Таким образом, ∥xn − y∥ → 0.
Покажем, что y — решение вариационного неравенства (1). Поскольку

xn+1 = PCn+1 (I − λnA)xn, то

(xn+1 − xn + λnAxn, z − xn+1) ≥ 0 ∀z ∈ Cn+1.

Принимая во внимание вложение F ⊆ Cn+1, получим,

(xn+1 − xn + λnAxn, z − xn+1) ≥ 0 ∀z ∈ F ∀n ∈ N.

Совершив предельный переход, имеем

(Ay, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ F =

∞∩
n=1

F (Tn).

Осталось доказать включение y ∈
∩∞
n=1 F (Tn). Поскольку xn+1 ∈ Cn+1, то

∥Tnxn − xn+1∥ ≤ ∥xn − xn+1∥ .

Откуда,

∥Tnxn − xn∥ ≤ ∥Tnxn − xn+1∥+ ∥xn − xn+1∥ ≤ 2 ∥xn − xn+1∥ .

Следовательно, xn − Tnxn → 0. Учтя предельную замкнутость семейства
операторов {Tn}, получим y ∈

∩∞
n=1 F (Tn). �

5. Вариант метода внешних аппроксимаций
Рассмотрим еще один вариант метода внешних аппроксимаций для ва-

риационного неравенства с не более чем счетным семейством операторов
{Tn}n∈I :

найти x ∈ V I

(
A,
∩
i∈I

F (Ti)

)
, (2)

где I ⊆ N.

Алгоритм 2. Cтроим последовательность (xn) по схеме x1 ∈ H, C1 = H,
Cn+1 = Cn ∩H(xn, Tp(n)xn),
xn+1 = PCn+1 (I − λnA)xn,

где p : N → I, λn > 0.

Будем предполагать, что отображение p : N → I сюръективно и в случае
счетного I «достаточно часто» принимает каждое свое значение. А именно,
для произвольного индекса i ∈ I множество p−1(i) = {k ∈ N : p(k) = i}
бесконечно.
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Замечание 7. Eсли I = {1, 2, ..., N}, то можно положить p(n) = (n − 1)
mod N + 1 (циклическая стратегия).

Теорема 2. Пусть A : H → H — сильно монотонный и липшицевый опе-
ратор с константами l > 0, L > 0, соответственно; {Tn : H → H}n∈I
— не более чем счетное семейство замкнутых фейеровских операторов и∩
n∈I F (Tn) ̸= ∅. Предположим, что λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 2 l/L2

)
∀n ∈ N и

λn → λ, для произвольного индекса i ∈ I множество p−1(i) = {k ∈ N :
p(k) = i} бесконечно. Тогда порожденная алгоритмом 2 последователь-
ность (xn) сильно сходится к единственному решению вариационного не-
равенства (2).

Доказательство. Необходимо лишь доказать утверждение:

xn → x,
xn − Tp(n)xn → 0

}
⇒ x ∈

∩
i∈I

F (Ti).

Возьмем произвольный индекс i ∈ I. Существует возрастающая последо-
вательность (nk), такая, что p(nk) = i. Имеем,

xnk
→ x, xnk

− Tp(nk)xnk
= xnk

− Tixnk
→ 0.

Замкнутость оператора Ti влечет x ∈ F (Ti). В силу произвольности i ∈ I,
получаем, что x ∈

∩
i∈I F (Ti). �

6. Заключение

В работе рассматривалось вариационное неравенство на множестве не-
подвижных точек не более чем счетного семейства фейеровских (квазине-
растягивающих) операторов, действующих в бесконечномерном гильбер-
товом пространстве. Отталкиваясь от известного гибридого метода поиска
неподвижных точек нерастягивающего оператора, была предложена схема
внешних аппроксимаций для решения вариационного неравенства с силь-
но монотонным и липшицевым оператором. Основной результат — теоре-
мы сильной сходимости схемы внешних аппроксимаций. Заметим, что наш
анализ совсем не использовал понятий, связанных со слабой топологией
(демизамкнутость, свойство Кадеца-Кли).
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