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Metodom sili samodiÝ Loren
a zna�deno inte�ral~ni predstavlenn� spektral~no{kutovogo

ta spektral~nogo rozpodiliv potu�nosti vipromin�vann� sistemi zar�d�enih qastinok, �ki

ruha�t~s� po dovil~ni� tra
ktoriÝ v izotropnomu nepoglina�qomu seredoviwi ta u vakuumi.

Pokazano, wo efekti pererozpodilu ener�iÝ v spektri vipromin�vann� doslid�uvanoÝ sistemi

zumovleni faktorom kogerentnosti. Pri rusi po kolu v 
~omu seredoviwi spektr vipromi-

n�vann� sistemi elektroniv 
 diskretnim. Efekt Doplera zumovl�
 po�vu novih garmonik,

�ki utvor��t~ neperervni oblasti v spektri vipromin�vann�, pri rusi sistemi elektroniv

uzdov� spirali.
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I. VSTUP

Doslid�enn� vipromin�vann� rel�tivists~kih

sistem zar�div, �ki ruha�t~s� vzdov� dovil~noÝ tra-


ktoriÝ v elektromagnetnih pol�h u nepoglina�qomu

izotropnomu seredoviwi ta u vakuumi, va�live z

toqki zoru astrofiziqnih zastosuvan~, zastosuvan~

u fizi
i plazmi, elektroni
i towo.

Znaqni� teoretiqni� ta eksperimental~ni� inte-

res predstavl�
 spektr vipromin�vann� zar�div u

posti�nomu magnetnomu poli. Vipromin�vann� rel�-

tivists~kih zar�d�enih qastinok u posti�nomu mag-

netnomu poli u vakuumi otrimalo nazvu sinhrotron-

nogo vipromin�vann�. Osnovni vlastivosti sinhro-

tronnogo vipromin�vann� zar�d�enih qastinok u va-

kuumi rozgl�nuto v [1{4℄. Odnim �z pitan~, �ke po-

trebu
 podal~xogo doslid�enn� v 
�� oblasti, 
 koge-

rentnist~ vipromin�vann� elektroniv [5℄. Qastkovi�

vipadok kogerentnosti pro�vl�
t~s� v spiral~nih

zmi�kah [5{6℄. Pri prohod�enni elektronnogo puqka

qerez spiral~nu zmi�ku sposteriga
t~s� lazerne vi-

promin�vann� [6{7℄. Podal~xogo vivqenn� potre-

bu
 sinhrotronne, qerenkovs~ke ta sinhrotronno{

qerenkovs~ke vipromin�vann� u seredoviwi [8{11℄.

Osnovni vlastivosti vipromin�vann� Qerenkova pri

rivnomirnomu pr�molini�nomu rusi rozgl�nuto v [12{

13℄.

U nax�� roboti metodom sili samodiÝ Loren
a do-

slid�eno spektral~no{kutovi� ta spektral~ni� roz-

podili potu�nosti vipromin�vann� zar�d�enih qas-

tinok, wo ruha�t~s� vzdov� dovil~noÝ tra
ktoriÝ v

nepoglina�qomu izotropnomu seredoviwi z " 6= 1,

� 6= 1. Pri rozrahunkah vikoristovu
mo gipotezu

Diraka [1{2, 8{10, 14{19℄, wo vlasne elektromagnetne

pole, �ke di
 na zar�d�enu qastinku, mo�na vizna-

qiti qerez napivrizni
� zapizn��qih ta vipered�a-

�qih poten
i�liv. Doslid�eno �viwa kogerentnosti

ta osoblivosti rozpodilu ener�iÝ v spektri vipromi-

n�vann� sistemi elektroniv, �ki roztaxovani rivno-

mirno vzdov� spirali. Proanalizovana rol~ efektu

Doplera ta faktora kogerentnosti, �k� viznaqa�t~

rozpodil ener�iÝ v spektri vipromin�vann� sistemi

elektroniv u vakuumi ta v nepoglina�qomu izotrop-

nomu seredoviwi. C� robota 
 rozvitkom pra
~ [8{10,

15{19℄.

II. ZAP�ZN��Q� TA VIPERED�A�Q�

POTENC��LI V NEPOGLINA�QOMU

�ZOTROPNOMU SEREDOVIW�

�z rivn�n~ Maksvella dl� seredoviwa [20℄ xl�hom

zastosuvann� peretvoren~ Fur'
 znahodimo rivn�nn�

Maksvella u prostori zobra�en~. �z 
ih rivn�n~ ot-

rimu
mo fur'
{obrazi rivn�n~ d'Alambera, i za Ýh do-

pomogo� mo�emo zapisati virazi dl� zapizn��qih

ta vipered�a�qih poten
i�liv elektromagnetnih po-

liv u nepoglina�qomu izotropnomu odnoridnomu sere-

doviwi:
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Tut k | hvil~ovi� vektor, ! | 
ikliqna qastota,

� | neskinqenno mala veliqina, �ka peretvor�
-

t~s� na nul~ pisl� rozrahunku inte�rala, n(!) =

p

"(!)�(!).

Poten
i�li vlasnogo elektromagnetnogo pol�, �ke

di
 na zar�d�enu qastinku v seredoviwi, viznaqimo

qerez napivrizni
� zapizn��qih ta vipered�a�qih

poten
i�liv [1{2, 8{10, 14{19℄:
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Dl� vipadku nepoglina�qogo izotropnogo odnorid-

nogo seredoviwa z proniknost�mi " 6= 1 ta � 6= 1

prointe�ru
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Vlasn� poten
i�li (7) ta (8) da�t~ zmogu zna�ti potu�nist~ vipromin�vann� zar�d�enih qastinok, �ki ru-

ha�t~s� po dovil~ni� tra
ktoriÝ v nepoglina�qomu izotropnomu dispergu�qomu seredoviwi.
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III. POTU�N�ST^ VIPROM�N�VANN� ZAR�D�ENIH QASTINOK

Seredn� potu�nist~ vipromin�vann� zar�d�enih qastinok [15{16℄
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mo�na viraziti qerez poten
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P

rad

= lim

T!1

1

2T

T

Z

�T

dt

Z

V

�

j (r; t)

1




�A

s

(r; t)

�t

� � (r; t)

�'

s

(r; t)

�t

�

dr: (10)

Vikoristovu�qi vlasni poten
i�li (7) i (8) u spivvidnoxenni (10), znahodimo spektral~no{kutovi� rozpodil

seredn~oÝ potu�nosti vipromin�vann� [17℄:
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Prointe�ru
mo viraz (11) za ', vikoristovu�qi spivvidnoxenn� dl� funk
iÝ Bessel� 
ilogo indeksu [21℄:
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 zmogu prointe�ruvati v (13) za � i otrimati spektral~ni� rozpodil seredn~oÝ potu�nosti vipromin�vann�

zar�d�enih qastinok, �ki ruha�t~s� v seredoviwi:
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Formuli (11), (13) i (15) viznaqa�t~ spektral~no{kutovi� ta spektral~ni� rozpodili seredn~oÝ potu�nosti

vipromin�vann� zar�d�enih qastinok, �ki ruha�t~s� po dovil~ni� tra
ktoriÝ v nepoglina�qomu izotropnomu

seredoviwi.

IV. SPEKTRAL^NO{KUTOVI� TA SPEKTRAL^NI� ROZPOD�LI POTU�NOSTI

VIPROM�N�VANN�

Rozgl�nemo sistemu toqkovih nevza
modi�qih zar�d�enih qastinok, �ki ruha�t~s� odna za odno� vzdov�

dovil~noÝ tra
ktoriÝ. Funk
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~omu vipadku ma�t~ vigl�d:
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Spektral~no{kutovi� rozpodil seredn~oÝ potu�nosti vipromin�vann� (11) u vipadku sistemi N zar�d�enih

qastinok, funk
iÝ d�erel �kih viznaqa�t~s� spivvidnoxenn�mi (16){(19), pisl� r�du peretvoren~ nabuva
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Tut S

N

(!) | faktor kogerentnosti.

Pisl� inte�ruvann� (20) za ', z urahuvann�m spivvidnoxenn� (12), otrima
mo [18℄:
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Vikoristovu�qi inte�ral (14) dl� funk
i� Bessel� 
ilogo indeksu u virazi (22), zna�demo spektral~ni� roz-

podil seredn~oÝ potu�nosti vipromin�vann� sistemi zar�d�enih qastinok, �ki ruha�t~s� vzdov� dovil~noÝ

tra
ktoriÝ v nepoglina�qomu izotropnomu seredoviwi:
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�kwo � qasovi� rozpodil nevza
modi�qih zar�-

d�enih qastinok uzdov� tra
ktoriÝ viznaqa
t~s� vi-
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Vikoristovu�qi virazi [21℄
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Faktor kogerentnosti (28) viznaqa
 pererozpodil

ener�iÝ u spektri vipromin�vann� sistemi zar�d�e-

nih qastinok.

Virazi (20), (22) da�t~ spektral~no{kutovi�, a

(23) | spektral~ni� rozpodili potu�nosti vipromi-

n�vann� sistemi zar�d�enih toqkovih qastinok pri

Ýh rusi po dovil~ni� tra
ktoriÝ v nepoglina�qomu izo-

tropnomu seredoviwi.

V. PR�MOL�N��NI� RUH SISTEMI

ZAR�D�ENIH QASTINOK

Pri rivnomirnomu rusi vzdov� osi OZ, koli

radius{vektor l{go elektrona r

l

(t) = V (t +�t

l

)k, a

�ogo xvidkist~V

l

= V k, z� spivvidnoxenn� (23) pisl�

de�kih peretvoren~ znahodimo formulu potu�nosti

vipromin�vann� Qerenkova sistemi zar�d�enih qas-

tinok, �ki ruha�t~s� v nepoglina�qomu izotropnomu

seredoviwi

P

rad

N

=

e

2

V




2

1

Z

0

d!� (!)!S

N

(!) �

�

V �




n (!)

�

�

�

1�




2

n

2

(!)V

2

�

: (29)
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Tut � (x) | funk
i� Gevisa�da. Faktor kogerent-

nosti S

N

(!) viznaqa
t~s� virazom (21). �kwo qaso-

vi� rozpodil zar�d�enih qastinok zada
t~s� spivvid-

noxenn�m (24), to faktor kogerentnosti v (29) vizna-

qatimet~s� formulo� (28).

Pri N = 1 viraz (29) perehodit~ u formulu dl�

potu�nosti vipromin�vann� Qerenkova okremogo za-

r�du v izotropnomu seredoviwi z � 6= 1 [22{24℄.

VI. RUH SISTEMI ELEKTRON�V UZDOV�

SP�RAL�

Rozgl�nemo ruh sistemi nevza
modi�qih elektro-

niv u vipadku, koli vektor induk
iÝ magnetnogo pol�

B

ext

k

~

OZ. Todi radius{vektor i xvidkist~ l{go elek-

trona vstanovl�
mo z� spivvidnoxen~ [15{19℄:

r

l

(t) = r

0


os (!

0

t+  

l

) i+ r

0

sin (!

0

t +  

l

) j

+ V

k

�

t+  

l

!

�1

0

�

k; (30)

V

l

(t) =

dr

l

(t)

dt

: (31)

Tut r

0

= V

?

!

�1

0

, !

0

= 
eB

ext

"

�1

, " = 


p

p

2

+m

2

0




2

,

V

?

, V

k

| komponenti xvidkosti,  

l

| poqatkova

faza l{go elektrona, p, " | impul~s ta ener�i� elek-

trona, e i m

0

zar�d i masa spoko� elektrona.

Z urahuvann�m spivvidnoxen~ (30){(31), spektra-

l~no{kutovi� rozpodil seredn~oÝ potu�nosti vipro-

min�vann� (22) sistemi N elektroniv, �ki ruha�t~s�

vzdov� spirali v nepoglina�qomu izotropnomu sere-

doviwi, nabuva
 vigl�du:

P

rad

N

=

e

2

2�


3

1

Z

�1

dx

1

Z

0

d!

�

Z

0

sin �d�� (!)n (!)!

2

S

N

(!) J

0

�

2

n (!)




!

!

0

V

?

sin � sin

�

!

0

2

x

�

�

� 
os

�

n (!)




!V

k


os �x

�


os (!x)

�

V

2

?


os (!

0

x) + V

2

k

�




2

n

2

(!)

�

: (32)

Tut S

N

(!){faktor kogerentnosti, �ki� viznaqa
t~s� virazom [15{19℄:

S

N

(!) =

N

X

l;k=1


os

�

!

!

0

( 

l

�  

k

)

�

: (33)

Spektral~ni� rozpodil seredn~oÝ potu�nosti vipromin�vann� sistemi elektroniv, �ki ruha�t~s� vzdov�

spirali v nepoglina�qomu izotropnomu seredoviwi, otrima
mo z� spivvidnoxenn� (23)

P

rad

N

=

e

2

�


2

1

Z

0

d!!� (!)S

N

(!)

1

Z

�1

dx

sin

�

n(!)




!�(x)

�

�(x)


os (!x)

�

V

2

?


os (!

0

x) + V

2

k

�




2

n

2

(!)

�

; (34)

de

� (x) =

s

V

2

k

x

2

+ 4

V

2

?

!

2

0

sin

2

�

!

0

2

x

�

: (35)

�kwo � elektroni rozpodileni vzdov� spirali rivnomirno, takim qinom, wo

�t

l

=

 

l

!

0

=

� 

!

0

l; (36)
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to dl� faktora kogerentnosti budemo mati spivvid-

noxenn�

S

N

(!) =

sin

2

�

N� 

2

!

!

0

�

sin

2

�

� 

2

!

!

0

�

: (37)

Dl� � =

2�

N

faktor kogerentnosti S

N

(!) nabu-

va
 vigl�du, otrimanogo v pra
�h [15{16℄.

Peretvorimo viraz dl� spektral~no{kutovogo roz-

podilu seredn~oÝ potu�nosti vipromin�vann� (32).

Vikorista
mo r�di za funk
i�mi Bessel� [21℄

J

0

(z sin�) = J

2

0

�

z

2

�

+ 2

1

X

m=1

J

2

m

�

z

2

�


os (2m�) (38)

ta inte�ral~ne predstavlenn� dl� del~ta{funk
iÝ

Æ (�) =

1

2�

1

Z

�1

dx exp (i�x) : (39)

Todi dl� seredn~oÝ potu�nosti vipromin�vann� sis-

temi elektroniv, �ki ruha�t~s� po spirali v posti�-

nomu magnetnomu poli v nepoglina�qomu izotrop-

nomu seredoviwi, otrima
mo taki� viraz [19℄:

P

rad

N

=

e

2




3

1

X

m=�1

1

Z

0

d!� (!)n (!) !

2

�

Z

0

sin �d�

sin

2

�

N� 

2

!

!

0

�

sin

2

�

� 

2

!

!

0

�

Æ

�

!

�

1�

n (!)




V

k


os �

�

�m!

0

�

�

�

V

2

?

�

m

2

q

2

J

2

m

(q) + J

0

2

m

(q)

�

+

�

V

2

k

�




2

n

2

(!)

�

J

2

m

(q)

�

; (40)

de

q = V

?

n (!)




!

!

0

sin �: (41)

Dl� sistemi elektroniv, �ki ruha�t~s� vzdov� spi-

rali u vakuumi, pri � =

2�

N

spivvidnoxenn� (40)

perehodit~ u viraz potu�nosti sinhrotronnogo vi-

promin�vann�, otrimani� u pra
�h [15{16℄.

�kwo N = 1, to z� spivvidnoxenn� (40) prihodimo

do formuli, navedenoÝ u pra
�h [9{10℄.

Pri V > 
=n (!) virazi (32), (34) ta (40) vi-

znaqa�t~ 
dini� pro
es, a same, sinhrotronno{

qerenkovs~ke vipromin�vann� [8{11, 16, 18{19℄.

Z rivn�nn� (40) vipliva
, wo u vipadku ruhu za-

r�div po kolu v seredoviwi Ýhni� spektr vipromin�-

vann� 
 diskretnim navit~ pri vikonanni umovi vi-

promin�vann� Qerenkova [9{10℄. Pri V

k

< 
=n (!)


i diskretni garmoniki rozxir��t~s� v smugi, me�i

�kih, !

m

min

i !

m

max

, 
 vidpovidno rozv'�zkami rivn�n~:

!

�

1 +

n (!)




V

k

�

�m!

0

= 0;

!

�

1�

n (!)




V

k

�

�m!

0

= 0: (42)

Rozxirenn� diskretnih garmonik u smugi, pri na-

�vnosti skladovoÝ xvidkosti V

k

, zumovlene efektom

Doplera.

Faktor kogerentnosti v seredoviwi � u vakuumi ha-

rakterizu
 pererozpodil vipromin�vanoÝ ener�iÝ po

garmonikah [15{19℄. Qastoti vipromin�vann� vizna-

qa�t~s� Æ{funk
i
�. Odnak faktor kogerentnosti

naklada
 dodatkovi obme�enn�, i r�d garmonik ne

bude vipromin�vatis�, hoqa Æ{funk
i� dozvol�
 vi-

promin�vann� takih qastot. Iz spivvidnoxenn� (40)

pri � = 2�=N vipliva
, wo na qastotah ! = !

0

,

! = 2!

0

, ..., ! = (N � 1)!

0

vipromin�vann� vidsutn
,

a na qastoti ! = N!

0

potu�nist~ vipromin�vann� v

N

2

raziv bil~xa, ni� dl� okremogo elektrona [15{19℄.

Potu�nist~ vipromin�vann� sistemi elektroniv

pri posti�nih " ta � v oblasti xvidkoste� nV

k

=
 < 1

pisl� inte�ruvann� za ! nabuva
 vigl�du

P

rad

N

=

e

2




3

1

X

m=1

�

Z

0

sin �d��n

m

2

!

2

0

�

1�

nV

k





os �

�

3

S

N

(m; �)

54



SPEKTR VIPROMIN�VANN� SISTEMI ZAR�D�ENIH QASTINOK . . .

�

�

V

2

?

�

m

2

q

2

m

J

2

m

(q

m

) + J

0

2

m

(q

m

)

�

+

�

V

2

k

�




2

n

2

�

J

2

m

(q

m

)

�

; (43)

de

q

m

=

nV

?




m sin �

�

1�

nV

k





os �

�

; (44)

S

N

(m; �) =

sin

2

(

Nm� 

2

�

1�

nV

k





os �

�

�1

)

sin

2

(

m� 

2

�

1�

nV

k





os �

�

�1

)

: (45)

Pri N = 1 ta � = 1 z� spivvidnoxenn� (43) otrima
mo

viraz, zna�deni� u pra
� [25℄.

Ot�e, efekti kogerentnosti v spektral~no{

kutovomu ta spektral~nomu rozpodilah potu�nosti

vipromin�vann� sistemi zar�d�enih qastinok, �ki

ruha�t~s� vzdov� dovil~noÝ tra
ktoriÝ v nepoglina-

�qomu izotropnomu seredoviwi z " 6= 1; � 6= 1, zumov-

leni harakterom Ýh roztaxuvann� vzdov� tra
ktoriÝ.

Faktor kogerentnosti viznaqa
 pererozpodil ener�iÝ

u spektri vipromin�vann� i ne dozvol�
 vipromin�-

vann� sistemo� zar�div de�kih qastot, vipromin�-

vann� �kih mo�live dl� okremih zar�div.

U vipadku ruhu sistemi elektroniv po kolu v se-

redoviwi Ýhni� spektr vipromin�vann� 
 diskretnim

navit~ pri vikonanni umov vipromin�vann� Qeren-

kova. Pri rusi sistemi elektroniv po spirali abo po

kolu v nepoglina�qomu izotropnomu seredoviwimo�-

livi tri tipi vipromin�vann�: sinhrotronne, qeren-

kovs~ke ta sinhrotronno{qerenkovs~ke . Efekt Do-

plera zumovl�
 po�vu novih garmonik, �ki utvor�-

�t~ neperervni oblasti v spektri vipromin�vann� pri

rusi elektroniv po spirali.

Otrimani teoretiqni rezul~tati ma�t~ va�live

praktiqne znaqenn�. Efekti kogerentnosti neob-

hidno vrahovuvati pri rozrob
i novih d�erel elek-

tromagnetnogo vipromin�vann�, zokrema lazeriv na

vil~nih elektronah.
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RADIATION SPECTRUM OF THE SYSTEM OF CHARGED PARTICLES MOVING IN

NONABSORBING ISOTROPIC MEDIUM

A. V. Konstantinovi
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h, V. P. Zharkoy
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The integral expressions for spe
tral{angular and spe
tral distributions of the radiation power of the system of


harged parti
les moving on an arbitrary traje
tory in nonabsorbing isotropi
 medium and in va
uum are obtained

using Lorentz's self{a
tion method. It is shown what the redistribution e�e
ts of energy in the radiation spe
trum

of the studied system are 
aused by the 
oheren
e fa
tor. The radiation spe
trum of the system of ele
trons moving

in a 
ir
le in this medium is dis
rete. The Doppler e�e
t 
auses the appearan
e of new harmoni
s for the system

of ele
trons moving in a spiral. These harmoni
s form the region of 
ontinuous radiation spe
trum.
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