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Robota �runtu
t~s� na vikoristann� stepenevih asimptotik rozpod�lu samopod�bnih sis-

tem. Na p�dstav� naoqnih predstavlen~ rozgl�nuto anomal~nu prirodu blukan~ qastinki,

pol~ove podann� stohastiqnogo pro
esu, a tako� qasov� zale�nost� na��mov�rn�xih veliqin

ta moment�v stohastiqnoÝ zm�nnoÝ. Zg�dno z fenomenolog�qnim r�vn�nn�m dl� funk
�Ý rozpo-

d�lu z'�sovano r�zni
� m�� osnovnimi tipami blukan~ qastinki | broun�vs~ko� difuz�
�,

pol~otami L
v� ta subdifuz�
�. Pokazano, wo tip ruhu viznaqa
t~s� prostorovo-qasovim

rozpod�lom �ntensivnosti stribka qastinki: pri anal�tiqn�� form� ma
mo zviqa�nu difu-

z��, neanal�tiqn�st~ u prostor� v�dpov�da
 pol~otam L
v�, a qasova | subdifuz�Ý. U perxomu

vipadku funk
�� rozpod�lu nabuva
 stepenevogo mno�nika za koordinato�, u drugomu |

za qasom. Zna�deno zv'�zki dinam�qnogo pokaznika z �ndeksami L
v� ta subdifuz�Ý, a tako�

fraktal~no� vim�rn�st� fazovogo prostoru � pokaznikom mul~tipl�kativnogo xumu. Pro-

demonstrovano, wo difuz�� v ul~trametriqnomu prostor� viznaqa
t~s� r�vn�nn�m Fokkera{

Planka, vigl�d �kogo zada
t~s� poh�dno� D�eksona. Vstanovleno, wo na�vn�st~ mul~tipl�-

kativnogo xumu poruxu
 ne t�l~ki aditivn�st~ �
rarh�qnoÝ sistemi, a � vlastiv�st~ mul~ti-

pl�kativnosti �mov�rnoste�. Zna�deno zagal~ni� vigl�d drobovo-diferen
��l~nogo r�vn�nn�

ruhu, �ke u graniqnih vipadkah zvodit~s� do hvil~ovogo, os
il�
��nogo ta transportno-

hvil~ovogo, r�vn�nn� Landau{Halatn�kova dl� parametra por�dku, �ki� zber�ga
t~s� � ne

zber�ga
t~s�, r�vn�nn� Puassona, a tako� debaÝvs~kogo r�vn�nn� ekranuvann�. U nel�n��nomu

vipadku drobovo-diferen
��l~ne r�vn�nn� nabira
 vigl�du r�vn�nn� Korteve�a de Vr�za,

r�vn�nn� sinus-�ordona ta nel�n��nogo r�vn�nn� Xredin�era. Dovedeno, wo �movirnist~ roz-

podilu ma
 eksponen
i�l~ni� vigl�d z pokaznikom, �ki� z toqnist� do znaka zvodit~s� do

diÝ evklidovoÝ teoriÝ pol�. Dl� bilogo ta kol~orovogo mul~tiplikativnih xumiv doslid�eno

evol�
i� na��movirn�xih znaqen~ stohastiqnoÝ zminnoÝ ta spr��enogo impul~su. Z'�sovano,

wo pri zmini pokaznika mul~tiplikativnoÝ funk
iÝ sistema vidquva
 reversivni� perehid iz

upor�dkovanogo stanu v nevpor�dkovani�, a potim navpaki. Iz la�ran�i�na ta disipativ-

noÝ funk
iÝ, wo invari�ntni stosovno peretvoren~ podibnosti, oder�ano pol~ovi rivn�nn�, �ki

privod�t~ do rozpodilu Callisa.
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Dobre v�domo, wo simetr�� poda
 odnu z na�va�li-

v�xih vlastivoste� f�ziqnih ob'
kt�v, �ka privodit~

do prin
ipovih obme�en~ Ýhn�h kartin. Vona vira�a-


t~s� v na�vnost� zakon�v zbere�enn�, vikoristann�

�kih dozvol�
 sutt
vo detal�zuvati opis simetriq-

nogo ob'
kta. Na�va�liv�xim takim prikladom vi-

stupa�t~ vlastivost� odnor�dnosti ta �zotropnosti

prostoru{qasu, nasl�dkom �kih 
 zakoni zbere�enn�

ener��Ý, �mpul~su ta momentu �mpul~su. Pod�bne viko-

ristann� vlastivoste� simetr�Ý prostoru stan�v f�-

ziqnoÝ sistemi privodit~ do zakon�v zbere�enn� uza-

gal~nenih zar�d�v. Vivqenn� sistem, u �kih v�dbuva
-

t~s� fazovi� pereh�d, vi�vili, wo voni pro�vl��t~


�lkom nov� tipi simetr�Ý | wodo zm�ni masxtabu.

Tak� samopod�bn� sistemi 
 osnovnim ob'
ktom naxogo

dosl�d�enn�.

Formal~no vlastiv�st~ samopod�bnosti pro�vl�
-

t~s� v odnor�dnost� funk
�Ý rozpod�lu stohastiqnoÝ

zm�nnoÝ, �ka zobra�a
t~s� stepenevim mno�nikom �z

drobovim pokaznikom. Ce oznaqa
, wo taka funk
��

ne ma
 poh�dnih 
�logo por�dku, u zv'�zku z qim opis

samopod�bnoÝ sistemi potrebu
 vvedenn� absol�tno

novogo formal�zmu drobovih poh�dnih. Õhn�� por�dok

viznaqa
t~s� kritiqnim pokaznikom funk
�Ý rozpo-

d�lu, dosl�d�enn� �koÝ predstavl�
t~s� standart-

no� pol~ovo� shemo�, �kwo zam�st~ zviqa�noÝ poh�d-

noÝ vikoristovuvati poh�dnu D�eksona, wo viznaqa


xvidk�st~ zm�ni wodo peretvoren~ samopod�bnosti.

Naxa robota 
 sprobo� podati z 
dinih pozi
��

naveden� osoblivost� samopod�bnih stohastiqnih sis-

tem. Mi poka�emo, wo na�prost�xe formal�zm dro-

bovogo diferen
��vann� v�dobra�a
t~s� na�vn�st�

mul~tipl�kativnogo xumu, �ntensivn�st~ �kogo zm�-

n�
t~s� stepenevim qinom. Z f�ziqnoÝ toqki zoru,

taka zale�n�st~ oznaqa
, wo fazovi� prost�r sis-
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temi 
 samoaf�nnim ob'
ktom,fraktal~na vim�rn�st~

�kogo viznaqa
t~s� pokaznikom stepen� mul~tipl�-

kativnoÝ funk
�Ý. Z �nxogo boku, na�vn�st~ mul~ti-

pl�kativnogo xumu privodit~ do nast�l~ki �stotnoÝ

perebudovi stohastiqnoÝ sistemi, wo vona vtraqa


ne lixe aditivn�st~ makroskop�qnih vlastivoste�

(tipu entrop�Ý Call�sa), ale � vlastiv�st~ mul~ti-

pl�kativnosti | funk
�� rozpod�lu skladenoÝ sis-

temi ne dor�vn�
 dobutkov� funk
�� rozpod�lu ÝÝ

skladovih.

Okr�m zviqa�nih Vstupu na Visnovk�v, ogl�d skla-

da
t~s� z qotir~oh rozd�l�v. Perxi� z nih m�stit~

fenomenolog�qnu teor��, wo dozvol�
 pokazati sa-

mopod�bni� stohastiqni� pro
es. Drugi� rozd�l pri-

sv�qeni� rozvitku aks�omatiqnogo p�dhodu, �ki� da


zmogu zobraziti statistiqni� rozpod�l u vigl�d�

kontinual~nogo naboru stohastiqnih pol�v, wo za-

dovol~n��t~ prin
ip na�menxoÝ d�Ý. Tret�� opisu


qasovu poved�nku spostere�uvanih veliqin, �k� po-

dano statistiqnimi momentami dov�l~nogo por�dku.

Ostann�� z navedenih rozd�l�v m�stit~ rozgl�d samo-

pod�bnoÝ stohastiqnoÝ sistemi na priklad� samoor-

gan�zovanoÝ kritiqnosti, �ka �vl�
 sobo� spontannu

perebudovu stohastiqnoÝ sistemi, dalekoÝ v�d r�vno-

vagi.

Podani� materi�l ogl�du nastil~ki veliki�, wo

mi buli vimuxeni rozd�liti �ogo na dvi qastini. U

perx�� z nih podano kon
ep
�� anomal~noÝ difuz�Ý,

�ka uzagal~n�
 zviqa�ne u�vlenn� pro broun�vs~ki�

ruh qastinki v rezul~tat� vipadkovogo vplivu sere-

doviwa, a tako� pol~ovu teori� samopodibnoÝ stohas-

tiqnoÝ sistemi z neodnor�dnist� ta mul~tiplikativ-

nim xumom (�k bilim, tak i kol~orovim). Druga qas-

tina m�stit~ mater��l rozd�l�v III, IV ta Visnovki.

Dl� zruqnosti spri�n�tt� ta zbere�enn� 
�l�snosti

ogl�du mi zalixa
mo naskr�znu numera
�� rozd�l�v,

formul ta risunk�v. L�teraturn� posilann� z�brano

okremo dl� perxoÝ ta drugoÝ qastin.

Perxa qastina poqina
t~s� z rozd�lu I.A, �ki�

poda
 fenomenolog�qnu kartinu, osnovanu na roz-

gl�d� �mov�rnoste� perem�wenn� qastinki zale�no

v�d qasu ta veliqini zm�wenn�. U me�ah fur'
-

laplas�vs~kogo zobra�enn� pokazano, wo zagalom 
�

zale�nost� mo�ut~ nabirati neanal�tiqnogo harak-

teru: �kwo v�n v�dpov�da
 zale�nost� v�d hvil~ovogo

vektora, to real�zu
t~s� pro
es superdifuz�Ý, �ki�

prot�ka
 nabagato xvidxe, n�� broun�vs~ki� ruh;

anomal~ni� harakter qastotnoÝ zale�nosti upov�l~-

n�
 zviqa�nu difuz�� do subdifuz�Ý. Pri perehod�

do prostorovo-qasovogo rozpod�lu zaznaqen� anomal�Ý

privod�t~ do poh�dnih drobovogo por�dku. V rozd�l�

I.B rozgl�da
mo superdifuz��ni� re�im, pri �komu

anomal~na poved�nka vi�vl�
t~s� t�l~ki vzdov� ko-

ordinatnoÝ osi. Na osnov� k�netiqnogo r�vn�nn� poka-

zano, wo rozpod�l za koordinato� viznaqa
t~s� r�v-

n�nn�m �z drobovo� poh�dno�, por�dok �koÝ � � 1.

Zna�deno zagal~ni� rozv'�zok 
~ogo r�vn�nn�, �ki�

zvodit~s� do funk
�� Foksa ta M�tta�a{L
ffl
ra.

Viznaqeno asimptotiki v me�ah velikih ta malih

znaqen~ koordinati.Pokazano, wo vipadok � < 2 v�d-

pov�da
 pol~otam L
v�, pri �kih dispers�� zm�wenn�

qastinki 
 nesk�nqenno veliko�; vipadok � � 2

zvodit~s� do zviqa�noÝ difuz�Ý. Rozgl�d stohastiq-

nogo pro
esu v zobra�enn� Kramersa{Mo�la ta sto-

hastiqnogo r�vn�nn� Lan�evena dozvol�
 zna�ti qa-

sov� zale�nost� moment�v ni�qogo por�dku, �k� da-

�t~ zv'�zok �ndeksu L
v� � z dinam�qnim pokazni-

kom, fraktal~no� vim�rn�st� fazovogo prostoru ta

pokaznikom efektivnogo koef�
�
nta difuz�Ý. Dove-

deno, wo oder�an� anal�tiqn� zale�nost� dobre zb�ga-

�t~s� z rezul~tatami qisel~nogo model�vann�. Roz-

d�l I.C m�stit~ stisnuti� rozgl�d subdifuz��nogo re-

�imu, pri �komu qasova poh�dna ma
 drobovi� por�-

dok � < 1. Zna�deno rozv'�zok v�dpov�dnogo k�netiq-

nogo r�vn�nn�, �ki� zvodit~s� do deba
vs~koÝ ekspo-

nenti pri � ! 1 � do g�perbol�qnoÝ zale�nosti pri

� ! 0. Dosl�d�enn� qasovoÝ poved�nki dvoh perxih

moment�v pokazu
, wo v�dhilenn� pokaznika � v�d

odini
� zm�n�
 viznaqenn� dinam�qnogo pokaznika,

zalixa�qi nezm�nno� fraktal~nu vim�rn�st~ fazo-

vogo prostoru.

Qisel~ne model�vann� pol~ot�v L
v� vi�vilo, wo

posl�dovn� polo�enn� bluka�qoÝ qastinki stvor�-

�t~ klasternu strukturu: na mezoskop�qnih qasah

qastinka zm�wu
t~s� vseredin� klaster�v, a na mak-

roskop�qnih v�dbuva
t~s� Ýh ob'
dnann�, �ke v�dpov�-

da
 upov�l~nen�� stad�Ý superdifuz�Ý. Rozd�l I.D po-

da
 statistiqni� opis ostann~oÝ z navedeni� stad��,

wo v�dpov�da
 blukann� po r�vn�h �
rarh�qnogo de-

reva, vuzli �kogo �vl��t~ sobo� klasteri polo�en~

sistemi. Dosl�d�enn� k�netiqnogo r�vn�nn� pokazu
,

wo, okr�m zviqa�nih dre�fovoÝ ta difuz��noÝ sklado-

vih, �
rarh�qna difuz�� poda
t~s� anomal~nim vnes-

kom, zumovlenim neodnor�dn�st� v�dpov�dnogo pros-

toru. Ce� vnesok zvodit~s� do poh�dnoÝ D�eksona,

�ka viznaqa
 xvidk�st~ zm�ni funk
�Ý rozpod�lu sto-

sovno do dilata
�Ý samopod�bnoÝ sistemi. Rozv'�zann�

k�netiqnogo r�vn�nn� dozvol�
 vid�liti tri re�imi

�
rarh�qnoÝ difuz�Ý: (�) dre�fovi�, pri �komu harak-

terni� masxtab ta funk
�� sistemi zm�n�
t~s� ano-

mal~no; (��) difuz��ni�, pri �komu harakterni� mas-

xtab zm�n�
t~s� zviqa�nim korenevim qinom, a qa-

sova zale�n�st~ funk
�Ý rozpod�lu zalixa
t~s� ano-

mal~no�; (���) sta
�onarni� re�im, wo harakterizu-


t~s� rozpod�lom Call�sa za r�vn�mi �
rarh�Ý. Poka-

zano, wo vkl�qenn� zovn�xn~oÝ sili ta mul~tipl�-

kativnogo xumu privodit~ do bal�stiqnogo re�imu

� g�perbol�qnoÝ zale�nosti funk
�Ý rozpod�lu za qa-

som. Pri 
~omu sistema vtraqa
 ne lixe aditivn�

vlastivost� wodo entrop�Ý, a � vlastiv�st~ mul~ti-

pl�kativnosti funk
�Ý rozpod�lu.

�kwo poperedn� rozd�li I.A{I.D �runtu�t~s� na

dosl�d�enn� k�netiqnogo r�vn�nn� dl� funk
�Ý roz-

pod�lu, to rozd�l I.E m�stit~ dosl�d�enn� drobovo-

diferen
��l~nogo r�vn�nn� ruhu dl� moment�v sto-

hastiqnoÝ zm�nnoÝ tipu parametra por�dku. Na p�d-

stav� rozgl�du priqinno-nasl�dkovogo zv'�zku m��

silo� ta zumovlenim ne� potokom pokazano, wo dl�

samopod�bnih sistem funk
�� pam'�t�, �ka viznaqa



e� zv'�zok, ma
 laplas�vs~ki� obraz �z drobovim po-
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kaznikom, znaqenn� �kogo zada
 fraktal~nu vim�r-

n�st~ fazovogo prostoru. V�dpov�dno qasova poh�dna

v r�vn�nn� neperervnosti nabuva
 drobovogo harak-

teru. ÕÝ pokaznik viznaqa
 sp�vv�dnoxenn� m�� k�l~-

k�st� mehan�qnih ta disipativnih kanal�v, perx� z

�kih 
 �nvar��ntnimi, a drug� ne�nvar��ntn� wodo

obernenosti qasu. Vstanovleno, wo por�dok drobo-

voÝ poh�dnoÝ za koordinato� viznaqa
 dol� kanal�v,

u �kih real�zu
t~s� pro
es, wo zber�ga
 parametr

por�dku. Takim qinom, vid�leno osnovn� tipi r�v-

n�n~ ruhu, wo v�dpov�da�t~ reaktivnomu ta disipa-

tivnomu re�imam parametra por�dku, �ki� qastkovo

zber�ga
t~s�. Okremimi 
 hvil~ove, transportno-

hvil~ove ta os
il�
��ne r�vn�nn�, r�vn�nn� Landau{

Halatn�kova, Deba� ta Puassona, a tako� termodi-

nam�qne r�vn�nn� r�vnovagi. Pokazano, �k mo�e buti

provedeno uzagal~nenn� na nel�n��n� r�vn�nn� tipu

Korteve�a de Vr�za, Xredin�era ta sinus-�ordona.

Na priklad� konformnoÝ �nvar��ntnosti z'�sovano,

�kim qinom prihovana simetr�� nel�n��nogo r�vn�nn�

pov'�zu
 �ogo pokazniki.

Rozdil II prisv�qeni� pol~ovi� teoriÝ samopodib-

noÝ stohastiqnoÝ sistemi z neodnorodnist� ta mul~-

tiplikativnim xumom | �k bilim, tak i kol~oro-

vim. Nax rozgl�d osnovu
t~s� na kon
ep
iÝ stohas-

tiqnogo inte�rala Ito, vikoristann� �kogo pokazu
,

wo Æ-korel~ovani� xum privodit~ do dodatkovogo

vnesku, zumovlenogo mul~tiplikativnim harakterom

xumu. V rozdili II.A na osnovi �ratkovoÝ modeli vi-

znaqeno �vni� vigl�d inte�rala za tra
ktori�mi. Na

p�dstav� diskretnogo rivn�nn� Lan�evena mi vizna-

qa
mo zv'�zok mi� amplitudo� gidrodinamiqnoÝ modi

ta vinerivs~kim pro
esom. U rezul~tati �movirnosti

realiza
iÝ navedenih veliqin pov'�zani mno�nikom,

wo mistit~ �kobi�n Ýh vza
mnogo peretvorenn� ta Æ-

funk
i�, �ka vrahovu
 zv'�zok mi� nimi. Bezpose-

redni obqislenn� �kobi�na ta fur'
-predstavlenn� Æ-

funk
iÝ privod�t~ do eksponen
i�l~noÝ formi funk-


ionala rozpodilu stohastiqnoÝ zminnoÝ, de pokaznik

z toqnist� do znaka zvodit~s� do diÝ evklidovoÝ te-

oriÝ pol�. Efektivni� la�ran�i�n zobra�a
 gamil~-

tonovu funk
i� vid amplitudi gidrodinamiqnoÝ modi

ta spr��enogo impul~su, �ki� poda
 na�imovirn�xe

znaqenn� amplitudi fluktua
i�. Zna�deno �vni� vi-

gl�d rivn�n~ O�lera, wo viznaqa�t~ na�imovirnix�

znaqenn� navedenih zminnih. Oder�ano di�, �ka vid-

povida
 
im znaqenn�m (u kvantovi� teoriÝ pol� 
�

di� r�vnoznaqna klasiqni� me�i).

Kinetiqnu kartinu perehodu, indukovanogo xumom,

u samopodibni� stohastiqni� sistemi podano v rozdili

II.B. Spoqatku mi doslid�u
mo na�prostixi� vipa-

dok bilogo xumu (pidrozdil II.B.1), a potim kol~o-

rovogo (pidrozdil II.B.2). Na vidminu vid zviqa�noÝ

pol~ovoÝ shemi, vrahovu
mo disipa
i�. Vigl�d vid-

povidnoÝ disipativnoÝ funk
iÝ zada
mo perehodom do

dopomi�nogo pro
esu z aditivnim xumom. Iz ura-

huvann�m neodnoridnosti oder�ano rivn�nn� evol�-


iÝ sistemi, u �kih silu zadano rozkladom Landau.

Doslid�enn� sta
ionarnogo stanu pokazu
, wo pri

malomu masxtabi neodnoridnosti fluktua
i� sis-

tema nabli�u
t~s� do rivnova�nogo stanu, todi �k

iz �ogo zrostann�m sta
 mo�livim nesti�ki� stan.

Vivqenn� sta
ionarnogo rozpodilu na�imovirn�xogo

znaqenn� stohastiqnoÝ zminnoÝ pokazu
, wo pri zna-

qenn�h fraktal~noÝ vimirnosti fazovogo prostoru

D > 1 realizu
t~s� zviqa�ni� spada�qi� rozpodil,

a pri D < 1 | imovirnist~ sta
 bezme�no malo�

poblizu poqatku koordinat. Taka kartina po�sn�-


t~s� doslid�enn�m qasovih zale�noste� stohastiq-

noÝ zminnoÝ ta spr��enogo impul~su, �ki pokazu�t~,

wo pri D < 1 v poqatku koordinat z'�vl�
t~s� po-

glina�qi� stan. Okrim togo, vda
t~s� zna�ti zv'�zok

mi� fraktal~no� vimirnist� ta pokaznikom mul~-

tiplikativnoÝ funk
iÝ. Vrahovano neodnorodn�st~ �k

dl� riznih masxtabiv zmini amplitudi gidrodinamiq-

noÝ modi ta fluktua
i�, tak i pri Ýh zb�gov�.Vi�vleno,

wo v ostann~omu vipadku nevpor�dkovani� stan vid-

povida
 malim znaqenn�m masxtabu neodnoridnosti,

a upor�dkovani� | velikim. Doslid�enn� kol~oro-

vogo xumu stohastiqnoÝ zminnoÝ osnovu
t~s� na �ogo

zobra�enni �k pro
esu Ornxta�na{Ul
nb
ka, xum

�kogo 
 bilim. Viluqenn� kol~orovogo xumu z vid-

povidnih rivn�n~ evol�
iÝ privodit~ do nemarkivs~-

kogo nelini�nogo pro
esu. Vin nabuva
 zviqa�nogo vi-

gl�du, �kwo skoristatis� adi�batiqnim nabli�en-

n�m ta pripuskati, wo evol�
i� sistemi 
 upovil~-

neno�. Todi efektivne rivn�nn� Lan�evena mistit~

mul~tiplikativni� xum, �ki� sutt
vo zmin�
 kar-

tinu perehodu. Z'�sovano, wo sistema zazna
 pere-

hodu, �kwo qas korel�
iÝ kol~orovogo xumu perevi-

wu
 graniqne znaqenn�. Osoblivist~ 
~ogo perehodu

pol�ga
 v tomu, wo pri malomu qasi korel�
iÝ vin

ma
 reversivni� harakter | pri zrostanni pokaz-

nika mul~tiplikativnogo xumu sistema rozupor�d-

kovu
t~s�, a potim znovu vpor�dkovu
t~s�.

U rozdili II.C pokazano, wo stepeneva forma mul~-

tiplikativnoÝ funk
iÝ vipliva
 z la�ran�evogo for-

malizmu, de samopodibnist~ viznaqa
t~s� invari�nt-

nist� sistemi wodo dilata
iÝ. Formal~no� osnovo�

vikoristanogo pidhodu 
 pohidna D�eksona, �ka vi-

znaqa
 vari�
i� funk
iÝ ne stosovno do zmiwenn� ar-

�umentu, a wodo �ogo dilata
iÝ. Pokazano, wo umova

invari�ntnosti la�ran�i�na ta disipativnoÝ funk-


iÝ potrebu
 vidov�enn� qasovoÝ pohidnoÝ za rahu-

nok obernenogo qasu relaksa
iÝ, zumovlenogo zovnix-

nim vplivom, todi �k pohidna D�eksona vidov�u
-

t~s� efektivnim kalibruval~nim polem. Anal�z vid-

povidnih rivn�n~ O�lera dl� konservativnoÝ sistemi

pokazu
, wo sta
ionarni� stan realizu
t~s� pri vi-

konanni umovi kalibruvann�, zgidno z �kim pohidna

D�eksona vid kalibruval~nogo pol� dorivn�
 nulev�.

V 
~omu vipadku sistema popada
 v samopodibni�

sta
ionarni� stan, wo harakterizu
t~s� rozpodilom

Callisa. Pri pereviwenni qasu relaksa
iÝ, �ki� vi-

znaqa
t~s� neaditivnist� sistemi, vidbuva
t~s� pe-

rehid v aditivni� stan, pri �komu umova samopodib-

nosti poruxu
t~s� zgidno z eksponen
i�l~nim zako-

nom.

Dl� zabezpeqenn� zamknenogo vikladu v Dodatku

mi z�brali neobh�dn� v�domost� pro funk
�Ý M�ttaga{
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L
fl
ra ta Foksa, drobov� �nte�ral � poh�dnu, a ta-

ko� poh�dnu D�eksona ta ÝÝ uzagal~nenn� na drobo-

vi� por�dok.
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Ris. 1. Zakoni ruhu vzdov� osi x pri zviqa�ni� di-

fuziÝ (� = 2, � = 1), pol~otah L
vi (� < 2, � = 1) ta

subdifuziÝ (� = 2, � < 1).

I. ANOMAL^NA DIFUZ��

Dobre v�domo, wo pro
es difuz�Ý zvodit~s� do vi-

padkovih blukan~ qastinki, pri �kih seredn
 zna-

qenn� ÝÝ koordinati zalixa
t~s� nezm�nnim, a dis-

pers�� monotonno zrosta
 �z qasom: hx(t)i = 0, hx

2

i /

t

2H

. Pri broun�vs~k�� difuz�Ý pokaznik Gersta nabu-

va
 zviqa�nogo znaqenn� H = 1=2, �ke v�dpov�da
 l�-

n��nomu zrostann� dispers�Ý. U pro
es� superdifuz�Ý

qastinka mo�e zd��sn�vati stribki dov�l~noÝ dov-

�ini (tak zvan� pol~oti L
v�), na�vn�st~ �kih p�d-

viwu
 pokaznik Gersta do znaqen~ H > 1=2 [1℄. Pro-

tile�ni� vipadok subdifuz�Ý zabezpequ
t~s� na�v-

n�st� pastok, zavd�ki �kim qastinka mo�e zd��sn�-

vati stribki t�l~ki v diskretn� momenti qasu. Ce

viklika
 upov�l~nenn� pro
esu difuz�Ý, �ke v�dobra-

�a
t~s� zni�enn�m pokaznika Gersta do H < 1=2 [2℄.

R�znu prirodu poved�nki sistemi pri broun�vs~komu

rus�, a tako� pri pro
esah super- ta subdifuz�Ý vidno

z ris. 1, na �komu podan� zakoni ruhu x(t) vzdov�

osi x, wo oder�ano qisel~nim model�vann�m: �kwo

pri zviqa�n�� difuz�Ý kriva x(t) neperervna (hoqa

du�e lamana), to pri superdifuz�Ý vona ma
 rozrivi

vzdov� osi koordinat x, a pri subdifuz�Ý | vzdov�

osi qasu t.

Ris. 2. Tra
ktoriÝ dvovimirnih blukan~ pri zviqa�ni�

difuziÝ (� = 2, � = 1), pol~otah L
vi (� < 2, � = 1) ta

subdifuziÝ (� = 2, � < 1).

V�dpov�dn� dvovim�rn� tra
ktor�Ý, naveden� na

ris. 2, pokazu�t~, wo pri broun�vs~kih blukann�h

qastinka gusto pokriva
 prost�r, na�vn�st~ pol~o-

t�v L
v� pri superdifuz�Ý privodit~ do klasteriza
�Ý

tra
ktor�Ý, a pri subdifuz�Ý vona ma
 vigl�d zb�l~-

xenogo fra�menta broun�vs~koÝ tra
ktor�Ý.
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U rozd�l� I.A mi poka�emo, wo na�vn�st~ 
ih osob-

livoste� privodit~ do drobovih pokaznik�v u fur'
-

laplas�vs~kih obrazah funk
�Ý rozpod�lu polo�en~

qastinki. Zg�dno z rozd�lom I.B pol~oti L
v� pri-

vod�t~ do drobovoÝ poh�dnoÝ za koordinato�, tod� �k

na�vn�st~ pastok zni�u
 por�dok poh�dnoÝ za qasom

(rozd�l I.C). Vikoristann� vlastivoste� samopod�b-

nosti dozvol�
 vstanoviti zv'�zki m�� por�dkami


ih poh�dnih, pokaznikom Gersta ta fraktal~no� vi-

m�rn�st� fazovogo prostoru sistemi. Osk�l~ki �ogo

fraktal~na struktura pol�ga
 v zdatnost� stvor�-

vati klasteri r�znih �
rarh�qnih r�vn�v, to pro
es

difuz�Ý sklada
t~s� �z dvoh stad��: (i) mezoskop�q-

noÝ, pri �k�� qastinka zd��sn�
 perem�wenn� vsere-

din� klastera (
� stad�� rozgl�nuto v rozd�lah I.A

| I.C); (ii) makroskop�qnoÝ,wo v�dpov�da
 ob'
dnann�

klaster�v.Rozd�l I.D prisv�qeno opisov� �
rarh�qnogo

pro
esu difuz�Ý na ostann�� stad�Ý. U rozd�l� I.E pro-

anal�zovano poved�nku sistemi pri r�znih spoluqen-

n�h por�dk�v poh�dnih za koordinato� ta qasom.

A. �k pere�ti v�d normal~noÝ do anomal~noÝ

difuz�Ý

Na�popul�rn�xim ta na�prost�xim prikladom

stohastiqnogo pro
esu 
 vipadkove blukann� qas-

tinki, wo demonstru
 pro
es broun�vs~koÝ difuz�Ý.

Navedemo osnovn� v�domost�, �k� dozvol��t~ u�viti

zviqa�ni� difuz��ni� pro
es, a pot�m uzagal~nimo

na anomal~nu difuz��.

Neha� u poqatkovi� moment qasu t = 0 qastinka

znahodit~s� v toq
� r = 0. Tod� gustina �mov�rnosti

P (r; t) popadann� v toqku r u moment qasu t viznaqa-


t~s� r�vn�nn�mi

_

P (r; t) = Dr

2

P (r; t); P (r; 0) = Æ(r); (1)

de D| koef�
�
nt difuz�Ý.L�n��ni� harakter dozvo-

l�
 oder�ati rozv'�zok za dopomogo� peretvorenn�

Fur'


P (r; t) =

1

N

X

k

P

k

(t)e

ikr

; (2)

de N ! 1 | k�l~k�st~ mo�livih polo�en~ qas-

tinki; k | hvil~ovi� vektor. Elementarne �nte�-

ruvann� privodit~ do debaÝvs~koÝ eksponenti dl�

fur'
-obrazu gustini �mov�rnosti:

P

k

(t) = exp

�

�

t

�

k

�

; �

k

� (Dk

2

)

�1

: (3)

Rozb��n�st~ qasu relaksa
�Ý �

k

u kontinual~n�� gra-

ni
� k! 0 oznaqa
 upov�l~nenn� difuz�Ý na velikih

masxtabah. P�dstavl��qi (3) u poperedn� formulu

ta vikoristovu�qi pereh�d

X

k

) V

Z

dk

(2�)

d

; (4)

de V | ob'
m d-vim�rnogo difuz��nogo prostoru,

oder�u
mo �auss�vs~ki� rozpod�l

P (r; t) =

1

(2��

2

)

d=2

exp

�

�

r

2

2�

2

�

; � �

p

2Dt; (5)

de seredn~okvadratiqne zm�wenn� � korenevim qinom

zb�l~xu
t~s� z� zrostann�m qasu t. Vigl�d zale�-

nosti (5), navedenoÝ na ris. 3, pokazu
,wo z� zb�l~xen-

n�m qasu poqatkova gustina �mov�rnosti P (r; 0) =

Æ(r) rozxir�
t~s� na vs~omu prostor�.
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Ris. 3. Prostorovo-qasova zale�nist~ gustini �movir-

nosti pri �aussivs~komu rozpodili.

Difuz��ni� pro
es (1) mo�na podati v �nte�ral~-

n�� form�

P (r; t) = Æ(r) + D

t

Z

0

r

2

P (r; t

0

)dt

0

: (6)

Rozv'�zann� 
~ogo r�vn�nn� dos�ga
mo vikoristan-

n�m peretvorenn� Laplasa

P

k

(t) =

1

2�i

s+i1

Z

s�i1

P

k

(u)e

ut

du; (7)

de kontur �nte�ruvann� vibira
mo tak, wob us� po-

l�si rozm�wuvalis� l�v�xe v�d pr�moÝ <s = 
onst.

P�dstanovka rozv'�zku

P

k

(u) =

1

u+ Dk

2

(8)

v (7) privodit~ do debaÝvs~koÝ zale�nosti (3).
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Osobliv�st~ zviqa�nogo pro
esu difuz�Ý pol�ga


v tomu, wo qastinka za bezme�no mali� �nterval

qasu zd��sn�
 vipadkov� zm�wenn� v bezme�no bli-

z~ku toqku (div. ris. 1). Zagalom na�vn�st~ pastok

mo�e privoditi do togo, wo stribki zd��sn��t~s�

t�l~ki v diskretn� momenti qasu. Taki� pro
es nazi-

va
t~s� subdifuz�
� ta poda
t~s� �mov�rn�st� 	(t)

zd��sniti stribok za �nterval qasu t. Okr�m togo, qas-

tinka mo�e zd��sn�vati stribki dov�l~noÝ dov�ini

(pol~oti L
v�), wo spriqin�
 priskoreni� pro
es

superdifuz�Ý. ÕÝ �ntensivn�st~ zada
t~s� �mov�rn�st�

W (r � r

0

) stribka �z r

0

v r. U rezul~tat� �nte�ral~ne

r�vn�nn� (6) 
 takim:

P (r; t) =

0

�

1�

t

Z

0

	(t

0

)dt

0

1

A

Æ(r)

+

t

Z

0

	(t � t

0

)

r

Z

0

W (r� r

0

)P (r

0

; t

0

)dt

0

dr

0

: (9)

Perehod�qi do transformant Fur'
{Laplasa, oder-

�u
mo rozv'�zok

P

k

(u) =

1�	(u)

u[1�	(u)W

k

℄

; (10)

�ki� nabuva
 formi (8) za umovi

1�W

k

Dk

2

=

1� 	(u)

u	(u)

= 
onst � �; (11)

osk�l~ki perxi� viraz zale�it~ v�d k, a drugi� |

v�d u. U rezul~tat� dl� �ntensivnoste� stribk�v ot-

rimu
mo

W

k

= 1� D�k

2

;

1

	(u)

= 1 + �u: (12)

Takim qinom, zviqa�ni� pro
es difuz�Ý harakte-

rizu
t~s� kvadratiqno� zale�n�st� v�d hvil~ovogo

vektora k ta l�n��no� v�d kompleksnoÝ qastoti u.

Zagalom zale�nost� (12) ma�t~ neanal�tiqni� vi-

gl�d

W

k

= 1�

�

p

D� jkj

�

�

;

1

	(u)

= 1 + (�u)

�

; (13)

de � � 2, � � 1 | de�k� pokazniki. U prostorovo-

qasovomu vira�enn� zale�nost�m (13) v�dpov�da�t~

asimptotiki

W (s) � jsj

�(d+�)

; 	(t) � t

�(1+�)

s; t!1; (14)

de s = r � r

0

| vektor zm�wenn�, d | vim�rn�st~

prostoru. �z urahuvann�m (13) rozpod�l (10) nabuva


vigl�du

P

k

(u) =

�

u+ (D

�

2

�

�

2

��

)jkj

�

u

1��

�

�1

: (15)

P�dstavl��qi (15) u (7) ta vikoristovu�qi formulu

�(z)�(1 � z) = � 
s
(�z); z � ��n, oder�u
mo fur'
-

obraz

P

k

(t) = E

�;1

[�(D

�

2

�

�

2

��

)jkj

�

t

�

℄; (16)

vira�eni� qerez funk
�� M�tta�a{L
ffl
ra (A.2).

Zg�dno z perxim r�vn�nn�m (A.3) pri � = 1 ma
mo

rozpod�l

P

k

(t) = exp[�(D

�

2

�

�

2

�1

)jkj

�

t℄; (17)

�ki� zvodit~s� do (3) pri � = 2. Z �nxogo boku, r�v-

n�nn� (A.4), (A.5) da�t~ asimptotiki

P

k

(t) �

1

�(�)

�

1� �

�1

(D

�

2

�

�

2

�1

)jkj

�

t

�

; jkj

�

t! 0;

(18)

P

k

(t) / jkj

�2�

t

�2

; � = 1; jkj

�

t!1: (19)

� narext�, provod�qi fur'
-peretvorenn�, dl� od-

novim�rnogo vipadku znahodimo

P (x; t) =

1

�z

1

t

�=�

1

X

n=0

�(1 + n�)

�(1 + n�)

� 
os

h

�

2

(1 + n�)

i

(�1)

n

z

n�

; (20)

de vvedeno poznaqenn� z = x=t

�=�

. Por�vn�nn� oder-

�anogo virazu z rozpod�lom �aussa (5) pokazu
, wo

pereh�d do zagal~nogo vipadku spriqin�
 zam�nu qa-

sovoÝ zale�nosti

p

t na t

�=�

. U grani
� x� t

�=�

oder-

�u
mo asimptotiku

P (x; t) �

1

�

�(1 + �)

�(1 + �)

sin

�

��

2

�

x

�(1+�)

t

�

; (21)

�ka znika
 pri � = 2.

Urahovu�qi skladn�st~ zagal~nogo virazu (20), do-


�l~no rozgl�nuti okremo vipadki superdifuz�Ý (� =

1, � 6= 2) ta subdifuz�Ý (� 6= 1, � = 2).

B. Superdifuz��ni� re�im

Budemo vihoditi z osnovnogo k�netiqnogo r�vn�nn�

(master equation) dl� gustini �mov�rnosti v odnovi-
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m�rnomu vipadku

�

�P (x; t)

�t

=

Z

[W (y; x)P (y; t)�W (x; y)P (x; t)℄dy;

(22)

de � | qas relaksa
iÝ, a gustina rozpod�lu W (x; y)

�ntensivnosti perehod�v �z x v y zadovol~n�
 umovu

parnosti W (x; y) = W (y; x). Ce dozvol�
 perepisati

�nte�rodiferen
��l~ne r�vn�nn� (22) tak:

�

�P (x; t)

�t

=

Z

[P (x+ s; t)� P (x; t)℄W (s)ds; (23)

de s � y � x | zm�wenn� qastinki. Zv�dsi u fur'
{

prostor� oder�u
mo

�

�P

k

�t

= (W

k

� 1)P

k

; (24)

de vrahovano umovu normuvann�

+1

Z

�1

W (s)ds = 1: (25)

R�vn�nn� (24) privodit~ do fur'
-laplas�vs~kogo ob-

razu (10), �kwo �ntensivnost� perehod�v zada�t~s�

virazami (13) z � = 1 ta asimptotiko� (14).

Na�vn�st~ ne
�logo pokaznika � hvil~ovogo qisla

k v r�vn�nn�h (24), (13) oznaqa
 v pr�momu x-prostor�

poh�dnu drobovogo por�dku $ (div. dodatok B)

D

$

x

f(x) �

�

$

�x

$

f(x) = �

Z

�

$

f(�)e

�x

d�; (26)

de f(x) | dov�l~na funk
�� ta provedene anal�tiqne

prodov�enn� u�vnogo qisla ik na kompleksnu plo-

winu �. Tod� algebraÝqne r�vn�nn� (24) peretvor�
-

t~s� u drobovo{diferen
��l~ne:

�

�t

P (x; t) = D

�

2

�

�

2

�1

D

�

x

P (x; t); (27)

�ke zvodit~s� do (1) pri � = 2.

Rozv'�zku r�vn�nn� (27) dos�ga
mo v me�ah metodu

Fur'
, de gustinu �mov�rnosti zapisu
mo �k

P (x; t) = �(x) (t): (28)

Qasova zale�n�st~ nabira
 eksponen
��l~nogo harak-

teru

 (t) =  (0) exp(�t=� ): (29)

Tod� dl� funk
�Ý �(x) oder�u
mo r�vn�nn�

D

�

x

�(x) = �`

��

�(x); ` �

p

D� : (30)

�ogo rozv'�zku dos�ga
mo zavd�ki peretvorenn�m

Laplasa ta Mell�na [3℄

�(u) = L(�(x); u) �

1

Z

0

�(x)e

�ux

dx; (31)

�(s) =M(�(x); s) �

1

Z

0

�(x)x

s�1

dx: (32)

Zv'�zok m�� nimi zada
mo r�vn�nn�m

M(�(x); s) =

1

�(1� s)

M(L(�(x); u); 1� s): (33)

Dl� odnor�dnoÝ funk
�Ý oder�u
mo

M(�(Ax

a

); s) =

1

a

A

�s=a

M(�(x); s=a);

A; a = 
onst > 0: (34)

Zastosuvann� peretvorenn� Laplasa (31) da
 ta-

ki� rozv'�zok r�vn�nn� (30):

�(u) =

�(0)

`

��

+ u

�

: (35)

�z urahuvann�m zv'�zk�v (34), (33) transformant

Mell�na nabira
 formi

�(s) = �(0)

`

(��1)+s

�

�(

1�s

�

)�(1�

1�s

�

)

�(1� s)

; (36)

de � > 1, 
 > 0. �nvertu�qi (36), v�dpov�dno do vi-

znaqenn� (A.8), oder�u
mo zale�n�st~, wo zvodit~s�

do funk
�Ý Foksa (div. dodatok A):

�(x) = �(0)

`

��1

�

H

11

12

 

x

`

(1�

1

�

;

1

�

)

(1�

1

�

;

1

�

) (0; 1)

!

: (37)

Zg�dno z (A.6) vona mo�e buti podana r�dom

�(x) = �(0)x

��1

1

X

n=0

[�(x=`)

�

℄

n

�(n�+ �)

; (38)

ot�e, pri x! 0 ma
mo ske�l�n�

�(x) � x

��1

: (39)

V�dpov�dno do (A.2) sumu v (38) poda
mo �k uzagal~-

nenu funk
�� M�tta�a{L
ffl
ra E

�;�

(z), de ar�u-

mentom 
 �(x=`)

�

.
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Takim qinom, zagal~ni� rozv'�zok drobovo-dife-

ren
��l~nogo r�vn�nn� Fokkera{Planka 
 takim:

P (x; t) = Z

�1

e

�t=�

x

��1

E

�;�

[�(x=`)

�

℄ ; (40)

de Z � [ (0)�(0)℄

�1

| stala normuvann�, wo v�d�-

gra
 rol~ statistiqnoÝ sumi sta
�onarnogo rozpod�lu,

�ki� real�zu
t~s� pri t � � . V�dpov�dno do perxogo

r�vn�nn� (A.3) viraz (40) u grani
� � ! 1 peretvo-

r�
t~s� v debaÝvs~ku eksponentu za koordinato� x.

Dal� mi dovedemo, wo v 
~omu vipadku pokaznik Ger-

sta H = 1 ta real�zu
t~s� bal�stiqni� re�im, pri

�komu seredn~okvadratiqne zm�wenn� l�n��no zros-

ta
 �z qasom. Pri malih ta velikih znaqenn�h koor-

dinati graniqn� virazi funk
�Ý M�tta�a{L
ffl
ra

(A.4), (A.5) da�t~ asimptotiqn� rozpod�li

P (x; t) �

Z

�1

�(�)

e

�t=�

x

��1

; x! 0;

P (x; t) � e

�t=�

x

�(1+�)

; x!1:

(41)

Oder�an� virazi pokazu�t~, wo gustina �mov�rnosti

zb�ga
t~s� do nul� u grani
� x ! 0, �k x

��1

; � � 1.

Va�liv�xim 
 poved�nka na velikih v�dstan�h x, os-

k�l~ki vona viznaqa
 veliqinu dispers�Ý

hx

2

i �

L

Z

0

x

2

P (x) dx � L

2��

; (42)

de L!1| parametr obr�zuvann�, �ki� viznaqa
mo

dal~n�st� maksimal~nogo pol~otu L
v�. Zv�dsi vi-

pliva
 osnovna vlastiv�st~ superdifuz�Ý: pri � < 2

dispers�� sta
 bezme�no�, a v protile�nomu vi-

padku anomal~ni� harakter difuz�Ý ne privodit~ do

ÝÝ rozb��nosti.

Veliqinu pokaznika � ta �ogo f�ziqne znaqenn�

mo�na z'�suvati �z qasovoÝ zale�nosti koordi-

nati x(t). �z 
�
� meto� zruqno zapisati r�vn�nn�

Fokkera{Planka �k r�d Kramersa{Mo�la

�

�t

P (x; t) =

1

X

n=1

1

n!

�

�

�

�x

�

n

M

n

P (x; t); (43)

�ki� oder�u
mo rozvinenn�m �mov�rnosti P (x+ s; x)

v (23) za zm�wenn�m s. Moment n-go por�dku ma
 vi-

gl�d

M

n

=

Z

s

n

W (s) ds: (44)

Urahovu�qi asimptotiku (14), dl� sili f � M

1

ta

koef�
�
nta difuz�Ý D �M

2

oder�u
mo

f � x

1��

; D � x

2��

: (45)

Virazi (45) dozvol��t~ otrimati qasov� zale�-

nost� seredn�h veliqin na p�dstav� r�vn�nn� Lan�e-

vena

_x = f(x) +

p

D(x)�(t); (46)

de �(t) | b�li� xum �z standartnimi vlastivost�mi

h�(t)i = 0; h�(t)�(t

0

)i = Æ(t� t

0

): (47)

Provod�qi userednenn� r�vn�nn� (46), ma
mo

d

dt

hxi = hf(x)i � hx

1��

i: (48)

Funk
�� rozpod�lu P (x; t), wo harakterizu
t~s� ste-

penevo� asimptotiko� (41) pri x!1, dozvol�
 vi-

koristati prosti� zv'�zok

hx

$

i ' hxi

$

(49)

pri obqislenn� drobovogo momentu dov�l~nogo po-

r�dku $ > 0. Tod� r�vn�nn� (48) nabuva
 prostogo

vigl�du, �ki� privodit~ do eksponenti Call�sa

hx(t)i =

�

1� �

t

�

�

1

�

: (50)

U grani
� �! 0 vona ma
 debaÝvs~ki� vigl�d, z �kogo

vipliva
, wo stala �nte�ruvann� � v�d�gra
 rol~ qasu

relaksa
�Ý. Dl� � = 2 pri t� � oder�u
mo korenevu

zale�n�st~, wo vlastiva zviqa�n�� difuz�Ý. Zagalom

zale�n�st~ (50) vigl�da
 �k sp�vv�dnoxenn� Gersta,

hx(t)i / t

H

, de H | pokaznik, pov'�zani� �z vnutr�x-

n~o� fraktal~no� vim�rn�st� D fazovogo prostoru

[4℄,

H =

1

D

: (51)

U rezul~tat� prihodimo do virazu pokaznika funk
�Ý

rozpod�lu � qerez vnutr�xn� fraktal~nu vim�rn�st~

D mno�ini toqok fazovogo prostoru, �ki� v�dobra-

�a
 zakon ruhu x(t) [5℄:

� = D: (52)

Pri zviqa�n�� difuz�Ý (� = 2) kriva x(t) hoqa 
 la-

mano�, ale neperervno�, tak wo fazova tra
ktor��

zapovn�
 vs� toqki prostoru, � �ogo vnutr�xn� vi-

m�rn�st~ D = 2. Pol~oti L
v� pri � < 2 privo-

d�t~ do stribk�v uzdov� koordinati x, �k� zumovl�-

�t~ utvorenn� klaster�v posl�dovnih polo�en~ qas-

tinki, wo zmenxu�t~ vnutr�xn� fraktal~nu vim�r-

n�st~ do znaqenn� �. � narext�, pri � > 2 kriva x(t)
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rozpliva
t~s� v puqok, na�vn�st~ �kogo, odnak, ne zu-

movl�
t~s� pro
esom difuz�Ý, osk�l~ki v hod� svo
Ý

evol�
�Ý sistema mo�e real�zuvati lixe 
dini� za-

kon x(t). U zobra�enn� fazovogo prostoru 
e v�dobra-

�a
t~s� na tomu, wo �ogo vim�rn�st~ ne mo�e perevi-

wuvati znaqenn� D

max

= 2. U rezul~tati dinamiqni�

pokaznik z � H

�1

pov'�zani� z indeksom L
vi � riv-

n�nn�mi (div. ris. 4)

z � H

�1

=

�

� pri � < 2;

2 pri � � 2:

(53)

1 2
1.0

1.5

2.0

z     H
 - 1

α
Ris. 4. Zale�nist~ dinamiqnogo pokaznika z ta oberne-

nogo pokaznika Gersta H

�1

vid indeksu L
vi �.

Pri simetriqnomu rozpod�l� �ntensivnosti strib-

k�v W (x; y) = W (y; x) neparn� momenti (44) toto�no

dor�vn��t~ nulev�, � poved�nka sistemi zobra�a
t~s�

r�vn�nn�m ruhu dl� momentu drugogo por�dku:

d

dt

hx

2

i � hx

2��

i: (54)

Vono vipliva
 z virazu (46) ta viznaqenn� stohastiq-

nogo diferen
��lu [6℄ dx �

p

D dt � podann� dx

2

�

(x + dx)

2

� x

2

= 2x dx + (dx)

2

. Povtor��qi roz-

rahunki, proveden� dl� momentu perxogo por�dku,

znovu prihodimo do rezul~tatu (52). Okr�m togo, zna-

hodimo zv'�zok

D = 2(1� a) (55)

fraktal~noÝ vim�rnostiD z pokaznikom a, wo vizna-

qa
 koordinatnu zale�n�st~ koef�
�
nta difuz�Ý

D = x

2a

: (56)

�k v�dznaqeno u vstup�, stepenevi� harakter 
�
Ý za-

le�nosti v�dobra�a
 samopod�bn�st~ sistemi, a v�d-

m�nn�st~ pokaznika a v�d nul� oznaqa
 mul~tipl�ka-

tivni� harakter xumu.

Zauva�imo, wo sta
�onarni� rozv'�zok r�vn�nn�

Kramersa-Mo�la (43), �ki� u difuz��nomu nabli-

�enn� vrahovu
 dva perxih qleni r�du, ma
 vigl�d

P (x) =

Z

�1

D(x)

exp

�

Z

f(x)

D(x)

�

dx: (57)

Ce� viraz m�stit~ peredeksponen
��l~ni� mno�nik

D

�1

= x

�2a

, �ki� viznaqa
t~s� stepenem (�� 2), wo

ne zb�ga
t~s� z asimptotiko� (39). Odnak taka supe-

reqn�st~ 
 ned��sno�, osk�l~ki dl� samopod�bnih sis-

tem, de sila f(x) ta koef�
�
nt difuz�Ý D(x) zada�-

t~s� virazami (45), bol~
man�vs~ka eksponenta zvo-

dit~s� do l�n��nogo mno�nika x.

Oder�ane viwe sp�vv�dnoxenn� (55) v�d�gra
 prin-


ipovo va�livu rol~, osk�l~ki pov'�zu
 geomet-

riqnu harakteristiku | fraktal~nu vim�rn�st~ D

| z� stohastiqno� | pokaznikom mul~tipl�kativ-

nogo xumu a. Proved�mo qisel~ne testuvann� zale�-

nosti (55), vikoristovu�qi zv'�zok (51) z pokaznikom

Gersta H. Budemo vihoditi z r�vn�nn� (46), de na qa-

sovomu �nterval� � sila f = 0, a koef�
�
nt difu-

z�Ý viznaqeno virazom (56). Rozv'�zu�qi 
e r�vn�nn�,

znahodimo zakon difuz�Ý x(t), dl� �kogo vstanovl�-


mo seredn� koordinatu na �nterval� � ta v�dhilenn�

v�d neÝ na menxomu �nterval� t:

hxi

�

=

1

�

�

X

t=1

x(t); Æx(t; � ) =

t

X

u=1

[x(u)� hxi

�

℄: (58)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

5

10

15

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.1

1

10

 

H

a

 

 

Ris. 5. Zale�nist~ pokaznika Gersta H vid pokaznika

mul~tiplikativnoÝ funk
iÝ a.

Pot�m viznaqa
mo rozkid v�dhilenn�

R = max

1�t��

Æx(t; � )� min

1�t��

Æx(t; � ); (59)

normovani� na seredn~okvadratiqne zm�wenn�

S =

 

1

�

�

X

t=1

[x(t)� hxi

�

℄

2

!

1=2

: (60)

Pokaznik Gersta obqisl�
mo zg�dno z viznaqenn�m

[4℄

R

S

/ �

H

: (61)
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U rezul~tat� oder�u
mo zale�n�st~, podanu na ris.

5, de anal�tiqna zale�n�st~H = [2(1�a)℄

�1

pokazana

su
�l~no� l�n�
�. Pri a > 1=2, koli fraktal~na vi-

m�rn�st~ (55) ne pereviwu
 znaqenn� D = 1, sposter�-

ga
mo povni� zb�g qisel~nih danih z anal�tiqnimi.

Odnak pri a < 1=2, D > 1 formula (55) poni�u


fraktal~nu vim�rn�st~.

C. Subdifuzi�ni� re�im

U 
~omu vipadku na�vn�st~ pastok privodit~ do

zni�enn� stepen� qasovoÝ poh�dnoÝ do znaqenn� � < 1,

tak wo k�netiqne r�vn�nn� (22) nabuva
 vigl�du

�

�

�

�

P (x; t)

�t

�

=

Z

W (y; x)P (y; t) dy � P (x; t): (62)

P�dstavl��qi s�di rozv'�zok Fur'
 (28), dl� lapla-

s�vs~kogo obrazu (31) qasovogo mno�nika  (t) znaho-

dimo

 (u) =

 (0)�

1 + (�u)

�

: (63)

Vikoristovu�qi zv'�zki (33), (34), prihodimo do v�d-

pov�dnoÝ transformanti Mell�na

 (s) =  (0)

�

s

�

�

�

1�s

�

�

�

�

1�

1�s

�

�

�(1� s)

: (64)

U rezul~tat� qasova zale�n�st~ funk
�Ý rozpod�lu vi-

gl�da
 �k [7℄

 (t) =

 (0)

�

H

11

12

 

t

�

(1�

1

�

;

1

�

)

(1�

1

�

;

1

�

) (0; 1)

!

; (65)

de z toqn�st� do zam�ni � na � funk
�� Foksa ma


formu, �k u (37). Vikoristovu�qi rozvinenn� (A.6),

oder�u
mo r�d (por. z (38))

 (t) =  (0)

�

t

�

�

�(1��)

1

X

n=0

�

�(t=� )

�

�

n

�(�n + �)

; (66)

�ki�, v�dpov�dno do (A.2), privodit~ do virazu, wo

m�stit~ funk
�� M�tta�a{L
ffl
ra:

 (t) =  (0)

�

t

�

�

�(1��)

E

�;�

�

�(t=� )

�

�

: (67)

Zg�dno z perxim r�vn�nn�m (A.3) funk
�� (67) pere-

hodit~ u debaÝvs~ku eksponentu  (t) =  (0) exp(�t=� )

u grani
� � ! 1. Druge r�vn�nn� (A.3) pokazu
, wo

pri � ! 0 funk
�� (67) pr�mu
 do nul�, �k �. Pri

malih ta velikih znaqenn�h qasu t me�ov� virazi

(A.4), (A.5) funk
�Ý M�tta�a{L
ffl
ra da�t~ asim-

ptotiqn� zale�nost�:

 (t) =

 (0)

�(�)

�

t

�

�

�(1��)

; t� � ;

 (t) �  (0)

�

t

�

�

�(1+�)

; t� �:

(68)

Zagal~ni� vigl�d zale�nosti  (t) pokazani� na

ris. 6, �ki� sv�dqit~, wo pri malih � funk
�� roz-

pod�lu povodit~s� stepenevim qinom, a pri velikih

| eksponen
��l~nim.

Ris. 6. Qasova zale�nist~ funk
iÝ rozpodilu  dl�

superdifuziÝ v napivlogarifmiqnih (a) ta logarifmiq-

nih (b) os�h (krivi 1, 2, 3 vidpovida�t~ pokaznikam

� = 0:1; 0:5; 1:0

Na�vn�st~ pastok zni�u
 por�dok qasovoÝ poh�dnoÝ

ne t�l~ki v k�netiqnomu r�vn�nn� (62), a tako� u v�d-

pov�dnih virazah (48), (54) dl� moment�v:

d

�

dt

�

hxi = hf(x)i;

d

�

dt

�

hx

2

i = hD(x)i: (69)

Anal�z r�vn�n~, oder�anih p�sl� p�dstanovki v 
�

sp�vv�dnoxenn� asimptotik (45), (56), privodit~ do

ske�l�ngu hx

$

i � t

H$

, wo uzagal~n�
 eksponentu

Callisa (50) u grani
� t ! 1. Pri 
~omu pokaznik

Gersta H vira�a
t~s� qerez por�dki poh�dnih �, �

ta pokaznik mul~tipl�kativnogo xumu a r�vn�nn�mi
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H =

�

�

=

�

2(1� a)

; (70)

wo uzagal~n��t~ rezul~tati poperedn~ogo rozd�lu

dl� � 6= 1. Odnak sp�vv�dnoxenn� (52), (55), �k� da�t~

zv'�zok pokaznik�v �, a z fraktal~no� vim�rn�st�D,

zalixa�t~s� nezm�nnimi.

Dl� dovedenn� proved�mo uzagal~nenn� r�vn�nn�

(51) dl� dov�l~nogo pokaznika � 6= 1. Z 
�
� meto�

vim�r��mo dov�inu L krivoÝ,wo zada
 graf�k zale�-

nosti x(t), pokriva�qi ÝÝ v�dr�zkami maloÝ dov�ini l.

�kwo 
�� dov�in� v�dpov�da
 elementarni� �nterval

� vzdov� qasovoÝ osi t, a koordinata x vim�r�
t~s�

v masxtab� a ! 0, to, za teoremo� P�fagora, ma
mo

l =

p

�

2

+ (x=a)

2

. Z �nxogo boku, zg�dno z viznaqenn�m

[4℄, makroskop�qna dov�ina L pov'�zana z m�krosko-

p�qnim masxtabom l sp�vv�dnoxenn�m L / l

1�D

, �ke,

vnasl�dok samoaf�nnosti krivoÝ x(t), zber�ga
 silu

pri zm�n� masxtabu � ! �� , � > 1. Urahovu�qi ske�-

l�n�ove sp�vv�dnoxenn� x(�� ) = �

H

x(� ), zaznaqene

peretvorenn� zm�n�
 m�kroskop�qni� masxtab tak:

l ! l(�) =

p

�

2

�

2

+ �

2H

(x=a)

2

=

p

2�

H

(x=a) / �

H

, de

druge r�vn�nn� zabezpequ
t~s� takim viborom mas-

xtabu a, �ki� por�vn�
 vneski ose� t ta x. �kwo b

kriva x(t) ne mala gorizontal~nih d�l�nok, wo zu-

movl��t~s� popadann�mi qastinki v pastki, to dl�

ÝÝ pokritt� elementarnimi v�dr�zkami vimagalas~ bi

taka Ýh k�l~k�st~, wo dor�vn�
 N = t=�� . Zavd�ki sa-

moaf�nnost� d�� pastok, wo zni�u
 por�dok poh�dnoÝ

za qasom do � < 1, zmenxu
 k�l~k�st~ pokrivnih v�d-

r�zk�v do znaqenn� N = (t=�� )

�

/ �

��

. U rezul~tat�

povna dov�ina krivoÝ sklada
 L = Nl / �

��

�

H

/

l

1�

�

H

. Por�vn��qi ÝÝ z viznaqenn�m L / l

1�D

, znaho-

dimo zv'�zok pokaznika Gersta z vnutr�xn~o� frak-

tal~no� vim�rn�st�:

H =

�

D

; (71)

wo uzagal~n�
 r�vn�nn� (51) pri � 6= 1. P�dstavl�-

�qi s�di sp�vv�dnoxenn� (70), prihodimo do tih sa-

mih zv'�zk�v (52), (55), wo na�vn� pri � = 1. Ce� re-

zul~tat 
 zviqa�nim, osk�l~ki sin�ul�rn�st~ qasovoÝ

poved�nki ne mo�e zumovl�vatis� fraktal~no� vi-

m�rnost�, wo opisu
 geometriqni� prost�r.

D. I
rarhiqna kartina superdifuziÝ

Vin�tkova osoblivist~ pro
esu superdifuziÝ pol�-

ga
 v tomu, wo poslidovni polo�enn� bluka�qoÝ qas-

tinki vidtvor��t~ klasternu strukturu, �ka poda
-

t~s� �k fraktal~na mno�ina z vimirnist� (52), wo

zvodit~s� do pokaznika anomal~noÝ difuziÝ � (div.

ris. 2). Oskil~ki fraktal 
 rezul~tatom i
rarhiq-

noÝ pro
eduri, to mo�na pripustiti, wo povedinka

stohastiqnoÝ sistemi viznaqa
t~s� ne lixe zmiwen-

n�m qastinki v pr�momu prostori, ale � povil~n�-

xo� evol�
i
� klasteriv ÝÝ poslidovnih polo�en~.

�k vidomo, ostann� zvodit~s� do difuziÝ po vuzlah

i
rarhiqnogo dereva, �ke zobra�u
 ul~trametriqni�

prostir.

Rozgl�d, provedeni� u rozdilah I.A ta I.B, dozvo-

liv podati stadi� anomal~noÝ difuziÝ, pov'�zanu z

peremiwenn�m qastinki u pr�momu prostori. Bulo

pokazano, wo na mezoskopiqnih intervalah qasu, koli

ne vinika
 pomitnih zmin klasternoÝ strukturi, po-

lo�enn� qastinki rozpodileni za zakonom L
vi (17).

Tut mi rozgl�nemo nastupnu stadi�, �ka zumovlena

vipadkovimi blukann�mi v ul~trametriqnomu pros-

tori [8℄. Na osnovi uzagal~nenogo rivn�nn� Fokkera{

Planka bude pokazano, wo podibno upovil~neni� re-

laksa
iÝ spinovih stekol na makroskopiqnih interva-

lah qasu klasterna struktura pom�tno zm�n�
t~s�.

Ce privodit~ do asimptotiqnogo rozpodilu za riv-

n�mi i
rarhiqnogo dereva, �ke zvodit~s� do formi

Callisa [9℄.

m =  0

m =  1

m =  2
0 0 0 1 0 2 1 0 1 1 1 2 2 0 2 1 2 2

�

0 1 2

�

n

m < n

m > n

l

Ris. 7. Na�prostixi i
rarhiqni dereva: a | parametri-

za
i� dereva z pokaznikom s = 3, b | bifurka
i�ne derevo

(s = 2).

Za umovi vrahuvann� klasternoÝ strukturi v kine-

tiqnomu rivn�nni (22) gustina �movirnosti P

u

(r; t) ta

intensivnist~ perehodivW

uu

0

(r; r

0

) sta�t~ zale�nimi

vid ul~trametriqnoÝ koordinati u [10℄. Dl� z'�su-

vann� 
i
Ý zale�nosti rozgl�n~mo re�ul�rne i
rar-

hiqne derevo, wo harakterizu
t~s� fiksovanim zna-

qenn�m pokaznika s > 1, �ki� zada
 kil~kist~ gilok,

wo prorosta�t~ z 
~ogo vuzla, ta k�l~k�st� rivn�v

i
rarhiÝ n � 1. Todi ul~trametriqna koordinata u
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poda
t~s� n-znaqnim qislom u sistemi qislenn� z os-

novo� s:

u � u

0

u

1

: : :u

m

: : :u

n�1

; u

m

= 0; 1; : : : ; s� 1 (72)

(div. priklad na ris. 7a). Vidpovidno, intensivnist~

perehodiv zapisu
mo �k stepenevi� r�d

W

uu

0

=

n

X

m=0

W (u

m

� u

0

m

)s

n�m

; (73)

de perxi� dodanok m = 0 vidpovida
 verhn~omu riv-

nev� i
rarhiÝ, �ki� zada
 povedinku vsi
Ý sistemi, a

ostanni� m = n | ni�n~omu, wo vidpovida
 za na�-

dr�bn�x� klasteri. Za viznaqenn�m, vidstan~ mi� toq-

kami u, u

0

sklada
 l 2 [0; n℄ za umovi u

m

= u

0

m

dl� m = 0; 1; : : : ; n � (l + 1), ale u

m

6= u

0

m

dl�

m = n � l; n � l + 1; : : : ; n [11℄. Tomu pri fiksovani�

vidstani l perxi (n � l) dodankiv navedenogo r�du, za

viznaqenn�m, dorivn��t~ nulev�, a ostanni l mist�t~

mno�nik s

n�m

, veliqina �kogo v kontinual~ni� gra-

ni
i s� 1 nabagato menxa, n�� mno�nik s

l

, �ki� mis-

tit~s� v perxomu z dodankiv, wo zalixilis�. U re-

zul~tati z'�sovu
t~s�, wo v stepenovomu r�di golovnu

rol~ vidigra
 
dini� dodanok,wo vidpovida
m = n�l:

W

uu

0

� s

l

= s

n�m

. Podibno mo�na pokazati, wo gus-

tina �movirnosti sklada
 P

u

� s

n�l

= s

m

. Pri pere-

hodi vid re�ul�rnogo dereva do dovil~nogo pokaznik

s sta
 zminno� veliqino�, i, vidpovidno do navedenih

o
inok, intensivnist~ perehodiv W

uu

0

) W (n �m) ta

gustina �movirnosti P

ku

) P

k

(m) nabuva�t~ formi

peretvoren~ Mellina:

W (n�m) �

1

Z

0

W (s)s

n�m

ds;

P

k

(m) �

1

Z

0

P

k

(s)s

m

ds; (74)

de W (s), P

k

(s) | vidpovidni vagovi funk
iÝ.

Kinetiqne rivn�nn�, wo vrahovu
 klasternu struk-

turu, zapisu
mo �k

�

k

_

P

k

(n; t) =

X

m>n

W (m � n)P

k

(n; t)

�

X

m<n

W (n�m)P

k

(m; t); �

k

�

�

p

D� jkj

�

��

�: (75)

Tut perxi� dodanok u pravi� qastini vrahovu
 i
-

rarhiqni� zv'�zok mi� vuzlami ni�nih rivn�v m > n

qerez zadani� n, a vid'
mnik | zv'�zok 
~ogo rivn�

n qerez verhni m < n (div. ris. 7b). Pri oder-

�anni rivn�nn� (75) vikoristano adi�batiqne nabli-

�enn�, v me�ah �kogo blukann� qastinki vidbuva-


t~s� nabagato xvidxe za zminu klasternoÝ struk-

turi, �ka harakterizu
t~s� makroskopiqnim qasom

�

m

(div. ni�qe). Rozviva�qi v r�d gustinu �movir-

nosti za stepen�mi (n�m), v kontinual~ni� grani
i

n � 1 z toqnist� do qlena drugogo por�dku oder�u-


mo

�

k

_

P

k

(n; t) + D

2

q

P

k

(n; t)

=

�

�n

�

F (n)P

k

(n; t)�

�

�n

D(n)P

k

(n; t)

�

; (76)

de vvedeno momenti

F (n) �

X

m<n

(n �m)W (n �m);

D(n) �

1

2

X

m<n

(n�m)

2

W (n�m) (77)

ta veliqinu

D

2

q

�

X

m<n

W (n�m) �

X

m>n

W (m � n); (78)

wo zada
 rizni
� mi� xvidkost�mi vstanovlenn� i
-

rarhiqnogo zv'�zku qerez verhni ta ni�ni rivni. Dali

bude pokazano, wo operator D

q

zvodit~s� do pohidnoÝ

D�eksona z pokaznikom � = (q�1) lnP= ln q (div. do-

datok C). Na vidminu vid zviqa�noÝ pohidnoÝ, �ka vid-

povida
 grani
i q ! 1, pohidna D�eksona zada
 xvid-

kist~ zmini funk
iÝ P (n) ne pri zmiwenn� ar�umentu

dn ! 0, a pri �ogo dilata
iÝ qn i tomu 
 osnovo�

anal�zu samopodibnih sistem [12℄.

Uzagali pri pidsumovuvanni za stanami sistemi ob-

me�enn� m > n, m < n, wo figuru�t~ u (78), 


vidsutnimi, tak wo D

q

= 0 [13℄. Odnak nema
 ni�kih

pidstav pri�mati taki umovi dl� i
rarhiqnih sistem,

de xvidkist~ ustanovlenn� zv'�zku sutt
vo zale�it~

vid togo, �kimi rivn�mi (ni�nimi qi verhnimi) vona

zabezpequ
t~s�. Ce zumovleno neodnoridnist� ul~t-

rametriqnogo prostoru, �ka 
 oqevidno� navit~ z

�ogo geometriqnih obraziv, navedenih na ris. 7. Pri-

�memo anza


D

2

q

� �qP

q�1

k

(n; t)

�

�n

; (79)

�ki� oznaqa
, wo zaznaqena neodnoridnist~ privodit~

do nelini�nogo vnesku �P

q

k

(n; t) do dre�fovoÝ sklado-

voÝ potoku �movirnosti blukan~ po i
rarhiqnomu de-

revu (q, � | dodatni parametri). Z inxogo boku, to�

fakt, wo rizni
� xvidkoste� ustanovlenn� i
rarhiq-

nogo zv'�zku D

2

q

zale�it~ vid gustini �movirnosti

P , oznaqa
 na�vnist~ nelini�nogo zvorotnogo zv'�zku.

Pidstanovka virazu (79) u rivn�nn� (76) privodit~ do

takogo vigl�du kinetiqnogo rivn�nn� superdifuziÝ:
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�

k

_

P

k

(n; t) =

�

�n

(

[F (n)P

k

(n; t)� �P

q

k

(n; t)℄

�

�

�n

D(n)P

k

(n; t)

)

: (80)

Porivn�no zi zviqa�nimi sistemami [13℄ zverta�t~

na sebe uvagu protile�ni znaki pered difuzi�no� ta

lini�no� dre�fovo� skladovimi,wo zumovleno ober-

nenim viborom znakiv u vihidnomu rivn�nni (75).Pri-

qino� takoÝ obernenosti 
 te,wo avtonomni i
rarhiqni

sistemi (napriklad, b�rokratiqna) ne ru�nu�t~s�,

a samosti�no vidtvor��t~s�. Nagolosimo tako�, wo

nelini�nist~ rivn�nn� (80) ne dozvol�
 vikoristovu-

vati peretvorenn� Mellina (74) podibno do togo, �k


e v�dbuvalos~ pri viznaqenni fur'
-obrazu rivn�nn�

(22).

Pere�d�mo do analizu rivn�nn� (80) dl� F (n) = 0,

D(n) = 
onst, u �komu osnovnu rol~ vidigra
 ne-

lini�na dre�fova skladova. Vidpovidni� sta
ionar-

ni� rozpodil

P (n) = A

�

D

�

+ (q � 1)(n+ 1)

�

�

1

q�1

;

A � (2� q)

�

D

�

+ (q � 1)

�

2�q

q�1

(81)

monotonno zbil~xu
t~s� zi zmenxenn�m n (zbil~xen-

n�m klastera polo�en~ qastinki) ta perehodit~ u

rozpodil Callisa na verhn~omu rivni n = 0, wo harak-

terizu
 vs� sistemu. Z 
~ogo vipliva
, wo q < 1 vid-

povida
 neobme�eno zrosta�qim asimptotikam gus-

tini �movirnosti, tomu dali pripustimo, wo q > 1.

U nesta
ionarnomu vipadku analitiqne dosli-

d�enn� sta
 mo�livim v avtomodel~nomu re�imi,

koli povedinka sistemi zada
t~s� qasovo� zale�-

nist� n




(t) harakternogo masxtabu i
rarhiÝ, a rozpo-

dil imovirnosti poda
t~s� odnoridno� funk
i
�

P (n; t) = [n




(t)℄

��

P(�); � � n=n




: (82)

�kwo vikonu
t~s� umova normuvann�

1

Z

0

P (n; t) dn = 1; (83)

to na�sutt
vixi� vnesok da
 dre�fovi� dodanok, wo

zumovleni� neodnoridnist� ul~trametriqnogo pros-

toru. Todi � = 1, i avtomodel~ni� re�im vstanovl�-


t~s� za umov:

n

q�1




_n




= 
onst �

C

�

k

(84)

ta

(�qP

q�1

� C�)P

0

� CP = 0: (85)

Tut ta ni�qe xtrih oznaqa
 diferen
i�vann� za vid-

povidnim ar�umentom, C | dodatna stala. Rozv'�zok

rivn�nn� (85) ma
 vigl�d P

q�1

= (C=�)� pri t � �

d

,

de �

d

� (�

q�2

=D

q�1

)n

q

�

k

. Pri sumirnost� dre�fovoÝ

ta difuzi�noÝ skladovih (t � �

d

) rozpodil za i
rar-

hiqnimi r�vn�mi sta
 nenormovanim [14℄, tomu dl�

zabezpeqenn� avtomodel~nogo re�imu neobhidno vi-

konati umovi:

�(q � 1)� 1 = 0; n




_n




=

C

�

k

(86)

ta

DP

00

+ (�qP

q�1

�C�)P

0

� �CP = 0: (87)

Rozv'�zok ostann~ogo rivn�nn� harakterizu
t~s�

asimptotikami P

q�1

! (q � 1)

�1

(D=�)�

�1

pri � ! 0

ta P

q�1

! (2C=q�)� pri � ! 1. Perxa realizu
-

t~s� na velikih qasovih masxtabah t � �

m

, �

m

�

(n

2

=C)�

k

, druga | na malih t� �

m

.

Takim qinom, pri F (n) = 0, D(n) = 
onst na po-

qatkovi� stadiÝ t � �

d

vneskom difuzi�noÝ skladovoÝ

mo�na znehtuvati, i rozpodil za rivn�mi normu
t~s�

zviqa�no� umovo�. Pri 
~omu harakterni� masxtab

i
rarhiÝ zrosta
 z qasom za stepenevim zakonom

n

q




= Cq

t

�

k

; (88)

tak wo sutt
vimi sta�t~ use ni�q� rivni. Vidpovidno

gustina �movirnosti zmenxu
t~s� za giperboliqnim

zakonom

P

q�1

(n; t) =

n

q�

�

k

t

(89)

tim xvidxe, qim ni�qe riven~ (zvidsi vipliva
 ta-

ko� q > 1). Perehid na difuzi�nu stadi�, �ki� pri-

skor�
t~s� z pidviwenn�m rivn�, spriqin�
 pri �

d

�

t � �

m

transforma
i� qasovoÝ zale�nosti (88) do

zviqa�nogo korenevogo vigl�du

n




=

r

2C

t

�

k

; (90)

a gustina �movirnosti, �k i ranixe, zmenxu
t~s� za

g�perbol�qnim zakonom (89). Z podal~xim zrostann�m

qasu do makroskopiqnih znaqen~ t � �

m

zale�nist~

n




(t) zalixa
t~s� nezminno�, a rozpodil imovirnosti

vihodit~ na asimptotiku

P (n) �

n

(q � 1)

�

D

n

o

�

1

q�1

; (91)

wo vidpovida
 sta
ionarnomu rozpodilov� (81) pri

n� D=�.
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Za na�vnosti zovnixn~oÝ sili F (n) = 
onst ta

mul~tiplikativnogo xumu, intensivnist~ �kogo D(n)

zale�it~ vid nomera rivn�, zaznaqena povedinka re-

alizu
t~s� lixe na malomu qasi t � n(F � D

0

)

�1

�

k

.

�kwo vikonu
t~s� protile�na umova

n + (F �D

0

)

t

�

k

�

�

�

F �D

0

�

1

q�1

; (92)

to harakterni� masxtab zrosta
 za lini�nim zakonom

n




= C

t

�

k

; (93)

a �movirnist~ spada
, �k

P (n; t) =

�

n+ (F �D

0

)

t

�

k

�

�1

: (94)

Sta
ionarni� rozpodil nabuva
 eksponen
i�l~noÝ

formi

P (n) / D

�1

exp

�

Z

F

D

dn

�

; (95)

�ka poruxu
 aditivnist~. Di�sno, oskil~ki odna � ta

sama zale�nist~D(n) viznaqa
 pro
es difuziÝ �k dl�

vsi
Ý sistemi, tak i dl� ÝÝ qastin A i B, to poruxu
-

t~s� umova mul~tiplikativnosti �movirnoste�

P

A;B

(n) = D(n)P

A

(n)P

B

(n): (96)

Tomu navit~ pri viznaqenni entropiÝ za Bol~
manom

sistema z mul~tiplikativnimxumom ne 
 aditivno�.

Z navedenogo vipliva
, wo pro
es superdifuziÝ

i
rarhiqnoÝ sistemi, �ka ne pidl�ga
 zovnixn~omu

vplivu (F = 0), vidbuva
t~s� neaditivno. U me�ah

vikladenogo pidhodu �k nelini�nist~, tak i zumovlena

ne� neaditivnist~ 
 naslidkom i
rarhiqnoÝ budovi.

Zvidsi vipliva
, wo vil~ni i
rarhiqn� sistemi zav�di

neaditivni.

E. Drobovo-diferen
i�l~ne rivn�nn� ruhu

Ostannim qasom posilenu uvagu priverta�t~ fi-

ziqni sistemi, u �kih prin
ipovu rol~ vidigra�t~

efekti pam'�ti.Taka situa
i� vinika
 pri opisi kon-

densovanogo stanu, dalekogo vid termodinamiqnoÝ riv-

novagi: amorfnih materi�liv, pri strukturni� re-

laksa
iÝ visokotemperaturnih oksidiv nadprovidni-

kiv, pri plastiqni� deforma
iÝ ta ru�nuvanni tver-

dih rozqiniv � martensitnih makrostruktur ta inxe

[11℄. Na�vnist~ pam'�ti pripuska
, wo sila f , �ka di


na sistemu v qas t

0

> 0, privodit~ do potoku J , am-

plituda �kogo viznaqa
t~s� zgortko�

J(t) =

Z

t

0

M (t� t

0

)f(t

0

) dt

0

: (97)

Dl� markivs~kih sistem, u �kih v�dsutn� pam'�t~,

qasova zale�nist~ funk
iÝ pam'�ti M (t � t

0

) ma
 Æ-

pod�bni� vigl�d:

M (t � t

0

) = 
Æ(t � t

0

); (98)

de 
 | pozitivna stala. Pidstavl��qi (98) v (97),

oder�u
mo zv'�zok

J(t) = 
f(t); (99)

zgidno z �kim, za vidsutnosti pam'�ti, na potik J(t) v

moment t vpliv ma
 til~ki sila, wo di
 v to� sami�

moment qasu t. Pri vrahuvanni pam'�ti Æ-funk
i� v

(98) rozmiva
t~s� na xirinu � , prot�gom �koÝ sila

f zdatna di�ti na potik J . Dl� sistem z ideal~no�

pam'�tt� ma
mo � !1, tobto potik J(t) formu
t~s�

vprodov� intervalu t

0

< t diÝ sili f(t

0

) do qasu t.

Formal~no 
e vira�a
t~s� v zastosuvanni �dra inte-

�ral~nogo rivn�nn� (97) u vigl�di

M (t� t

0

) = 
=t; (100)

de vidsutn� zale�nist~ diÝ sili f u moment qasu t

0

, a

funk
i� pam'�ti zadovol~n�
 umovu normuvann�

Z

t

0

M (t� t

0

) dt

0

= 
: (101)

Zv'�zok (97), zapisani� u qasovomu zobra�enni, 


nezruqnim zavd�ki na�vnost� zgortki (inte�rala za

t

0

). Vid neÝ mo�na pozbavitis� zastosuvann�m pere-

tvorenn� Laplasa, �ke dozvol�
 pere�ti vid qasu t

do kompleksnoÝ qastoti u. Pisl� 
~ogo diferen
i�-

l~ne rivn�nn� (97) nabuva
 al�ebraÝqnoÝ formi

J(u) =M (u)f(u): (102)

Laplasivs~ki� obraz markivs~kogo �dra (98), wo vid-

povida
 vidsutnosti pam'�ti, zvodit~s� do konstanti:

M (u) = 
: (103)

Dl� ideal~noÝ pam'�ti z rivn�nn� (100) u grani
�

jujt� 1 otrimu
mo

M (u) = 
=ut: (104)

Takim qinom, vkl�qenn� pam'�ti spriqin�
 trans-

forma
i� stalogo �dra (103) do giperboliqnoÝ formi
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(104).

U zv'�zku �z 
im vinika
 pitann�: �ku rol~ v�d�-

gra
 funk
i� M (u), �kwo pam'�t~ 
 povno�, ale ne

ideal~no�, tobto vona pro�vl�
t~s� na vs~omu qaso-

vomu intervali (0; t), poperedn~omu do t, ale ne pri

vsih momentah qasu t

0

. Oskil~ki stohastiqna sistema


 samopodibno�, to mo�na oqikuvati, wo pam'�t~ pid-

trimu
t~s� v toqkah t

0

, �ki te� sklada�t~ samopo-

dibnu mno�inu. Poka�emo, wo fraktal~na vimir-

nist~ � takoÝ mno�ini 
 miro� zbere�enn� pam'�ti.

Bezposeredni rozrahunki [15℄, wo �runtu�t~s� na

vikoristanni kantorivs~kogo pilu, �ki� 
 na�prosti-

xim prikladom samopodibnoÝ mno�ini, privod�t~ do

rezul~tatu

M (u) = A

�

z

��

; � =

ln s

ln �

�1

; z = (1� �)ut:

(105)

Tut s | indeks galu�enn� vidpovidnogo i
rarhiqnogo

dereva; � < 1 | parametr podibnosti, stala A

�

=

2

��=2

dl� kantorivs~koÝ mno�ini z kil~kist� ele-

mentarnih blokiv s = 2.

Funk
i� pam'�ti (105) zadovol~n�
 umovu samopo-

dibnosti M (�u) = �

��

M (u) z pokaznikom �. Buduqi

fraktal~no� vimirnist� mno�ini Kantora, u toq-

kah �koÝ vkl�qeno pam'�t~, 
e� pokaznik poda
 ki-

l~kisnu miru efektiv vi�vlenn� pam'�ti. D��sno, dl�

poro�n~oÝ mno�ini (� = 0) ma
mo � = 0, � zale�-

nist~ (105) zvodit~s� do staloÝ (103), wo vidpovida


vidsutnosti pam'�ti. Zi zbil~xenn�m parametra podib-

nosti � > 0 pokaznik � tako� zrosta
, i laplasiv-

s~ka transformanta (105) sta
 funk
i
�, wo xvidko

zrosta
. Graniqne znaqenn� � = s

�1

parametra podib-

nosti privodit~ do maksimal~noÝ vimirnosti � = 1,

�ka vidpovida
 ideal~ni� pam'�ti, viznaqenoÝ funk-


i
� (104).

Takim qinom, sistemi iz zalixkovo� pam'�tt�

opisu�t~s� peretvorenn�m Laplasa (105), de zna-

qenn� pokaznika 0 � � � 1 viznaqa
 veliqinu zbe-

re�enn� pam'�ti. Vikoristovu�qi inversne peretvo-

renn�, dl� dvoqasovoÝ funk
iÝ pam'�ti kantorivs~koÝ

mno�ini z s = 2 znahodimo (div. [11℄, [15℄)

M (t�t

0

) =




�

h

p

2(1� �)t

i

��

�(1��)(t�t

0

)

��1

; (106)

de �(1 � �) | gama-funk
i�. Pidstavl��qi (106) v

rivn�nn� (97), oder�u
mo

J(t) =




�

h

p

2(1� �)

i

��

I

�

t

f(t); (107)

de zastosovano viznaqenn� (B.3) drobovogo �nte�rala

v�d sili f(t) [16℄.

Dos� mi vikoristovuvali inte�ral~ne zobra�enn�

efektiv pam'�ti.Poka�emo teper, �k mo�e buti zapi-

sane ekvivalentne diferen
i�l~ne rivn�nn�. Z 
i
�

meto� rozgl�n~mo gustinu rozpodilu n(r; t),wo zberi-

ga
t~s� zgidno z rivn�nn�m neperervnosti

�n

�t

= �rJ; (108)

de potik J podano rivn�nn�m (97). Za vidsutnosti

efektiv pam'�ti zadovol~n�
t~s� rivn�nn� (99), de

silu f podano �k

f = �r�; (109)

� | hemiqni� poten
i�l, a (108) privodit~ do difu-

zi�nogo rivn�nn�

�n

�t

= r(
r�): (110)

Pri vkl�qenn� pam'�ti u pravi� qastini (110) z'�vl�-


t~s� drobovi� inte�ral, wo znaqno uskladn�
 roz-

v'�zann� zadaqi.

Odnak do 
i
Ý problemi mo�na pidi�ti z inxogo

boku, �kwo vrahuvati, wo funk
i� pam'�ti M (t � t

0

)

nabuva
 nul~ovih znaqen~ u pevni momenti qasu t

0

.

Zgidno z rivn�nn�m (97) 
e privodit~ do fiksa
iÝ po-

toku J v (108), wo vidpovida
 zniknenn� xvidkosti

�n=�t. Tomu mo�na pripustiti, wo vtrata pam'�ti

mo�e buti vrahovana ne til~ki fraktal~no� vlasti-

vist� inte�rala potoku (107), a tako� drobovim po-

r�dkom qasovoÝ pohidnoÝ v (108). Budemo vihoditi z

togo polo�enn�, wo rivn�nn� (108) vidpovida
 pov-

ni� vidsutnosti pam'�ti, pri �ki� fraktal~na vimir-

nist~ � = 0. ÕÝ vrahuvann� privodit~ do zrostann�

pokaznika �, todi �k xvidkist~ zmini veliqini n ma


zmenxuvatis�. Ce dozvol�
 pripustiti, wo rivn�nn�

ruhu mo�e buti zapisane u drobovo-diferen
i�l~ni�

formi (div. ni�qe):

D

q

t

n = r(
r�); D

q

t

�

�

q

�t

q

; q = 1��; (111)

de zrostann� parametra pam'�ti � zmenxu
 por�dok

q poh�dnoÝ za qasom.U sistemah z ideal~no� pam'�tt�

(� = 1) qasova pohidna v (111) znika
, wo privodit~

do potoku (99).

Dl� p�dtverd�enn� zv'�zku q = 1 � � budemo vi-

hoditi �z qasovoÝ zale�nosti potoku J / t

��

, �ka

vipliva
 z r�vn�nn� (107) ta viznaqenn� (B.3), �kwo

v ostann~omu provesti zam�nu t

0

! t� . Pidstavl��qi

taku zale�nist~ u (108), znahodimo rozv'�zok

n / t

1��

; (112)

wo zadovol~n�
 testovane rivn�nn� (111). Ce pid-

tverd�u
 vidpovidnist~ kon
ep
iÝ drobovogo inte�rala

(107) ta drobovo-diferen
i�l~nogo rivn�nn� (111).

Zaslugovu
 na uvagu analog�� oder�anogo zakonu

(112) z geometriqnim sp�vv�dnoxenn�m L / l

1��

, �ke
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vira�a
 dov�inu beregovoÝ l�n�Ý L qerez elementar-

ni� masxtab l. Zv�dsi vipliva
, wo qas t v�d�gra


rol~ dov�ini elementarnogo se�menta l, �ki� pokri-

va
 �-vim�rnu fraktal~nu mno�inu v prostor� sta-

n�v sistemi z pam'�tt�.

Pri fraktal~n�� vim�rnost� � = 0 drobovo-

diferen
��l~ne r�vn�nn� (111) opisu
 neoborotni�

pro
es difuziÝ, u �komu disipa
�� povn�st� podav-

l�
 mikroskopiqnu pam'�t~ wodo obernenosti qasu

t ! �t. C� pam'�t~ z'�vl�
t~s� pri zb�l~xenn�

vim�rnosti �, veliqina �koÝ zada
 qastku kanal�v

mehan�qnogo ruhu, simetriqnih wodo peretvorenn�

t ! �t. Takim qinom, zmenxenn� por�dku pohidnoÝ

q = 1 � � v (111) vidpovida
 vkl�qenn� kanaliv pa-

m'�ti, qastina �kih viznaqa
t~s� fraktal~no� vi-

mirnist� �. Zalixok q = 1 � � kanaliv zabezpequ


neobernenist~ sistemi, wo pov'�zana z disipa
�
�. U

m�kroskop�qnomu vigl�d� nadlixok kanal�v, wo v�d-

pov�da�t~ obernenomu ruhu, poda
mo drobovim ope-

ratorom Liuvill� [15℄

i�h

t

�

�

�

��

�

= [H; �℄ ; (113)

de �h | stala Planka; H | gamil~toni�n; � | neriv-

nova�ni� statistiqni� operator, t | qas evol�-


iÝ makroskopiqnoÝ sistemi; � = t

0

=t | obezroz-

mireni� qas, obme�eni� umovo� � < 1. Drobovo-

diferen
��l~ne r�vn�nn� L�uv�ll� (113) 
 pri�n�t-

n�xim, n�� fenomenolog�qne vrahuvann� disipa
�Ý za

rahunok uvedenn� relaksa
��noÝ skladovoÝ [17℄ abo �

vkl�qenn� bezme�no slabkih d�erel [18℄.

Okremo vid rivn�nn� difuzi�nogo tipu mo�na oqi-

kuvati po�vi drobovoÝ pohidnoÝ v opis� qastinok z

nepru�no� vza
modi
�. Vikonu�qi obqislenn�, po-

dibni do tih, wo privod�t~ do potoku (107), mo�na

pokazati [15℄, wo koli pri ko�nomu zitknenni na qas-

tinku maso� m di
 sila F , to zm�na xvidkosti zada-


t~s� virazom

m(�v) =

h

p

2(1� �)

i

��

t I

�

t

F (t); (114)

viznaqenim za dopomogo� drobovogo inte�rala (B.3).

Analog�qno do difuz��nogo r�vn�nn� perehodu do vid-

povidnoÝ drobovo-diferen
i�l~noÝ formi dos�ga
mo

di
� na viraz (114) operatora D

�

�

, �ki� 
 inversnim

do drobovogo inte�rala I

�

�

. Tod� dl� pru�noÝ sili

F = ��
r

2

r, wo zada
t~s� stalo� �, de 
 | atom-

ni� ob'
m, uzagal~nene transportne rivn�nn� dl� ko-

ordinati qastinki r nabuva
 vigl�du [15℄

D

1+�

�

r+ (
t)

2

r

2

r = 0; (115)

de vikoristano obezrozmireni� qas � = t

0

=t < 1 ta

harakternu xvidkist~




2

=

�


m

h

p

2(1� �)

i

��

: (116)

Rivn�nn� (115) viznaqa
 novi� tip hvil~ovogo ruhu,

wo 
 prom��nim mi� zviqa�no� difuzi
� (� = 0)

ta klasiqno� hvile� (� = 1). Vidpovidno formula

(116) zada
 difuzi�ni� koefi
i
ntD = 


2

t v perxomu

vipadku ta hvil~ovu xvidkist~ 
 | u drugomu.

Harakterna osobliv�st~ drobovo-diferen
i�l~nih

rivn�n~ (111) ta (115) pol�ga
 v tomu, wo voni zada-

�t~ evol�
i� veliqini, umova zbere�enn� �koÝ pri-

vodit~ do pohidnoÝ drugogo por�dku za koordinato�.

Dl� veliqini �, �ka ne zberiga
t~s�, 
i pohidni zni-

ka�t~, tak wo difuzi�ne rivn�nn� (111) peretvor�-


t~s� v uzagal~nene relaksa
i�ne rivn�nn� Landau{

Halatnikova

D

1��

�

� = �(


�

t)�; (117)

a hvil~ove rivn�nn� (115) | v uzagal~nene rivn�nn�

garmoniqnogo os
il�tora

D

1+�

�

� + (!

�

t)

2

� = 0; (118)

de, �k i ranixe, � = t

0

=t | znerozmireni� qas, pa-

rametri 


�

, !

�

/

�
p

2(1� �)

�

��

viznaqa�t~ qas re-

laksa
iÝ 


�1

�

ta qastotu os
il�tora !

�

. Fraktal~na

vimirnist~� zada
 miru zalixkovoÝ pam'�ti. Za ÝÝ vid-

sutnosti (� = 0) �k (117), tak � (118) zvod�t~s� do

na�prostixogo rivn�nn� debaÝvs~koÝ relaksa
iÝ (


0

=

!

2

0

t). Pri ideal~n�� pam'�ti (� = 1) rivn�nn� (117)

virod�u
t~s� do umovi fazovoÝ rivnovagi � = �

0

, a

(118) | do zviqa�nogo rivn�nn� os
il�tora.

Takim qinom, mo�na vid�liti osnovn� tipi r�v-

n�n~ ruhu, �k� vidpovida�t~ riznim re�imam po-

vedinki sistemi.Peredus�m 
e 
 rivn�nn� neperervno-

sti, �ke v�dobra�a
 umovu zbere�enn� k�l~kosti qas-

tinok. Dal� mo�na vid�liti os
il��qu poved�nku,

wo m�stit~ drugu pohidnu za qasom, ta hvil~ovi� re-

�im, �ki� zada
t~s� pohidnimi drugogo por�dku za

qasom ta koordinato�. Termodinamiqna sistema vi-

znaqa
t~s� gidrodinamiqno� modo�, amplituda �koÝ

zvodit~s� do parametra por�dku. Pri 
~omu reaktiv-

ni� re�im poda
t~s� qasovo� poh�dno� drugogo po-

r�dku, a disipativni� | perxogo. Os
il�torne riv-

n�nn� ruhu opisu
 reaktivnu poved�nku parametra

por�dku, wo ne zberiga
t~s�, a hvil~ove | togo, wo

zberiga
t~s�. Poka�emo, wo rozvineni� metod dozvo-

l�
 anal�tiqnim sposobom zv'�zati naveden� re�imi

za rahunok zm�ni por�dk�v poh�dnih [15℄, [19℄.

Ma�qi na uvaz� dosl�d�enn� termodinam�qnoÝ sis-

temi, poqnemo z rivn�nn� neperervnosti _� + rj = 0

dl� pol� parametra por�dku �(r; t), wo harakteri-

zu
t~s� potokom j(r; t). Na v�dm�nu v�d mehan�qnogo

potoku (97), termodinam�qni� pov'�zani� ne �z si-

lo�, a z hemiqnim poten
i�lom �(r; t).U me�ah fur'
-

laplas�vs~kogo zobra�enn� 
e� zv'�zok da
t~s� l�-

n��no� zale�n�st� j

k

(u) = M

k

(u)�

k

(u), de k | hvi-

l~ovi� vektor; u | kompleksna qastota.

Dl� znahod�enn� zale�nosti funk
iÝ pam'�ti

M

k

(u) vid k rozgl�n~mo na�prostixi� odnovimirni�

vipadok seredoviwa u formi se�menta 0 � x � l. Todi
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potik qerez pravu grani
� zada
t~s� virazom

j(l) =

Z

l

0

M (l � x)�(x) dx: (119)

Pripustimo, wo funk
i� M (x) nabuva
 nenul~ovih

znaqen~ u toqkah mno�ini Kantora. Todi pod�bno do

(105) oder�u
mo

M (k) = e

���

�

��

; � = ikl(1� �): (120)

Tut konstanta � = 2

�1

ln 2 = 0:347; �, � ta l | frak-

tal~na vimirnist~, parametr podibnosti ta masxtab

vidpovidno. Vikoristann� (120) ta r�vn�nn� neperer-

vnosti privodit~ do zakonu dispersiÝ

u = B

�

k

q

; q = 1��; � =

ln 2

ln �

�1

; (121)

B

�

� i

1��

e

���

(1� �)

��

l

1��

d�

d�

:

Pri � = 1=2 fraktal~na mno�ina zvodit~s� do kon-

tinuumu (� = 1) � zv'�zok (121) vidpovida
 rivn�nn�

Landau{Halatnikova dl� parametra por�dku, �ki�

ne zber�ga
t~s�. Zmenxenn� parametra pod�bnosti

� < 1=2 zabezpequ
 spadann� fraktal~noÝ vimirnosti

� < 1 toqok, de sposter�ga
mo pro
es upor�dkuvann�,

i privodit~ do zniknenn� dovgohvil~ovih garmonik,

wo vlastiv� parametrov� por�dku, �ki� zber�ga
t~s�.

Odnak nav�t~ maksimal~ne znaqenn� pokaznika q = 1,

wo v�dpov�da
 poro�n�� mno�in� (� = 0, � = 0), vi-

�vl�
t~s� u dva razi menxim, n�� pokaznik 2, vlas-

tivi� dl� parametra por�dku, �ki� zber�ga
t~s�.

Dl� neobh�dnogo pidviwenn� pokaznika v zakoni

dispersiÝ (121) proved�mo uzagal~nenn� pro
eduri po-

budovi fraktala, �ka �runtu
t~s� na stiskann�, wo

zada
t~s� parametrom pod�bnosti � 2 [s

�1

; 0). Z 
�
�

meto� dopovnimo ÝÝ rozt�guvann�m, �ke viznaqa
t~s�

parametrom � 2 [s;1) �z znaqenn�m, wo pereviwu


odini
�. Todi viznaqenn� (105) privodit~ do pozi-

tivnoÝ fraktal~noÝ vim�rnosti � pri � < s

�1

ta

negativnogo znaqenn� � pri � > s. Taki� rozpod�l

znak�v fraktal~noÝ vim�rnosti viznaqa
t~s� funk-


ional~nim rivn�nn�m M (�=�) = s

�1

M (�), �ke zada


peretvorenn� funk
�Ý pam'�t� dl� samopod�bnih sis-

tem. Odnak 
e peretvorenn� mo�e buti podano tako�

zakonom M (��) = sM (�), �ki� v�dr�zn�
t~s� v�d po-

peredn~ogo perehodami � ! �

�1

, s ! s

�1

. Pri 
~omu

fraktal~na vim�rn�st~ u funk
�Ý pam'�t� (120) zm�-

n�
 znak, tak wo ÝÝ viznaqenn� (105) nabuva
 vigl�du

� =

ln s

ln �

: (122)

Vidpovidno dl� zakonu dispersiÝ (121) ma
mo:

u = B

�

k

D

; D = 1 +�; (123)

B

�

� i

1+�

e

��

(� � 1)

�

l

1+�

d�

d�

:

Takim qinom, sta�t~ mo�livimi dva ekv�valen-

tnih p�dhodi, odin z �kih bazu
t~s� na viznaqenn�

fraktal~noÝ vim�rnosti (105), a drugi� | na (122).

Voni v�dr�zn��t~s� �nvers�
� parametra pod�bnosti

� ! �

�1

ta obernen�st� znaka fraktal~noÝ vim�r-

nosti �. V�ddamo perevagu ostann~omu z nih, os-

k�l~ki v�n privodit~ do zviqa�nogo r�vn�nn�

D = 1 +�; (124)

wo pov'�zu
 fraktal~nu vim�rn�st~ � z pokaznikom

D, znaqenn� �kogo viznaqa
 qastku kanal�v, de pa-

rametr por�dku zber�ga
t~s�. Pri � = s

�1

ma
mo

� = �1, wo da
 pokaznik D = 0, �ki� v�dpov�da
 pov-

nomu nezbere�enn� parametra por�dku. Zmenxenn�

� v �nterval� 0 < � < s

�1

privodit~ do zbil~xenn�

fraktal~noÝ vimirnosti � 2 (�1; 0) ta pokaznika

(124),wo qastkovo poruxu
 umovu nezbere�enn�.Pri

� = 0, koli samopod�bna mno�ina 
 poro�n~o� (� =

0), v�dbuva
t~s� pereh�d vid parametra por�dku, wo

ne zber�ga
t~s� (� ! 0), do togo, �ki� zberiga
t~s�

(� !1). Zmenxenn� parametra podibnosti v se�menti

s � � < 1, de fraktal~na vim�rn�st~ nabuva
 pozi-

tivnih znaqen~ 0 < � � 1, zabezpequ
 zb�l~xenn� ki-

l~kosti kanaliv zbere�enn�. � narext�, pri znaqenn�

� = s fraktal~na vim�rn�st~ nabuva
 maksimal~nogo

znaqenn� � = 1, �ke v�dpov�da
 povnomu zbere�enn�

parametra por�dku (D = 2).

Harakterna osobliv�st~ pobudovanoÝ kartini po-

l�ga
 v na�vnost� neanal�tiqnogo perehodu v�d para-

metra, wo ne zber�ga
t~s�, do parametra, wo zber�ga-


t~s�, za rahunok zxivann� grani
~ � ! 0, � !1 v

toq
�, �ka v�dpov�da
 poro�n�� mno�in�. Taku osob-

liv�st~ mo�na vrahuvati zavd�ki vvedenn� uzagal~-

nenogo parametra peretvorenn�

� �

�

� pri � < 1;

��

�1

pri � > 1:

(125)

V�n uzagal~n�
 viznaqenn� absol�tnogo znaqenn� jxj

aditivnoÝ veliqini x na mul~tipl�kativnu veliqinu

�. Tod� viznaqenn� fraktal~noÝ vim�rnosti (122) na-

buva
 vigl�du

� = �sign(ln �)

ln s

ln j�j

; (126)

�ki� zabezpequ
 plavni� pereh�d v�d stiskann� (� <

1) do rozt�guvann� (� > 1). V�dpov�dna zale�n�st~,

wo navedena na ris. 8, vi�vl�
 monotonne spadann�

fraktal~noÝ vim�rnosti � z� zrostann�m uzagal~ne-

nogo pokaznika pod�bnosti � z logarifm�qno� osob-

liv�st� v toq
� � = 0, � = 0.
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Navedena kartina prostorovoÝ poved�nki sistemi

mo�e buti poxirena na qasovu v�s~. D��sno, zg�dno z

[15℄ vkl�qenn� pam'�ti wodo inversiÝ t ! �t spriqi-

n�
 po�vu v (123) pokaznika (1+�

0

) pri qastoti u, de

�

0

| vimirnist~ fraktal~noÝ mno�ini na osi qasu, v

toqkah t �koÝ vkl�qa
t~s� mehaniqna pam'�t~. Taka

mno�ina sklada
t~s� z dvoh d�l�nok: perxa v�dpov�-

da
 transforma
iÝ M (z=�

0

) = s

�1

0

M (z) z � ut(1� �

0

)

pri parametr� pod�bnosti �

0

2 (0; s

�1

0

℄; druga ma
 za-

kon peretvorenn�M (�

0

z) = s

0

M (z), z � ut(�

0

�1) pri

�

0

2 [s

0

;1). Perehid vid d�l�nki stiskann� �

0

� s

�1

0

v d�l�nku rozt�guvann� �

0

� s

0

zdi�sn�
t~s� na po-

ro�n�� mno�ini (�

0

= 0) ta v�dpov�da
 peretvorenn�

korpuskul�rnoÝ pam'�t� u hvil~ovu.

ξ-0.25 0.00 0.25

∆

-0.5

0.0

0.5

_
_

Ris. 8. Vigl�d zale�nosti (126) fraktal~noÝ vim�r-

nosti � v�d uzagal~nenogo parametra peretvorenn� � pri

�ndeks� s = 2.

Takim qinom, zagal~ni� vipadok qastkovogo zbe-

re�enn� parametra por�dku ta neideal~noÝ pam'�ti

qastinki/hvili viznaqa
t~s� zakonom dispersiÝ

u = 


1=(1+�

0

)

(ik)

D

; D =

1 + �

1 +�

0

; (127)


 �

e

��

j� � 1j

�

l

1+�

e

�

0

�

0

j�

0

� 1j

�

0

�

1+�

0

d�

d�

; �

0

; � � 1;

de l ta � | harakterni prostorovo-qasovimasxtabi, a

zale�nist~ vimirnosti �

0

vid parametra �

0

viznaqa-


t~s� rivn�nn�m (126), wo zna�deno dl� prostorovoÝ

komponenti �(�). Tod� drobovo-diferen
i�l~ni riv-

n�nn� ruhu zapisu
mo tak: [20℄

d

D

0

�

dt

D

0

+ i

D

d

D

(
�)

dx

D

= 0: (128)

U l�n��nomu nabli�enn� � / � veliqina 
 sta
 kons-

tanto� ta mo�e buti vinesena z operatora diferen-


��vann�.

U graniqnih vipadkah 
�loqislovih znaqen~ po-

kaznik�v prostorovo-qasovih poh�dnih D

0

ta D l�-

nearizovane r�vn�nn� (128) ohopl�
 osnovn� re�imi

evol�
�Ý seredoviwa. Napriklad, dl� D

0

= 2 ma
mo

hvil~ove r�vn�nn� pri D = 2, zviqa�n� os
il�
�Ý pri

D = 0 i lokal�zovan� pri D = 1. Stala 
 dor�vn�


kvadratov� v�d hvil~ovoÝ xvidkosti, kvadratov� qas-

toti os
il�
�� ta dobutkov� rozm�ru d�l�nki loka-

l�za
�Ý � qastoti os
il�
�� v�dpov�dno. Dl� D

0

= 1

ma
mo r�vn�nn� Landau{Halatn�kova dl� parametra

por�dku, wo zber�ga
t~s� (D = 2), ta parametra po-

r�dku, wo ne zber�ga
t~s� (D = 0), a pri D = 1 |

transportno-hvil~ove r�vn�nn�. U perxomu vipadku

konstanta 
 zvodit~s� do difuz��nogo koef�
�
nta, u

drugomu | do �nversnogo qasu relaksa
�Ý i do qas-

toti hvil� | v tret~omu. � narext�, u statiqnomu

vipadku D

0

= 0 oder�u
mo r�vn�nn� Puassona pri

D = 2, umovu r�vnovagi pri D = 0 ta debaÝvs~ke r�v-

n�nn� ekranuvann� pri D = 1. Tod� 
 zvodit~s� v�d-

pov�dno do kvadrata rad�usa ekranuvann�, �nversnoÝ

spri�n�tlivosti d�=d� ta rad�usa ekranuvann�.

Z navedenogo viwe vipliva
, wo rozvineni� for-

mal�zm dozvol�
 podati ne t�l~ki l�n��n� r�vn�nn�

ruhu, ale � mo�e uzagal~niti Ýh na nel�n��n� vi-

padki ta vrahovuvati visoko-dispers��n� skladov�.

Tak, analog�qno do teor�Ý sol�ton�v [21℄ mo�na pri-

pustiti, wo na dodatok do zna�denih skladovih ni�-

qogo por�dku k

D

D � 1+� pot�k oder�u
 dispers��nu

komponentu k

3+�

1

z pokaznikom �1 � �

1

� 1. Nel�-

n��n�st~ v�dobra�a
t~s� zale�n�st� �(�) hem�qnogo

poten
��lu v�d parametra por�dku. Sl�d tako� ura-

huvati, wo vim�rn�st~ Æ nel�n��nogo kanalu ne zvodi-

t~s� do v�dpov�dnoÝ veliqiniD pri l�n��nomu kanal�.

U rezul~tat� r�vn�nn� (128) nabuva
 vigl�du

d

D

0

�

dt

D

0

+ i

D




0

d

D

�

dx

D

+ �

d

3+�

1

�

dx

3+�

1

+

d

Æ

f(�)

dx

Æ

= 0;

f(�) �

e

�

Æ

Æ

j�

Æ

� 1j

Æ

l

Æ

Æ

e

�

0

D

0

j�

0

� 1j

D

0

�

D

0

de�

d�

; (129)

de stala 


0

v�dpov�da
 � = 0; � > 0 | parametr dis-

pers�Ý; e�(�) | nel�n��ni� vnesok u hem�qni� poten-


��l. Ce r�vn�nn� zvodit~s� do vigl�du Korteve�a de

Vr�za pri D

0

= D = Æ = 1, �

1

= 0 ta f / �

2

, r�vn�nn�

Xredin�era pri D

0

= 1, D = 0, �

1

= �1, Æ = 0,

f = �

3

ta do r�vn�nn� sinus-�ordona pri D

0

= D = 2,

� = 0, Æ = 0, f = sin �. V�domo, wo v me�ah oberne-

noÝ zadaq� teor�Ý rozs��vann�, wo zabezpequ
 sol�ton-

ni� rozv'�zok [21℄, 
� r�vn�nn� zadovol~n��t~ va�-

liv� vlastivost� al�ebraÝqnoÝ simetr�Ý [22℄. U zv'�zku

z 
im vinika
 pitann�: qi bude taka simetr�� pro-

�vl�tis� pri �nxih znaqenn�h por�dk�v poh�dnih D,

D

0

, �

1

ta Æ abo �nxomu vibor� � ta f(�)? Dl� v�d-

pov�d� na 
e pitann� sl�d dosl�diti simetr�� baga-

tovim�rnih fraktal~nih mno�in, ale 
� problema

zalixa
t~s� v�dkrito�.

Zg�dno z [23℄ konformna simetr�� privodit~ do

zv'�zku m�� zaznaqenimi pokaznikami:

270



TEORI� SAMOPOD�BNIH STOHASTIQNIH SISTEM (QASTINA I)

D = D

0

=

2(n� 1)� Æ

2n� Æ

; (130)

de n viznaqa
 nel�n��ni� vnesok f(�) / �

2n�1

(dl� �

4

-

model� Landau z aditivnim xumom n = 2). Pri vkl�-

qenn� mul~tipl�kativnogo xumu, ampl�tuda �kogo

propor
��na �

a

, 0 < a < 1, stup�n~ � dl� vs�h sklado-

vih u (129), okr�m perxoÝ, zmenxu
t~s� na 2a.

II. POL^OVA TEOR��

Za analog�
� do kvantovoÝ teor�Ý pol� [24℄, 
� qas-

tina �runtu
t~s� na pol~ov�� shem�, v me�ah �koÝ

funk
�onal �mov�rnosti rozpod�lu stohastiqnoÝ sis-

temi ma
 eksponen
��l~nu formu z pokaznikom, wo z

toqn�st� do znaka zb�ga
t~s� z funk
�onalom d�Ý. U

rezul~tat� maksimal~na �mov�rn�st~ v�dpov�da
 m�n�-

mal~n�� d�Ý, tak wo v�dpov�dno do rozd�lu II.A na��-

mov�rn�x� znaqenn� ampl�tudi g�drodinam�qnoÝ modi

ta spr��enogo �mpul~su vipliva�t~ z prin
ipu na�-

menxoÝ d�Ý. U rozd�l� II.B bude pokazano, wo pol~ovi�

p�dh�d dozvol�
 vikoristovuvati standartni� metod

samouzgod�enogo pol� dl� opisu stohastiqnih sis-

tem �z mul~tipl�kativnim xumom [25℄. Pri 
~omu

va�livu rol~ v�d�gra
 neodnor�dn�st~, �ka viznaqa


tip sta
�onarnogo stanu: z'�suvalos�, wo zale�no

v�d sp�vv�dnoxenn� harakternih masxtab�v na��mo-

v�rn�x� znaqenn� mo�ut~ zb�gatis� �k do r�vnova�-

nih, tak � do nest��kih stan�v [26℄. �k � v pope-

redn~omu rozd�l�, mi model�
mo mul~tipl�kativni�

xum pokaznikovo� funk
�
� jxj

a

, �ka v�dpov�da
 sa-

mopod�bn�� sistem�. U rozd�l� II.C pokazano, wo ste-

peneva forma mul~tipl�kativnoÝ funk
�Ý vipliva
 z

la�ran�evogo formal�zmu, de samopod�bn�st~ vizna-

qa
t~s� �nvar��ntn�st� sistemi wodo dilata
�Ý [27℄.

Prin
ip na�menxoÝ d�Ý, na �komu �runtu
t~s� nax

rozgl�d, opisu
 poved�nku na��mov�rn�xih znaqen~

kanon�qnih zm�nnih, �k� zada�t~ formu rozpod�lu

�mov�rnosti u fazovomu prostor�. �k v�domo, zm�na

�ntensivnosti xumu mo�e privoditi do �k�snoÝ pe-

rebudovi navedenogo rozpod�lu, wo 
 perehodom, �n-

dukovanim xumom [6℄. Same tak� perehodi mi budemo

dosl�d�uvati u 
~omu rozd�l�. Õh sl�d v�dr�zn�ti v�d

fazovih peretvoren~, wo harakterizu�t~s� sil~n�-

xo� zm�no� funk
�Ý rozpod�lu, pri �k�� vona vtraqa


svo� simetr��. Pri 
~omu pro�vl�
t~s� anomal~na

poved�nka statistiqnih moment�v, �ku opisano v roz-

d�l� III.

U 
�� qastin� nax rozgl�d �runtuvatimet~s� na vi-

koristann� r�vn�nn� Lan�evena (137). Z formal~noÝ

toqki zoru, �ogo sl�d podavati �k stohastiqne dife-

ren
��l~ne r�vn�nn�

dx = f(x)dt + g(x)dw; (131)

de v�ner�vs~ki� pro
es dw � �dt viznaqa
t~s� for-

mulo� dw �

p

dt � dl� sprowenn� rozgl�da
t~s� od-

nor�dna sistema. Odnak Æ-korel~ovani� harakter b�-

logo xumu �(t) ne dozvol�
 povoditis� z r�vn�nn�m

(131) zviqa�no, napriklad, d�liti �ogo na g(x) dl�

viznaqenn� veliqini dw. Z 
�
� meto� sl�d uvesti

dopom��nu zm�nnu y, pov'�zanu z vih�dno� x sp�v-

v�dnoxenn�m dy = dx=g(x). Z �nxogo boku, r�zni�

por�dok determ�n�stiqnoÝ ta stohastiqnoÝ skladovih

potrebu
 vikoristann� stohastiqnogo diferen
��la

�to [6℄:

dy =

dy

dx

dx+

1

2

d

2

y

dx

2

(dx)

2

; (132)

�ki� dozvol�
 vstanoviti zv'�zok m�� zm�nnimi x ta

y. P�dstavl��qi s�di dx, (dx)

2

z (131) ta zber�ga-

�qi skladov� por�dku ne viwe v�d dt, prihodimo do

virazu dw qerez dx ta dt, u �komu determ�n�stiqna

sila nabuva
 efektivnogo znaqenn�

f

ef

= f � gg

0

=2: (133)

Takim qinom, na�vn�st~ b�logo xumu privodit~ do

perenormuvann� sili za rahunok �ogo mul~tipl�ka-

tivnogo harakteru.

A. Viznaqenn� �nte�rala za tra
ktor��mi

Prostorovo-qasova zale�n�st~ ampl�tudi g�drodi-

nam�qnoÝ modi x(r; t), �ka opisu
 sistemu, zada
t~s�

r�vn�nn�m Lan�evena

_x(r; t) = �


ÆF

Æx(r; t)

+ g(x)�(r; t): (134)

Tut krapka oznaqa
 diferen
��vann� za qasom t, r|

prostorova koordinata, 
 | k�netiqni� koef�
�
nt,

determ�n�stiqna sila viznaqa
t~s� funk
�onalom

F =

Z

�

F (x) +

D

2

jrxj

2

�

dr; (135)

de F (x) | pitomi� termodinam�qni� poten
��l; D >

0 | stala neodnor�dnosti;r � �=�r. Vnesok fluktu-

a
��nogo seredoviwa viznaqeno fluktua
��no� fun-

k
�
� �(r; t) z korel�torom b�logo xumu

h�(r; t)�(0; 0)i = �

2

Æ(r)Æ(t): (136)

Dl� provedenn� rozrahunk�v zruqno zd��sniti pe-

reh�d do diskretnogo prostoru. Z 
�
� meto� roz�-

b'
mo sistemu na N domen�v rozm�rom l

0

, p�d �kim

mo�na rozum�ti veliqinu v�l~nogo prob�gu [28℄. Pe-

re�d�mo do bezrozm�rnih veliqin, v�dnos�qi koordi-

natu r do l

0

, qas t do l

2

0

=
D, veliqinu F do D=l

2

0

,

fluktua
�� � do 
D=l

2

0

. U rezul~tat� evol�
��ne r�v-

n�nn� (134) nabuva
 vigl�du

_x = f(x) +r

2

x+ g(x)�; f � ��F=�x: (137)
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Zastosuvann� nabli�enn� ��nzbur�a{Landau (135)

dozvol�
 poklasti masxtab l

0

nabagato menxim v�d

korel�
��noÝ dov�ini r




= D

1=2

j�

2

F=�x

2

j

�1=2

x=0

[29℄.

Dl� k�l~k�snogo opisu sistemi pere�d�mo v�d kon-

tinual~nogo prostoru do diskretnogo za rahunok zob-

ra�enn� �ratkovoÝ model� z krokom h = 1. Tod� stani

sistemi budut~ opisuvatis� naborom skal�rnih zm�n-

nih fx

k

g, k = 1; : : : ; L

d

, viznaqenih na g�perkub�q-

n�� �rat
� dov�ino� L ta vim�rn�st� d. U rezul~tat�

zm�na fx

k

g z qasom t bude zadavatis� sistemo� sto-

hastiqnih diferen
��l~nih r�vn�n~

_x

k

= f(x

k

) +

1

2d

X

j

b

D

kj

x

j

+ g(x

k

)�

k

(t): (138)

Tut mi vveli diskretni� operator Laplasa

b

D

kj

:

r

2

)

X

j

b

D

kj

=

X

j

(Æ

nn(k);j

� 2dÆ

kj

); (139)

de nn(k) viznaqa
 nab�r na�bli�qih sus�d�v [30℄

vuzla k. Okr�m togo, rozbiva�qi qasovi� �nterval

t 2 [0; T ℄ na N v�dr�zk�v dov�ini �t = T=N , vve-

demo diskretni� qas, wo privodit~ r�vn�nn� (138)

do vigl�du

x

i;k

� x

i�1;k

=

2

4

f

i�1;k

+

1

2d

X

j

b

D

kj

x

i�1;j

3

5

� �t+ g

i�1;k

w

i;k

; (140)

de f

i;k

= f(x

i;k

), g

i;k

= g(x

i;k

) (tut � dal� �ndeks i vi-

znaqa
 qas, a k | koordinatu). Ostann�� dodanok u


~omu r�vn�nn� poda
 v�ner�vs~ki� pro
es w

i;k

, rozpo-

d�leni� za �aussom:

Pfw

i;k

g = (2�)

N=2

exp

0

�

�

1

2�t

X

i;i

0

w

i;k

w

i

0

;k

1

A

; (141)

z �ntensivn�st� �

2

= 1. Z formal~noÝ toqki zoru, r�v-

n�nn� (140) viznaqa
 peretvorenn� w

i;k

! x

i;k

, �ke

dozvol�
 zna�ti rozpod�l za x

i;k

v�dpov�dno do v�do-

mogo rozpod�lu dl� w

i;k

:

Pfx

i;k

g = JPfw

i;k

g; (142)

de J | �kob��n v�dpov�dnogo perehodu:

J = det

�w

i;k

�x

i

0

;k

: (143)

�k zaznaqeno u vstup� do qastini II, stohastiqni� ha-

rakter r�vn�nn� (140) ne dozvol�
 viznaqiti w

i;k

bez-

poseredn~o| sl�d vikoristati diferen
��l (132). U

rezul~tat� znahodimo

w

i;k

=

x

i;k

� x

i�1;k

g

i�1;k

�

 

f

i�1;k

+

1

2d

P

j

b

D

kj

x

j

g

i�1;k

�

g

0

i�1;k

2

!

�t; (144)

de druga skladova v du�kah zumovlena v�ner�vs~kim harakterom pro
esu. �z urahuvann�m zna�denogo zv'�zku

x

i;k

ta w

i;k

viraz (142) nabuva
 vigl�du

Pfx

i;k

g =

Z

Y

i;k

dw

i;k

JPfw

i;k

g

� Æ

8

<

:

w

i;k

�

1

g

i�1;k

2

4

x

i;k

� x

i�1;k

�

0

�

f

i�1;k

+

1

2d

X

j

b

D

kj

x

i�1;j

�

g

i�1;k

g

0

i�1;k

2

1

A

�t

3

5

9

=

;

:

(145)

Dl� viznaqenn� �vnogo vigl�du �kob��na vipix�mo osnovn� elementi v�dpov�dnoÝ matri
�:
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�w

i;k

�x

i;k

0

=

1

g

i�1;k

Æ

kk

0

;

�w

i;k

�x

i�1;k

0

=

�

�x

i�1;k

0

 

x

i;k

+ x

i�1;k

g

i�1;k

�

"

f

i�1;k

+

1

2d

P

j

b

D

kj

x

i�1;j

g

i�1;k

�

g

0

i�1;k

2

#

�t

!

; (146)

�w

i;k

�x

i

0

;k

0

= 0 pri i

0

6= i; i � 1:

Tod� determ�nant, �ki� 
 dobutkom d��gonal~nih element�v, nabuva
 vigl�du

J � det

�w

i;k

�x

i;k

=

Y

i;k

1

g

i�1;k

: (147)

Vikoristovu�qi vlastiv�st~ del~ta-funk
�Ý Æ(y=a) = aÆ(y), perepix�mo r�vn�nn� (145) tak:

Pfx

i;k

g =

Z

Y

i;k

dw

i;k

JPfw

i;k

g

Y

i;k

g

i�1;k

� Æ

8

<

:

g

i�1;k

w

i;k

�

2

4

x

i;k

� x

i�1;k

�

0

�

f

i�1;k

+

1

2d

X

j

b

D

kj

x

i�1;j

�

g

i�1;k

g

0

i�1;k

2

1

A

�t

3

5

9

=

;

:

(148)

P�dstavl��qi s�di viraz dl� �kob��na, oder�u
mo

Pfx

i;k

g =

Z

Y

i;k

dw

i;k

Pfw

i;k

g

� Æ

8

<

:

g

i�1;k

w

i;k

�

2

4

x

i;k

� x

i�1;k

�

0

�

f

i�1;k

+

1

2d

X

j

b

D

kj

x

i�1;j

�

g

i�1;k

g

0

i�1;k

2

1

A

�t

3

5

9

=

;

:

(149)

Dal� skorista
mos~ fur'
-transformanto�

Æ(x) =

1

2�

1

Z

�1

e

ixp

dp: (150)

Tod�, zastosovu�qi �nte�ruvann� za naborom zm�nnih fp

i;k

g, otrimu
mo viraz

Pfx

i;k

g =

Z

Y

i;k

dw

i;k

Z

Y

i;k

dp

i;k

2�

Pfw

i;k

g

� exp

8

<

:

i

X

i;k

p

i;k

2

4

x

i;k

� x

i�1;k

�

0

�

f

i�1;k

+

1

2d

X

j

b

D

kj

x

i�1;j

�

g

i�1;k

g

0

i�1;k

2

1

A

�t� g

i�1;k

w

i;k

3

5

9

=

;

:

Vikoristovu�qi dl� rozpod�lu Pfw

i;k

g �auss��n (141), p�sl� �nte�ruvann� za fw

i;k

g oder�u
mo
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Pfx

i;k

g =

Z

Y

i;k

dp

i;k

2�

exp

(

�

�t

2

X

ii

0

p

i;k

p

i

0

;k

g

i�1;k

g

i

0

�1;k

)

� exp

8

<

:

i

X

i;k

p

i;k

2

4

x

i;k

� x

i�1;k

�

0

�

f

i�1;k

+

1

2d

X

j

b

D

kj

x

i�1;j

�

g

i�1;k

g

0

i�1;k

2

1

A

�t

3

5

9

=

;

:

(151)

U kontinual~n�� grani
� �t ! 0 zna�deni� viraz zada
 �mov�rn�st~ real�za
�Ý r�znih tra
ktor�� zg�dno z

perehodami:

Pfx

i;k

g ) Pfx(r; t)g;

Y

i;k

dx

i;k

)Dx(r; t);

Y

i;k

dp

i;k

2�

)Dp(r; t):

(152)

U rezul~tat� �mov�rn�sni� funk
�onal nabuva
 vigl�du

Pfx(r; t)g =

Z

Dp(r; t) exp

8

<

:

�

1

2

T

Z

0

dtp

2

(r; t)g

2

(x(r; t)) (153)

+ i

T

Z

0

dtp(r; t)

�

_x(r; t)�

�

f(x(r; t)) +r

2

x(r; t)�

g(x(r; t))g

0

(x(r; t))

2

��

9

=

;

:

Perehod�qi do �nte�ruvann� po u�vn�� os�, oder�u-


mo kanon�qni� viraz

Pfx(r; t)g =

Z

e

�S

Dp(r; t); (154)

de funk
�onal d�Ý S =

R

T

0

dtL(x(r; t); p(r; t)) zada
t~s�

la�ran���nom

L(x; p) = p[ _x� f(x) �r

2

x+ g(x)g

0

(x)=2℄� p

2

g

2

(x)=2:

(155)

Prin
ip na�menxoÝ d�Ý privodit~ do r�vn�nn� O�-

lera

�L

�z

�

d

dt

�L

� _z

�r

�L

�rz

+r

2

�L

�r

2

z

= 0; z � fx; pg;

(156)

�ke viznaqa
 optimal~n� tra
ktor�Ý tak:

_x = r

2

x+ f � gg

0

=2 + g

2

p; (157)

_p = �r

2

p � p

h

f

0

� (gg

0

)

0

=2 + gg

0

p

i

: (158)

Osk�l~ki osnovni� vnesok v �nte�ral (154) robit~

optimal~na tra
ktor��, to dl� �ogo o
�nki mo�na

znehtuvati vneskom menx �mov�rnih xl�h�v. Tod� p�d-

stanovka _x �z (157) v (155) sprowu
 funk
�onal d�Ý

tak:

S '

1

2

T

Z

0

g

2

(x(r; t))p

2

(r; t)dt; (159)

de x(r; t), p(r; t) berut~s� vzdov� optimal~noÝ tra
k-

tor�Ý. Pri spr�muvann� verhn~oÝ grani
� �nte�rala do

bezme�nost� oder�u
mo sta
�onarni� rozpod�l.

B. K�netika �ndukovanogo xumom perehodu

1. B�li� xum

Dosl�d�mo k�netiqnu kartinu �ndukovanogo mul~-

tipl�kativnim xumom perehodu, �runtu�qis~ na me-

tod� fazovoÝ plowini [26℄. Budemo vihoditi z r�v-

n�nn� Lan�evena (134), de ampl�tudu mul~tipl�ka-

tivnogo xumu pri�n�to u stepenev�� form�:

g(x) = jxj

a

; (160)
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a | pozitivni� pokaznik, veliqina �kogo zm�n�
-

t~s� v �nterval� v�d 0 do 1 [31℄. Stohastiqnu skla-

dovu viznaqimo �k b�li� xum (136), de �ntensivn�st~

�

2

zvodit~s� do temperaturi T . Dl� termodinam�q-

nogo funk
�onala zastosovu
mo formulu (135).

U me�ah formal�zmu �nte�ruvann� za tra
ktor�-

�mi otrimu
mo la�ran���n u vigl�d� (155). Dl� ot-

rimann� disipativnoÝ funk
�Ý vrahu
mo, wo xum u

r�vn�nn� Lan�evena (134) nabuva
 aditivnogo harak-

teru pri zam�n� stohastiqnoÝ zm�nnoÝ x na y, �ka po-

v'�zana umovo� dy = dx=g(x). Tod�, viznaqivxi disi-

pativnu funk
�� standartnim virazom R(y) = _y

2

=2

u vih�dn�� zm�nn��, znahodimo

R(x) = _x

2

=2g

2

: (161)

Pri 
~omu v prav�� qastin� r�vn�nn� O�lera (156)

z'�vl�
t~s� poh�dna �R=� _z � vono nabuva
 vigl�du

_x = r

2

x+ f � gg

0

=2 + g

2

p; (162)

_p = �r

2

p � p

h

1 + f

0

� (gg

0

)

0

=2 + gg

0

p

i

�(r

2

x+ f)=g

2

+ g

0

=2g: (163)

Osk�l~ki nas 
�kavit~ lixe harakter qasovih za-

le�noste�, skorista�mos~ nabli�enn�m dl� �rad�-


ntnih skladovih:

r

2

x! �

�2

x; r

2

p! �

�2

p; (164)

de korel�
��na dov�ina � ta parametr � viznaqa�t~

masxtabi prostorovih neodnor�dnoste� ampl�tud g�d-

rodinam�qnoÝ modi x ta spr��enogo �mpul~su p.Okr�m

togo, vikoristovu
mo x

4

-model~

F (x) = �

"

2

x

2

+

1

4

x

4

; " �

T




� T

T




: (165)

Osk�l~ki la�ran���n (155) 
 simetriqnim wodo od-

noqasnoÝ zam�ni znak�v x, p, to fazovim portretam

vlastiva 
entral~na simetr�� stosovno poqatku ko-

ordinat x = p = 0. Z �nxogo boku, zg�dno z (160)

v�s~ x = 0, na �k�� �ntensivn�st~ xumu nabuva
 nu-

l~ovogo znaqenn�, 
 sin�ul�rno�. U rezul~tat� sis-

tema pod�l�
t~s� na dv� toto�n� p�dsistemi, � dal�

dostatn~o obme�itis� dosl�d�enn�m lixe verhn~oÝ

qastini fazovoÝ plowini x > 0. Tod� r�vn�nn� (162),

(163) zapisu
mo tak:

_x = x

��

�

�2

+ "

�

� x

2

�

� (a=2)x

2a�1

+ x

2a

p; (166)

_p = p

�

�

��

1 + �

�2

�

+ "

�

+ 3x

2

+(a=2)(2a� 1)x

2(a�1)

� ax

2a�1

p

o

�x

1�2a

��

�

�2

+ "

�

� x

2

�

+ (a=2)x

�1

: (167)

U sta
�onarnomu stan� _x = _p = 0 ma
mo

p = �

�

�

�2

+ "

�

x

1�2a

+ x

3�2a

+ (a=2)x

�1

; (168)

p

���

�

�2

� a�

�2

+ (1� a)"

�

� (3� a)x

2

�

+

�

a(1� a)=2

�

x

2(a�1)

o

= 0: (169)

Zv�dsi vipliva
, wo pri temperaturah, �k� perevi-

wu�t~ veliqinu T

0

, viznaqenu umovo� (div. ris. 9),

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

−ε − ξ-2

Disordered

1

2

3

Ris. 9. Zale�nist~ pokaznika a vid bezrozmirnoÝ tempe-

raturi "

i

, pri �ki� zliva�t~s� sidlo S ta vuzol C. Krivi

1, 2, 3 vidpovida�t~ znaqenn�m parametra � = 0:9; 1:1; 1.

Kriva 3 vidpovida
 temperaturi "

0

, pri �ki� vidbuva
t~s�

bifurka
i� z� stvorenn�m sidla S

0

ta vuzla C.

�

�2

+ "

0

= (a=2)

1

2�a

(1 � a)

�

1�a

2�a

(2� a);

"

0

� (T




� T

0

)=T




; (170)

vigl�d fazovogo portreta harakterizu
t~s� na�v-

n�st� odn�
Ý s�dlovoÝ toqki S, polo�enn� �koÝ zada
-

t~s� korenem mno�nika, wo stoÝt~ v (169), pri p 6= 0.

�k sv�dqit~ ris. 10, pri temperatur� T

0

v�dbuva
t~s�

b�furka
�� v toq
�, viznaqen�� koordinatami:

p

0

= 0; x

0

= [a(1� a)=2℄

1

2(2�a)

: (171)

Pri 
~omu z'�vl��t~s� dodatkove s�dlo S

0

ta pri-

t�guval~ni� vuzol C, polo�enn� �kih viznaqa
t~s�

umovo� p = 0 � zada
t~s� koordinatami x

�

. Z po-

dal~xim oholod�enn�m sistemi s�dlo S ta vuzol C
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zliva�t~s� v toq
�

p

i

= 0; x

2

i

=

1� a

2� a

�

�

�2

+ "

�

+

�

�2

� �

�2

2(2� a)

; (172)

wo v�dpov�da
 temperatur� �nvers�Ý T

i

, �ka zada
t~s�

umovo�

�

�2

+"

i

= x

2

i

+(a=2)x

2(a�1)

i

; "

i

� (T




�T

i

)=T




: (173)

Ris. 10. Temperaturna zale�nist~ sta
ionarnih zna-

qen~ parametra por�dku pri a = 0:2 i � = 0:5 (verhn��

graf�k), � = 1:1 (ni�n�� graf�k).

Pri T < T

i

toqka S, viznaqena korenem drugogo

mno�nika v (169), sta
 prit�guval~nim vuzlom, a

toqka C, wo le�it~ na os� p = 0, transformu
t~s�

v s�dlo. �k baqimo z ris. 11, zaznaqena �nvers�� bu-

va
 lixe za umovi, koli masxtab � zm�ni ampl�tudi

fluktua
�Ý pereviwu
 kritiqne znaqenn� �




, veli-

qina �kogo zada
t~s� r�vn�nn�mi (172), (173) pri

"

i

= 1. Zale�n�st~ veliqini �




v�d pokaznika a na-

vedeno na ris. 11. Pri a = 0 � a = 1 oder�u
mo v�d-

pov�dno �




= (2 + 3�

�2

)

�1=2

� �




= (1 + 3�

�2

)

�1=2

.

Navedene viwe sv�dqit~, wo v sistemah z � > �




pri temperaturah T < T

i

sta
�onarni� stan sistemi

v�dpov�da
 toq
� S, koordinati �koÝ zada�t~s� r�v-

n�nn�mi:

p = �f=g

2

+ g

0

=2g � g

�2

r

2

x;

f

0

= �p

�1

r

2

p� gg

0

p+ (gg

0

)

0

=2:

(174)

Umova (174) oznaqa
, wo dl� odnor�dnih sistem na�-

�mov�rn�xe znaqenn� p ampl�tudi fluktua
�� spr�-

�enoÝ sili protile�ne za znakom veliqin� sili f ;

pri 
~omu spri�n�tliv�st~ � � (F

00

)

�1

= �1=f

0

sta


bezme�no�. Takim qinom, vuzol S v�dpov�da
 sta
�o-

narnomu stanov� termodinam�qnoÝ sistemi, nest��koÝ

do perehodu do upor�dkovanoÝ fazi. Pri 
~omu fa-

zovi� portret vigl�da
, �k na ris. 12a.

0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8

0 .6

0 .8

1 .0

a

un sta b le

eq u ilib r iu m

λ

Ris. 11. Fazova di�grama �(a), wo pokazu
 d�l�nki, pri

�kih realizu�t~s� nesti�ki� ta rivnova�ni� stani.

Pri temperaturah T > T

i

real�zu
t~s� sta
�onar-

ni� stan u toq
� C z koordinatami:

p = rp = rx = 0;

f = gg

0

=2:

(175)

V aditivn�� grani
� 
� toqka v�dpov�da
 odnor�dnomu

stanov� termodinam�qnoÝ r�vnovagi (f = 0). �k vidno

z ris. 12, v�dpov�dni� fazovi� portret mo�na oder-

�ati ne lixe za rahunok p�dviwenn� temperaturi

(ris. 12b), ale � zavd�ki zmenxenn� masxtabu neod-

nor�dnosti � (ris. 12
), a tako� pri zb�l~xenn� po-

kaznika a mul~tipl�kativnoÝ funk
�Ý (ris. 12d).

V�domo, wo v pro
es� svo
Ý evol�
�Ý real~na ter-

modinam�qna sistema pr�mu
 do r�vnova�nogo stanu

(175), a ne do nest��kogo (174). Osk�l~ki perxe v�d-

pov�da
 malim znaqenn�m parametra neodnor�dnosti

�, a druge | velikim, to mo�na dovesti, wo v r�vno-

va�nomu stan� rozpod�l fluktua
�� spr��enogo pol�

p(r) 
 sil~no neodnor�dnim. Pri 
~omu fazov� por-

treti vigl�da�t~, �k na ris. 12b{d. U por�vn�nn�
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z ris. 12a Ýhn� harakterna osobliv�st~ pol�ga
 v

tomu, wo prit�guval~ni� vuzol rozm�wu
t~s� na os�

p = 0. Zagal~ni� vigl�d fazovih portret�v, nave-

denih na ris. 12, harakterizu
t~s� na�vn�st� dvoh

separatris �z g�lkami PQ ta MS

0

N . Voni rozbiva-

�t~ fazovu plowinu na tri �zol~ovan� d�l�nki, �k�

v�dpov�da�t~ velikim, prom��nim ta malim znaqen-

n�m parametra por�dku x. Perxa �z zaznaqenih d�l�-

nok harakterizu
t~s� nesk�nqennim zrostann�m ve-

liqin x, p z� splivann�m qasu t!1.Naspravd� taka

d�l�nka real�zu
t~s� z nesk�nqenno malo� �mov�r-

n�st�. Na�aktual~n�xo� 
 d�l�nka prom��nih zna-

qen~ x, u �k�� �z qasom sistema popada
 v sta
�onar-

ni� upor�dkovani� stan. Same 
� d�l�nka viznaqa


k�netiku perehodu. Po�va d�l�nki, wo v�dpov�da
 zna-

qenn�m x� 1, zumovlena mul~tipl�kativnim harak-

terom xumu. Tut z� zb�l~xenn�m qasu parametr po-

r�dku x(t) pr�mu
 do znaqenn� x = 0.

Rozgl�n~mo poved�nku sistemi v ko�n�� d�l�n
�. Z


�
� meto� proanal�zu�mo rozpod�l �mov�rnosti rea-

l�za
�Ý fazovoÝ tra
ktor�Ý, wo v�dpov�da
 poqatkovim

znaqenn�m x

0

� x(t = 0). Vona poda
t~s� u vigl�d�

P (x

0

) / exp

�

�

1

2

Z

x

0

g

2

p

2

dt

�

; (176)

de vrahovano virazi (166), (167), �nte�ruvann� pro-

vodimo vzdov� v�dpov�dnoÝ tra
ktor�Ý. Oder�anu za-

le�n�st~ P (x

0

) dl� pokaznika a < 1=2 navedeno

na ris. 13a. Okr�m triv��l~nogo zb�l~xenn� gustini

�mov�rnosti (176) z nabli�enn�m do poqatku koor-

dinat, pri znaqenn�h x

0

, wo v�dpov�da�t~ separatri-

sam, sposter�ga
mo stribki, poblizu �kih P (x

0

) mo�e

neznaqno zb�l~xuvatis~. Poza d�l�nko�, obme�eno�

(zovn�xn~o�) separatriso�, ma
mo P = 0, osk�l~ki

tut x(t), p(t)!�1 pri t!1.

Navedenu poved�nku rozpod�lu P (x

0

) po�sn�
mo ha-

rakterom qasovih zale�noste� x(t), p(t) parametra

por�dku ta ampl�tudi fluktua
�� u pro
es� relak-

sa
�Ý poqatkovogo znaqenn� (ris. 14). Daleko v�d d�-

l�nki S

0

CS (div. ris. 12d) veliqini p, x xvidko zm�-

n��t~ svoÝ znaqenn�, a z nabli�enn�m do neÝ v�dbuva-


t~s� upov�l~nenn�. Taku poved�nku po�sn�
mo tim,

wo poblizu nazvanoÝ d�l�nki d�� Sfx(r; t); p(r; t)g zm�-

n�
t~s� nabagato pov�l~n�xe, n�� daleko v�d neÝ.

Pri znaqenn�h pokaznika a > 1=2 p�d�nte�ral~na

funk
�� u viraz� (176) ma
 rozb��n�st~, tomu �mov�r-

n�st~ P nabuva
 nul~ovogo znaqenn� pri x

0

� 1 (div.

ris. 13b). Harakterno, wo zaznaqenu rozb��n�st~ spo-

ster�ga
mo lixe v zon� fazovogo portreta, obme�en��

g�lko� seperatrisi S

0

O na ris. 12d.

Ris. 12. Osnovni tipi fazovih portretiv v upor�dkovanomu stani: a) " = �0:9, � = 1, a = 0:2; b) " = �0:6; 
)

� = 0:5; d) a = 0:7 (dl� ris. b, 
, d vkazano lixe parametri, znaqenn� �kih zmineno v porivn�nni z ris.a). Poznaqenn�

sta
ionarnih toqok take, �k i na ris. 10.
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Dl� po�snenn� vigl�du zale�nosti P (x

0

) rozgl�-

n~mo poved�nku veliqin x(t), p(t) pri r�znih znaqen-

n�h pokaznika a. Z 
�
� meto� poklad�mo v r�vn�nn�

(167) _p = 0. Oder�ane v rezul~tat� kvadratne r�v-

n�nn� da
 sta
�onarne znaqenn� spr��enogo �mpul~su

v grani
� x! 0:

p =

1

2

�

1

2

� a

�

�1

x

1�2a

; a <

1

2

; (177)

p =

�

a�

1

2

�

x

�1

; a >

1

2

: (178)

Takim qinom, pri a < 1=2 sistema pr�mu
 z plinom

qasu do poqatku koordinat x = p = 0, a z perevi-

wenn�m kritiqnogo znaqenn� a = 1=2 prit�guval~-

ni� vuzol stribkom perem�wu
t~s� na nesk�nqenn�st~

(p!1, x = 0). V�dpov�dna p�d�nte�ral~na funk
�� v

rozpod�l� (176)

g

2

p

2

=

1

4

�

1

2

� a

�

�2

x

2(1�a)

; a <

1

2

; (179)

g

2

p

2

=

�

a�

1

2

�

2

x

�2(1�a)

; a >

1

2

(180)

harakterizu
t~s� �nvers�
� znaka pokaznika pri pe-

rehod� qerez kritiqne znaqenn� a = 1=2. P�dstav-

l��qi (177) v r�vn�nn� ruhu (166) ta zalixa�qi v

n~omu golovn� qleni, pri a < 1=2 oder�u
mo r�v-

n�nn� 2 _x = �ax

2a�1

, �ke da
 qasovu zale�n�st~ pa-

rametra por�dku

x

2(1�a)

= a(1� a)(t

0

� t); t < t

0

; a < 1=2;

(181)

de t

0

| konstanta �nte�ruvann�, wo zada
 qas, prot�-

gom �kogo toqka potrapl�
 na v�s~ x = 0. P�dstanovka

zale�nosti (181) v (179), a rezul~tatu | v �nte�ral

(176) pokazu
, wo pri a < 1=2 �mov�rn�st~ P (x

0

) rea-

l�za
�� tra
ktor�� u d�l�n
� fazovogo portreta x� 1

v�dr�zn�
t~s� v�d nul� (div. ris. 13a).

Zovs�m �nxu situa
�� sposter�ga
mo pri pokazniku

a > 1=2. U 
~omu vipadku r�vn�nn� (166) zvodit~s�

do vigl�du 2 _x = �(1�a)x

2a�1

, wo da
 (181), de mno�-

nik a(1� a) zam�neno na (1 � a)

2

. Odnak pri a > 1=2

viraz g

2

p

2

viznaqa
t~s� pokaznikom z protile�nim

znakom, tak wo pri t ! t

0

g

2

p

2

nabuva
 nesk�nqen-

nogo znaqenn�. U rezul~tat� �mov�rn�st~ (176) sta


znika�qe malo� (ris. 13b). F�ziqna priqina takoÝ

poved�nki pol�ga
 v tomu,wo za sk�nqenni� prom��ok

qasu t

0

< 1 sistema potrapl�
 na v�s~ x = 0, wo za-

bezpequ
 nesk�nqenne znaqenn� spr��enogo �mpul~su

p / x

�1

/ (t

0

� t)

�1=2(1�a)

. Naoqno 
e mo�na u�viti

�k vipadann� kondensatu (absorbing state) konf��u-

ra
��nih toqok z d�l�nki fazovogo portreta x � 1

na v�s~ abs
is pri p ! 1. Nagolosimo, wo umova

t

0

< 1 vikonu
t~s� lixe ni�qe v�d g�lki separat-

risi S

0

O na ris. 12
, a v d�l�n
� NS

0

O ma
mo t

0

=1

� rozb��n�st~ p�d�nte�ral~nogo virazu v (176) ne pro-

�vl�
t~s�. Tomu P = 0 sta
 mo�livim lixe ni�qe

v�d l�n�Ý S

0

O.

Ris. 13. Zale�nist~ imovirnosti realiza
iÝ riznih tra-


ktori� P vid poqatkovogo znaqenn� parametra por�dku

x

0

pri " = �0:9, � = 1 ta: a) a = 0:2; b) a = 0:7. Vipadok

(a) vidpovida
 fazovomu portretov� na ris. 12a, vipadok

(b) | ris. 12
. Poqatkove znaqenn� spr��enogo impul~su

p

0

= 1.
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Ris. 14. Zale�nist~ �movirnosti realiza
iÝ riznih tra-


ktori� P vid poqatkovogo znaqenn� parametra por�dku

x

0

pri " = �0:9, � = 1 ta: a) a = 0:2; b) a = 0:7. Vipadok

(a) vidpovida
 fazovomu portretov� na ris. 12a, vipadok

(b) | ris. 12
. Poqatkove znaqenn� spr��enogo impul~su

p

0

= 1.

Poda�qi zale�n�st~ x(t) sp�vv�dnoxenn�m Gersta

x(t) / jt

0

� tj

H

, otrimu
mo pokaznik

H

�1

= 2(1� a): (182)

�k bulo z'�sovano v qastin� I, 
e znaqenn� vizna-

qa
 vnutr�xn� fraktal~nu vim�rn�st~ u fazovomu

prostor� D = 2(1 � a). Vkl�qenn� mul~tipl�kativ-

nogo xumu z� zrosta�qim pokaznikom a privodit~ do

zmenxenn� D v�d 2 pri a = 0 do 0 pri a = 1. Po-

d�bno do 
~ogo z r�vn�n~ (166), (167) v grani
� x� 1

znahodimo zale�n�st~ koordinati v�d �mpul~su:

x / jp

0

� pj

1=j�j

; � � D � 1 = 1� 2a: (183)

Oqevidno, wo fraktal~na vim�rn�st~ j�j, veliqina

�koÝ obme�ena znaqenn�m 1, harakterizu
 tip tra
k-

tor�Ý (div. rozd�l I.E).

a. Sum�rn� masxtabi neodnor�dnosti. Viwe mi

rozgl�nuli nesum�rn� masxtabi zm�ni parametra po-

r�dku ta spr��enogo �mpul~su (div. (164)). Rozgl�-

n~mo teper vipadok, koli obidva pol� ma�t~ odna-

kov� masxtabi neodnor�dnosti ta plavno zm�n��t~s�

v prostor� [32℄. Tod� mo�na pere�ti do fur'
-obraz�v,

dl� �kih laplas��n zam�n�
t~s� kvadratom hvil~o-

vogo vektora:

r

2

x!�k

2

x; r

2

p!�k

2

p: (184)

Kr�m togo, mul~tipl�kativnu funk
��, zale�no v�d

fur'
-obrazu x

k

, budemo brati u stepenevomu vigl�d�

(160). Tod� vs� naveden� sp�vv�dnoxenn� zalixa�t~s�

v sil�, ale u skladovih, wo vrahovu�t~ neodnor�d-

n�st~ prostoru, sl�d zm�niti znak.

U korotkohvil~ovomu re�im� jkj > k

0

fazovi� por-

tret harakterizu
t~s� odn�
� s�dlovo� toqko� S,

�ka le�it~ na os� p = 0. Graniqne znaqenn� hvil~o-

vogo qisla k

0

viznaqa
t~s� r�vn�nn�m

k

2

0

= " � (a=2)

1

2�a

(1� a)

�

1�a

2�a

(2� a): (185)

Pri jkj = k

0

v�dbuva
t~s� b�furka
�� v toq
� z koor-

dinatami (div. ris. 15):

p

0

= 0; x

0

= [a(1� a)=2℄

1

2(2�a)

: (186)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

3

2

1

a

k
0

Ris. 15. Di�grama upor�dkuvann�; krivi 1, 2, 3 vidpovi-

da�t~ " = 1; 0.7; 0.4.

Zb�l~xenn� masxtabu neodnor�dnosti v dovgohvil~o-

v�� grani
� jkj � k

0

privodit~ do transforma
�Ý s�dla

u vuzol, poblizu �kogo vinika�t~ dv� nov� s�dlov�

toqki. Zg�dno z (185) graniqne znaqenn� hvil~ovogo

qisla viznaqa
t~s� dodankami, perxi� z �kih zale-
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�it~ lixe v�d temperaturi, a drugi� | v�d pokaz-

nika mul~tipl�kativnogo xumu. V aditivn�� grani
�

a = 0 ma
mo zviqa�nu zale�n�st~ seredn~ogo pol�

k

2

0

= "; napr�mlen�� perkol�
�Ý a = 1=2 v�dpov�da


maksimal~ne znaqenn� k

2

0

= " � 3=2, a dl� a = 1 ma-


mo k

2

0

= "� 1=2. D��grama vpor�dkuvann� na ris. 15

pokazu
, wo fazovomu perehodu spri�
 zb�l~xenn�

masxtabu neodnor�dnosti prostoru ta p�dsilenn� am-

pl�tudi xumu.

Zale�no v�d parametra neodnor�dnosti sta
�o-

narna gustina �mov�rnosti ma
 vigl�d, pokazani�

na ris. 16. Risunok sv�dqit~, wo p�dsilenn� neodno-

r�dnosti privodit~ do rozxirenn� d�l�nki fazovogo

portreta, de tra
ktor�Ý potrapl��t~ u vuzol.

0.0 0 .1 0 .2 0 .3

0 .0

0 .1

0 .2

0 .3

P

x

1

2

3

Z

[

Ris. 16. Imovirnist~ realiza
iÝ tra
ktori� na fazovi�

plowini (� = 0:5): zale�nist~ P (x) pri a = 0:8 (krivi 1,

2, 3 harakterizu�t~s� znaqenn�mi jkj = 0:2, 0.4, 0.6).

2. Urahuvann� korel�
�Ý xumu

Hoqa v bagat~oh vipadkah b�li� xum dobre poda


poved�nku sistemi, 
�lkom zrozum�lo, wo v�n 
 �de-

al�zovano� modell� fluktua
��. D��sno, �kwo dl�

n~ogo vs� qastoti fluktua
�� zobra�eno r�vnoprav-

nim qinom, to real~ni� spektr obme�eno sk�nqeno�

zono� qastot, xirina �koÝ zada
t~s� qasom korel�-


�Ý � < 1. Pri nevelikih znaqenn�h � � �

(0)

, de

masxtab �

(0)

zada
 harakterni� qas relaksa
�Ý para-

metra por�dku, kol~orov�st~ xumu mo�na vrahuvati

rozkladann�m za parametrom spektral~noÝ xirini

p

�=�

(0)

, �ke da
 lixe popravki, wo nesutt
vo zm�-

n��t~ kartinu fluktua
�� [6℄.U protile�nomu raz�

� � �

(0)

zastosovu
t~s� metod dinam�qnoÝ relaksa
�Ý,

�ki� pokazu
, wo xum mo�e privoditi do �k�snih

zm�n [33{35℄. Odnak naspravd� � � �

(0)

real�zu
t~s�

lixe dl� vuz~kogo klasu stohastiqnih sistem. Ta-

kim qinom, osnovni� �nteres stanovl�t~ sistemi �z

sum�rnimi znaqenn�mi qas�v korel�
�Ý fluktua
�� ta

qasu relaksa
�Ý samoÝ sistemi (� � �

(0)

). C�� grani
�

v�dpov�da
 metod un�f�kovanoÝ aproksima
�Ý kol~oro-

vogo xumu [36{38℄. U �ogo me�ah mi dosl�dimo od-

nor�dnu sistemu, �ka zazna
 vplivu fluktua
��nogo

seredoviwa z qasom korel�
�Ý � � �

(0)

[39℄.

Budemo, �k � ran�xe, vihoditi z r�vn�nn� Lan�e-

vena

_x = f(x) + g(x)�(t) (187)

dl� ampl�tudi g�drodinam�qnoÝ modi x(t), evol�-


�� �koÝ zada
t~s� determ�n�stiqno� silo� Landau

f(x) = "x � x

3

ta ampl�tudo� mul~tipl�kativnogo

xumu g(x) = jxj

a

. Na v�dm�nu v�d b�logo xumu, vva�a-

timemo, wo �ntensivn�st~ kol~orovogo viznaqa
t~s�

normuvann�m

h�(t)�(t

0

)i = (1=2� ) exp(�jt� t

0

j=� ); (188)

�ke v�dpov�da
 pro
esov� Ornxta�na{Ulenbeka

�

_

� = �� + �(t); (189)

de �(t) | b�li� xum.

Dl� viluqenn� kol~orovogo xumu � v�z~memo po-

h�dnu za qasom v�d (187), virazimo

_

� z (189), a � z

(187). U rezul~tat� oder�u
mo nemark�vs~ke stohas-

tiqne diferen
��l~ne r�vn�nn�

�

�

�x� _x

2

g

0

(x)=g(x)

�

= ��(x) _x+ f(x) + g(x)=�(t); (190)

de xtrih oznaqa
 diferen
��vann� za x ta vvedeno

parametr perenormuvann�

�(x) = 1� �f(x)

�

ln

f(x)

g(x)

�

0

: (191)

Doder�u�qis~ metodu un�f�kovanoÝ aproksima
�Ý

kol~orovogo xumu, �ki� nada
 r�vn�nn� (190) vlas-

tivosti markovosti, vikoristovu
mo ad��batiqne na-

bli�enn�, wo dozvol�
 znehtuvati priskorenn�m

�x, ta zalixa
mo skladov� _x � _x

2

, �k� zada�t~

upov�l~nen�xu evol�
��. U me�ah takogo p�dhodu

sistemu opisu
mo zviqa�nim r�vn�nn�m Fokkera{

Planka [40,41℄, �ke v�dpov�da
 l�nearizovanomu za _x

r�vn�nn� evol�
�Ý

�(x) _x = f(x) + g(x)�(t): (192)

Viraz u l�v�� qastin� (192) mo�na rozum�ti �k qasovu

poh�dnu v�d g�potetiqnogo pro
esu y(t), �ki� pov'�za-

ni� z vih�dnim x(t) umovo� dy = �(x)dx. Zastosovu-

�qi stohastiqni� diferen
��l �to (132), poverta
-

mos~ do pro
esu x(t), wo da
 r�vn�nn�

_x =

h

~

f (x) + h(x)

i

+ ~g(x)�(t) (193)

z perenormovano� silo� Landau ta ampl�tudo�
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mul~tipl�kativnogo xumu:

~

f (x) = f(x)=�(x); h(x) = �g

2

(x)�

0

(x)=2�(x);

~g(x) = g(x)=�(x): (194)

Dodanok h(x) poda
 �ndukovani� xumom dre�f, zu-

movleni� kol~orov�st� fluktua
�� �(t).

Zg�dno z pol~ovim metodom, vikladenim u rozd�l�

II.A, efektivne r�vn�nn� Lan�evena (193) v�dpov�da


takim virazam la�ran���na ta disipativnoÝ funk
�Ý:

L(x; p) = p

�

_x�

~

f(x) � h(x) + ~g(x)~g

0

(x)=2

�

�p

2

~g

2

(x)=2; (195)

R = _x

2

=2~g

2

: (196)

Zv�dsi v me�ah metodu, vikoristanogo dl� b�logo

xumu, znahodimo r�vn�nn� O�lera, zg�dno z �kimi

sta
�onarni� stan sistemi viznaqa
t~s� virazami:

p = ��f=g

2

+ g

0

=2g; (197)

p

"

�f

g

2

�

ln

f

g

�

0

+

1

2

�

0

g

0

�g

�

g

00

2g

#

= 0: (198)

a
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

τ
0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

order

disorder

1

2

Ris. 17. Fazova di�grama viniknenn� vpor�dkovanogo

stanu (x 6= 0) (krivi 1, 2 vidpovida�t~ " = 0:65, 0.7).

�k � za v�dsutnosti korel�
�Ý, sistema viprobo-

vu
 b�furka
�� v upor�dkovani� stan, �ku, odnak,

sposter�ga
mo ne lixe pri zmenxenn� temperaturi

�", ale � pri zb�l~xenn� qasu korel�
�Ý xumu: pri

� > �

0

dodatkovo do s�dlovoÝ toqki S, dl� �koÝ

p 6= 0, vinika
 nove s�dlo S

0

ta prit�guval~ni� vu-

zol C, �k� rozm�wu�t~s� na os� p = 0. Fazova d��-

grama na ris. 17 viznaqa
 d�l�nku graniqnih znaqen~

�

0

qasu korel�
�Ý ta pokaznika a mul~tipl�kativ-

noÝ funk
�Ý, �k� v�dpov�da�t~ r�znim fazam. Baqimo,

wo zrostann� a privodit~ do reversivnogo perehodu

\por�dok{bezpor�dok{por�dok", tod� �k zb�l~xenn�

�

0

| lixe do vpor�dkuvann�. Temperaturna zale�-

n�st~ mar��nal~nogo znaqenn� �




, �ke v�dpov�da
 mak-

simumu zale�nosti � (a), pokazu
, wo pro
es upor�d-

kuvann� dos�ga
t~s� lixe pri zb�l~xenn� qasu kore-

l�
�Ý (div. ris. 18).

ε

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

τ
c

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

disorder

order

Ris. 18. Fazova di�grama maksimal~nogo znaqenn�

qasu korel�
iÝ xumu, pri �komu sta
 mo�livim stvo-

renn� vpor�dkovanogo stanu.

1

2

3 4

x0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

P

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

1

2

3 4

Ris. 19. Zale�nist~ sta
ionarnogo rozpodilu P vid po-

qatkovogo znaqenn� parametra por�dku x

0

pri " = 0:7

(krivi 1, 2 vidpovida�t~ a = 0:2 pri � = 0:4, 0.6; krivi

3,4 vidpovida�t~ a = 0:8 pri � = 0:4, 0.6). Poqatkove zna-

qenn� spr��enogo impul~su p

0

= 0:5.
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Hoqa qas korel�
�Ý xumu sutt
vo vpliva
 na sta-


�onarn� stani sistemi, v�n nesutt
vo zm�n�
 qasov�

zale�nost� parametra por�dku x(t) ta spr��enogo �m-

pul~su p(t). Na grani
�h malih znaqen~ x(t) � 1,

p(t) � 1 ma
mo tak� sam� asimptotiki, �k � dl�

b�logo xumu, wo oznaqa
 nezm�nn�st~ fraktal~nih

vlastivoste� fazovogo prostoru pri \zafarbovuvan-

n�" xumu. Zg�dno z ris. 19 zm�na � tako� 
 nesutt
vo�

dl� sta
�onarnogo rozpod�lu.

Takim qinom, na�vn�st~ korotkoqasovoÝ pam'�t�

fl�ktua
�� privodit~ do reversivnogo perehodu,

pri �komu nevpor�dkovana d�l�nka real�zu
t~s�

lixe v obme�enomu prom��ku pokaznik�v a ta visoko-

qastotnomu spektr� fluktua
�� � < �




. Harakterno,

wo navedena kartina viznaqa
 poved�nku na��mov�r-

n�xih veliqin. U rozd�l� III.B bude pokazano, wo re-

versivni� pereh�d sposter�ga
mo tako� dl� statis-

tiqnih moment�v hxi, h(x� hxi)

2

i.

C. Kal�bruval~na teor�� samopod�bnih sistem

Rozgl�n~mo bluka�qu qastinku, wo zd��sn�
 od-

novim�rn� pol~oti L
v�. U takomu vipadku sistema 


samopod�bno�, tak wo ÝÝ funk
�� rozpod�lu za koor-

dinato� x v qas t odnor�dna:

P (x; t) = a

��

P(y); y � x=a; (199)

de a � a(t) | qasozale�ni� masxtab, y | bez-

rozm�rna koordinata, � | pokaznik samopod�bnosti.

Dl� anal�zu takoÝ sistemi zruqno vikoristati me-

todi, wo �runtu�t~s� na poh�dn�� D�eksona D

q

(div.

dodatok S). Osnovna perevaga 
�
Ý poh�dnoÝ pri ana-

l�z� samopod�bnih sistem pol�ga
 v tomu, wo vona vi-

znaqa
 var��
�� funk
�Ý wodo dilata
�Ý q 6= 1, a ne

zm�wenn� dx! 0, �k u zviqa�nomu vipadku. V 
~omu

rozd�l� take podann� vikoristovu
mo dl� pol~ovogo

dosl�d�enn� samopod�bnoÝ stohastiqnoÝ sistemi.

Na v�dm�nu v�d prostogo vipadku, de masxtab a ne

zale�it~ v�d qasu t, rozgl�n~mo nesta
�onarnu sis-

temu, dl� �koÝ veliqina a ta faktor q 
 funk
�-

�mi t. �k v�domo z teor�Ý kal�bruval~nih pol�v [24℄,

u takomu raz� sistema �nvar��ntna wodo peretvoren~

x ! qx, P ! Q

q

P , Q

q

� q

�

, �kwo �rad�
ntn� skla-

dov� D

q

P , �P=�t zam�n��t~s� na podov�en� poh�dn�

(D

q

+ �)P , (�=�t + E)P , de parametri �, E | kom-

ponenti kal�bruval~nogo poten
��lu (tut ta ni�qe

qas t vim�r�
t~s� v odini
�h qasu relaksa
�Ý �mo-

v�rnosti). V�dpov�dno do (C.6) legko baqiti, wo tak�

vidov�en� poh�dn� �nvar��ntn� stosovno nesta
�onar-

noÝ dilata
�Ý q = q(t), viznaqenoÝ peretvorenn�mi:

x! qx; P ! Q

q

P;

(200)

�! ��

D

q

Q

q

Q

q

� (q � 1)

D

q

Q

q

Q

q

D

q

P

P

; E ! E �

_

Q;

de krapka oznaqa
 poh�dnu za qasom.

Na�prost�xi� kal�bruval~no-�nvar��ntni� la�-

ran���n evkl�dovoÝ teor�Ý pol� 
 takim:

L =

1

2

[(D

q

+ �)P ℄

2

+

1

2

(D

q

�)

2

; (201)

de perxi� qlen urahovu
 kal�bruval~nu dilata
��,

drugi� | vnesok pol�. V�dpov�dno dl� disipativnoÝ

funk
�Ý ma
mo

R =

1

2

��

�

�t

+ E

�

P

�

2

+

�

2

��

�

�t

+E

�

�

�

2

; (202)

de � | v�dnoxenn� qas�v relaksa
�Ý kal�bruval~nogo

pol� ta �mov�rnosti. U rezul~tat� r�vn�nn� O�lera

D

q

�L

�(D

q

z)

�

�L

�z

= �

�R

� _z

; z � (P; �) (203)

privodit~ do diferen
��l~nih r�vn�n~ �z qastin-

nimi poh�dnimi ta nel�n��nimi skladovimi:

_

P +D

2

q

P = �EP + �

2

P; (204)

� _�+ D

2

q

�� PD

q

P = ��EP + �P

2

: (205)

Perx� skladov� u pravih qastinah opisu�t~ disi-

pativni� vpliv zovn�xn~ogo seredoviwa. Dal� roz-

gl�nemo lixe konservativn� sistemi, u �kih pripus-

timo, wo qasova komponenta kal�bruval~nogo poten-


��lu, �ki� oberneno propor
��ni� do v�dpov�dnogo

qasu relaksa
�Ý, dor�vn�vatime nulev� (E = 0).

Pristupa�qi do anal�zu osnovnih r�vn�n~ (204),

(205), rozgl�n~mo na�prost�xi� vipadok � ! 0,

D

2

q

�! 0, u �komu voni nabuva�t~ formi

_

P = �D

2

q

P; (206)

� _� = PD

q

P: (207)

Perxe z nih ma
 difuz��ni� vigl�d, ale protile�-

ni� znak u prav�� qastin� vkazu
 na te, wo samopo-

d�bna sistema vi�vl�
 rozb��nu k�netiku, vlastivu

�
rarh�qnim sistemam [42℄. Odnak taka poved�nka re-

al�zu
t~s� lixe prot�gom korotkogo qasovogo �nter-

valu t � � � 1. Pri zviqa�nomu qas� t � 1, �ki�

bude rozgl�nuto ni�qe, sta
 mo�livo� ad��batiqna

aproksima
�� � � 1, wo dozvol�
 znehtuvati l�-

vo� qastino� (207). U rezul~tat� vikonu
t~s� umova

D

q

P ' 0 � sistema potrapl�
 do sta
�onarnogo odno-

r�dnogo stanu

P (x; t) = 
onst � P

st

: (208)
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U skladn�xomu vipadku �(t) ! 
onst 6= 0 r�vn�nn�

(205) zvodit~s� do vigl�du

D

q

P = ��P; (209)

�ki� tako� privodit~ do statiqnogo rozpod�lu (208).

Dl� podal~xogo anal�zu pomno�imo (204) na D

q

P ,

a (205) na D

q

�. Tod� znahodimo perxi� �nte�ral

1

2

(D

q

P )

2

+

1

2

(D

q

�)

2

=

1

2

(�P )

2

+

1

2

C

2

; (210)

de mi poklali

(

_

P � PD

q

�)D

q

P = 0 (211)

ta vikoristali stalu �nte�ruvann� C

2

=2. Tod� p�sl�

pripuwenn�

D

q

� = �C; C > 0 (212)

ta umovi D

q

P 6= 0 r�vn�nn� (211) privodit~ do eks-

ponen
��l~noÝ zale�nosti

P / e

�Ct

; (213)

a (210) zvodit~s� do vigl�du (209).

�k v�domo, samopod�bnim sistemam vlastiva stepe-

neva, a ne eksponen
��l~na poved�nka [12℄, tak wo v

(210), (212) sl�d poklasti C = 0. U rezul~tat� priho-

dimo do va�livoÝ umovi kal�bruvann�

D

q

� = 0; (214)

v�dpov�dno do �koÝ poten
��l � ne mo�e buti funk-


�
� parametra dilata
�Ý q. Takim qinom, r�vn�nn�

(204) privodit~ do umovi

_

P = 0, zg�dno z �ko� sta
�-

onarni� stan sistemi viznaqa
t~s� r�vn�nn�m (209).

Dopovn��qi �ogo viznaqenn�m poh�dnoÝ D�eksona

(C.3), prihodimo do sp�vv�dnoxenn� [�℄

q

= ��. �k po-

kazano v dodatku S, q-qislo D�eksona [�℄

q

zvodit~s�

do q-logarifma Call�sa, �kwo sta
�onarni� rozpo-

d�l P

st

ta parametr dilata
�Ý q zv'�zan� umovo�

P

q�1

st

� q

�

: (215)

Tod� oder�ane viwe sp�vv�dnoxenn� privodit~ do

rozpod�lu Call�sa [12℄

P

st

= [1� (q � 1)�℄

1

q�1

: (216)

Z poruxenn�m umovi kal�bruvann� (214) samopo-

d�bna sistema perehodit~ u nesta
�onarni� re�im, u

�komu ÝÝ poved�nka viznaqa
t~s� r�vn�nn�m (204). �z

urahuvann�m viznaqenn� (C.7) znahodimo

_

P =

�

�

2

� [�℄

qq

�

P: (217)

Tod� vikoristann� rozpod�lu (199) razom z� sp�vv�d-

noxenn�m [�℄

q

= �� ta zv'�zkom

_

P = �a

�(1+�)

(�P +

yP

0

) _a da


a

�1

_a(�P + yP

0

) = [Æ�℄

qq

P; (218)

de xtrih oznaqa
 diferen
��vann� za ar�umentom y,

a mno�nik [Æ�℄

qq

oznaqeno v (C.7).

Mo�na baqiti,wo z urahuvann�m asimptotik (C.8)

u grani
� q ! 1 sistema perehodit~ v avtomodel~-

ni� re�im pri

aq = 
onst; a

3��4

_a = 
onst � �

�1

0

yP

0

= (�

0

� �)P:

(219)

Rozv'�zok ostann~ogo r�vn�nn� P / y

�

0

��

da
 qasov�

zale�nost� harakteristiqnogo masxtabu ta gustini

�mov�rnosti:

a

3(��1)

=

t

�

; P / x

�

0

��

t

��

; � �

�

0

3(�� 1)

pri q � 1; t < �: (220)

U protile�nomu vipadku q ! 1 veliqina q v (218)

ne zale�it~ v�d t, � v dovgoqasov�� grani
� oder�u
mo

a / exp (t=�

0

); P / x

�

0

�

0

��

exp (��

0

t); �

0

�

�� 1

q � 1

pri q ! 1; t� �

�1

0

: (221)

Ototo�nenn� qasovih masxtab�v � ta �

�1

0

v zale�-

nost�h (220), (221) privodit~ do zv'�zku

� = 3(q � 1); (222)

zg�dno z �kim harakterni� qasovi� masxtab viznaqa-


t~s� stepenem neaditivnosti sistemi.

Rozgl�n~mo dal� vipadok nenul~ovoÝ poh�dnoÝ

D�eksona drugogo por�dku D

2

q

� = ["℄

qq

�, viznaqenoÝ

veliqino� ". Tut r�vn�nn� (205) da
 kal�bruval~ni�

poten
��l

� =

�[�℄

q

1� ["℄

qq

P

�2

; (223)

�ki� sta
 samopod�bnim, koli ["℄

qq

P

�2

spada
 z� zros-

tann�m q. Pripuska�qi 
e spadann� u stepenevomu

vigl�d� q

�


z 
 ! 0

+

, �z r�vn�nn� (220) ta umovi

(219) oder�u
mo zale�n�st~ P (t) / q

�

(t), de pokaz-

niki zv'�zano sp�vv�dnoxenn�m 
 = 2� � 3("� 1) > 0.
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U rezul~tat� �ndeks kal�bruval~nogo poten
��lu " ob-

me�eno umovo�

" < 1 +

2

3

� = 1 + 2(q � 1); (224)

de druge r�vn�nn� vipliva
 z (222). Za 
ih umov r�v-

n�nn� (204), dopovnene aproksima
�
� � ' �[�℄

q

, wo

vipliva
 z (223), zabezpequ
 oder�an� viwe qasov� za-

le�nost� (220).

Avtomodel~ni� re�im poruxu
t~s�, �kwo mno�-

nik u prav�� qastin� (217)

�

2

� [�℄

qq

= [�℄

2

q

�

(1 � ["℄

qq

P

�2

st

)

�2

� 1

�

� [Æ�℄

qq

� ��

(225)

sta
 nezale�nim v�d qasu (tut gustina �mov�rnosti

sta
�onarnogo stanu P

st

viznaqa
t~s� rozpod�lom

Call�sa (216) z efektivno� ener��
� (223)). Pri


~omu dekrement eksponen
��l~noÝ zale�nosti (221)

zam�n�
t~s� na �. Osk�l~ki 
e� re�im v�dpov�da
 ma-

lim znaqenn�m q, to mo�na vz�ti grani
� q! 1, dl�

�koÝ

� = �

0

� �

2

(

�

1�

�

"

2

+

" � 1

q � 1

�

e

2�

�

�2

� 1

)

;

�

0

�

�� 1

q � 1

: (226)

Narext�, pri q ! 1, "

2

+ (" � 1)=(q � 1) � e

2�

ma
mo

� = [�℄

q

= ��, wo da


� = �

0

�

1� 2�

2

q � 1

�� 1

�

"

2

+

"� 1

q � 1

�

e

�2�

�

: (227)

Rozvinuti� formal�zm �runtu
t~s� na dilata
��-

n�� �nvar��ntnosti la�ran���na (201) ta disipativ-

noÝ funk
�Ý (202), �ka dozvol�
 opisati evol�
��

konservativnoÝ samopod�bnoÝ sistemi. ÕÝ poved�nka vi-

znaqa
t~s� funk
�
� rozpod�lu (199) ta kal�bruval~-

nim poten
��lom � (dl� zviqa�noÝ termodinam�qnoÝ

sistemi ostann�� zvodit~s� do v�dnoxenn� ener��Ý

m�krostanu do temperaturi). Õh qasova zale�n�st~

opisu
t~s� nel�n��nimi r�vn�nn�mi (204), (205) u

qastinnih poh�dnih. Pri vikonann� umovi kal�bru-

vann� (214) ener��� m�krostanu ne zale�it~ v�d di-

lata
�Ý, � sistema znahodit~s� u sta
�onarnomu stan�,

�ki� zada
t~s� rozpod�lom Call�sa (216). Taku kar-

tinu sposter�ga
mo v avtomodel~nomu re�im� (220),

�ki� real�zu
t~s� v qas�, obme�enomu znaqenn�m

(222), wo zada
t~s� neaditivn�st� sistemi (q�1).Na

velikih �ntervalah qasu dilata
�� sta
 konstanto�,

kal�bruval~na �nvar��ntn�st~ poruxu
t~s�, � sistema

perehodit~ do zviqa�nogo eksponen
��l~nogo re�imu

(221).

Provedeni� rozgl�d pripuska
, wo sistema 
 kon-

servativno� | vpliv zovn�xn~ogo seredoviwa zvo-

dit~s� do nul�, tak wo v r�vn�nn�h (204), (205)

E = 0. U rozd�l� I.D pokazano, wo vrahuvann� ta-

kogo vplivu dl� �
rarh�qnih sistem privodit~ do qa-

sovoÝ komponenti kal�bruval~nogo poten
��lu E �

�(�=�x)F (x)+(�

2

=�

2

x)D(x), de F (x) | sila dre�fu,

D(x) | koef�
�
nt difuz�Ý [9,8℄. Osk�l~ki difuz��na

skladova vz�ta z pozitivnim znakom, to eksponen-


��l~ni� re�im podavl�
t~s�, � samopod�bna sis-

tema znahodit~s� v avtomodel~nomu re�im� prot�gom

us~ogo qasovogo �ntervalu.

DODATOK

A. Funk
�Ý Mitta�a{L
ffl
ra i Foksa

Navedemo minimal~ni� nabir spe
i�l~nih funk-


i�, wo dozvol��t~ pere�ti vid xvidkoÝ eksponenti

exp(z) do upovil~nenoÝ stepenevoÝ zale�nosti z

�

, z

| kompleksni� ar�ument. Budemo vihoditi z rozvi-

nenn� v r�d

exp(z) =

1

X

k=0

z

k

k!

: (A.1)

�ogo uzagal~nenn� za rahunok zamini faktori�la k!

gama-funk
i
� �(ak+ b) z lini�no deformovanim ar-

�umentom privodit~ do vidpovidnogo r�du dl� funk-


iÝ Mittaga{L
ffl
ra:

E

�;�

(z) =

1

X

k=0

z

k

�(� + �k)

; � > 0; � > 0: (A.2)

Pri graniqnih znaqenn�h parametriv �, � 
� funk-


i� perehodit~ v eksponentu ta giperbolu:

E

1;1

(z) = exp(z); lim

�!0

E

�;�

(z)

�

= (1 � z)

�2

: (A.3)

�kwo perxe rivn�nn� vipliva
 bezposeredn~o z vi-

znaqenn� (A.3), to dl� oder�ann� drugogo slid pro-

diferen
i�vati za z rozvinenn� v r�d virazu (1 �

z)

�1

, a tako� vikoristati asimptotiku gama-funk
iÝ

lim

x!0

�(x)! x

�1

ta viznaqenn� (A.2). Navedemo ta-

ko� neobhidni asimptotiki:

E

�;�

(z) �

1

�(�)

�

1 +

�(�)

�(�+ �)

z

�

; z ! 0; (A.4)

E

�;�

(z) / z

�2

; z !1: (A.5)
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�kwo deformuvati v (A.1) ne ar�ument faktori�la, a pokaznik k, to prihodimo do rozvinenn� v r�d

uzagal~nenoÝ funk
iÝ Foksa:

H

mn

PQ

 

z

(a

1

; A

1

) � � � (a

P

; A

P

)

(b

1

; B

1

) � � � (b

Q

; B

Q

)

!

= �

1

X

k=0

m

X

l=1

m

Q

j=1;j 6=l

�

�

b

j

� (b

l

+ k)

B

j

B

l

�

n

Q

i=1

�

�

(1� a

i

) + (b

l

+ k)

A

i

B

l

�

P

Q

i=n+1

�

�

a

i

� (b

l

+ k)

A

i

B

l

�

Q

Q

j=m+1

�

�

(1� b

j

) + (b

l

+ k)

B

j

B

l

�

(�1)

k

z

(b

l

+k)=B

l

k!B

l

; (A.6)

de B

k

(b

j

+ 
) 6= B

j

(b

k

+ d) dl� j 6= k, j � 1, k � n ta 
; d = 0; 1; : : : Pri z ! 0 ta z ! 1 oder�u
mo stepenev�

asimptotiki H � z

b

l

=B

l

ta H � z

�(1�a

l

)=A

l

v�dpov�dno, de l vidpovida
 minimal~nim pokaznikam. Uzagal~nena

funk
�� Foksa zvodit~s� do funk
iÝ Mitta�a{L
ffl
ra vid obernenogo ar�umentu:

E

�;�

(�z) � H

11

12

 

z

(0; 1)

(0; 1) (1� �; �)

!

: (A.7)

Zagalom vona viznaqa
t~s� �k �nversna transformanta Mell�na [43℄:

H

mn

PQ

 

z

(a

1

; A

1

) � � � (a

P

; A

P

)

(b

1

; B

1

) � � � (b

Q

; B

Q

)

!

=

1

2�i

Z

G

m

Q

j=1

�(b

j

+ B

j

s)

n

Q

i=1

�(1� a

i

� A

i

s)

P

Q

i=n+1

�(a

i

+A

i

s)

Q

Q

j=m+1

�(1� b

j

�B

j

s)

z

�s

ds: (A.8)

Kontur �nte�ruvann� G vibira
mo tak, wob rozd�liti pol�si �(1�a

i

�A

i

s) ta �(b

j

+B

j

s). Pusti� dobutok

�nterpretu
mo �k 1. C�loqislov� zm�nn� m;n; P;Q zadovol~n��t~ umovi: 0 � m � P , 0 � n � Q, koef�
�
nti

A

i

, B

j


 dodatnimi, parametri a

i

; b

j

zapob�ga�t~ �dentiqnost� pol�s�v u p�d�nte�ral~n�� funk
�Ý. �nte�ral

(A.8) zb�ga
t~s� za umovi

� =

 

m

X

i=1

A

i

�

P

X

i=m+1

A

i

!

+

0

�

n

X

j=1

B

j

�

Q

X

j=n+1

B

j

1

A

> 0 (A.9)

tak wo funk
�� H viznaqa
mo v sektor� j arg zj < (�=2)�. Funk
�� Foksa obqisl�
mo tako� pri

� =

Q

X

j=1

B

j

�

P

X

i=1

A

i

> 0; koli 0 < jzj <1; (A.10)

abo

� = 0 ta 0 < jzj < R; R �

P

Y

i=1

A

�A

i

i

Q

Y

j=1

B

B

j

j

: (A.11)

Rozvinenn� funk
�Ý Foksa v r�d (A.6) sta
 mo�livim za umovi � � 0.

B. Drobovi �nte�ral ta pohidna

Budemo vihoditi z rivn�nn�

x

Z

a

dx

1

x

1

Z

a

dx

2

f(x

2

) =

x

Z

a

(x� x

0

)f(x

0

) dx

0

; (B.1)
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diferen
i�vann� �kogo za x privodit~ do toto�nosti. Todi metodom matematiqnoÝ induk
iÝ mo�na dovesti,

wo n-kratni� inte�ral z� zminno� verhn~o� grani
e� zvodit~s� do odnokratnogo zgidno z formulo�

x

Z

a

dx

1

x

1

Z

a

dx

2

� � �

x

n�2

Z

a

dx

n�1

x

n�1

Z

a

dx

n

f(x

n

) =

1

(n� 1)!

x

Z

a

(x� x

0

)

n�1

f(x

0

) dx

0

; (B.2)

de f(x) | dovil~na funk
i�. Pri perehodi vid 
ilogo

qisla n do dovil~nogo$ faktori�l (n�1)! zvodit~s�

do gama-funk
iÝ, i formula (B.2) da
 viznaqenn� �n-

te�rala drobovogo por�dku [16℄, [44℄

I

$

x

f(x) �

1

� ($)

x

Z

0

f(x

0

)

(x� x

0

)

1�$

dx

0

; $ > 0: (B.3)

�nversne peretvorenn� drobovogo �nte�rala D

$

x

�

I

�$

x

por�dku $ > 0 viznaqa
mo �k drobovu poh�dnu:

D

$

x

f(x) �

1

� (�$)

x

Z

0

f(x

0

)

(x� x

0

)

1+$

dx

0

: (B.4)

U d�l�n
� 0 < $ < 1 do
�l~no zastosovuvati viraz

D

$

x

f(x) �

$

� (1�$)

x

Z

0

f(x) � f(x

0

)

(x� x

0

)

1+$

dx

0

; (B.5)

de vrahovano v�dome sp�vv�dnoxenn� x�(x) = �(x+ 1)

dl� x � �$.

C. Poh�dna D�eksona

Perevaga q-poh�dnoÝ D�eksona pol�ga
 u zruqnost�

ÝÝ zastosuvann� dl� anal�zu samopod�bnih sistem,

osk�l~ki 
� poh�dna viznaqa
 prir�st funk
�Ý f(x)

wodo dilata
�Ý q 6= 1, a ne stosovno zm�wenn� dx! 0,

�k u zviqa�nomu vipadku q = 1. V�dpov�dno do takogo

viznaqenn� q-poh�dna D�eksona zada
t~s� �k

D

q

f(x) �

f(qx) � f(x)

q � 1

; q > 0: (C.1)

Dl� va�livogo vipadku odnor�dnoÝ funk
�Ý, wo zado-

vol~n�
 umovu

f(qx) � q

�

f(x); (C.2)

de q > 0 | parametr dilata
�Ý, � > 0 | pokaznik od-

nor�dnosti, q-poh�dna D�eksona zvodit~s� do q-qisla

D�eksona:

D

q

f(x) = [�℄

q

f(x); [�℄

q

�

�

q

� 1

q � 1

: (C.3)

Legko baqiti, wo [�℄

q

! � pri q ! 1, priqomu [�℄

zm�n�
t~s�, �k q

��1

pri q ! 1. Z odnogo boku, q-

logarifm�qnu funk
�� Call�sa

ln

q

x �

x

q�1

� 1

q � 1

(C.4)

mo�na viraziti �k q-qislo D�eksona (C.3) z pokaz-

nikom � = (q�1)(lnx= ln q). Razom �z r�vn�nn�m (C.3)


e� zv'�zok ta r�vn�nn�

ln

q

(xy) = ln

q

x+ ln

q

y + (q � 1)(ln

q

x)(ln

q

y) (C.5)

da�t~ va�live pravilo dl� poh�dnoÝ D�eksona:

D

q

[f(x)g(x)℄ = [D

q

f(x)℄ g(x) + f(x) [D

q

g(x)℄

+(q � 1) [D

q

f(x)℄ [D

q

g(x)℄ : (C.6)

Poh�dnu D�eksona drugogo por�dku viznaqa
mo tak:

D

p

D

q

f(x) = D

p

f[�℄

q

f(x)g = [�℄

pq

f(x);

(C.7)

[�℄

pq

� [�℄

p

[�℄

q

+ [Æ�℄

pq

; [�℄

p

�

p

�

�1

p�1

;

[Æ�℄

pq

�

p

�

[(pq)

�

�pq℄

(p�1)(pq�1)

:

Pri � > 1 veliqina [Æ�℄

pq

ma
 tak� asimptotiki:

[Æ�℄

pq

!

��1

p�1

pri p; q! 1;

(C.8)

[Æ�℄

pq

! p

2(��1)

q

(��1)

pri p; q!1:

Dl� uzagal~nenn� viraz�v (B.5), (C.1) vvedemo dro-

bovu $-poh�dnu:
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D

$

f(x) �

$x

�$

� (1�$)

1

Z

0

f(x) � f(qx)

(1� q)

1+$

dq;

0 < $ < 1: (C.9)

Dl� samopod�bnoÝ sistemi funk
�� f(x) 
 odnor�d-

no�, tobto zadovol~n�
 viraz (C.2). Tod� viznaqenn�

(C.9) sprowu
t~s�:

D

$

f(x) � f�g

$

x

�$

f(x); 0 < $ < 1; (C.10)

de drobovim $-qislom 


f�g

$

�

$

� (1�$)

1

Z

0

1� q

�

(1� q)

1+$

dq;

0 < �; 0 < $ < 1: (C.11)

Vono mo�e buti vira�ene v term�nah gama-funk
�Ý:

f�g

$

=

�(�+ 1)

� (�+ 1�$)

�

1

� (1�$)

: (C.12)

Ce qislo zrosta
 monotonno z� zrostann�m � ta $,

nabuva
 nul~ovogo znaqenn� pri $ = 0, � = 0 ta ha-

rakternih znaqen~

�

1

2

	

1

2

=

p

�

2

�

1

p

�

' 0:322, f1g

1

= 1.

Taka poved�nka harakterizu
t~s� takimi zale�nos-

t�mi

f�g

$

=

8

<

:

� pri $ = 1;

�(1 + �)�

1

�(1��)

pri $ = �;

$

�(2�$)

pri � = 1:

(C.13)

Tomu, �kwo q-qislo (C.3) zvodit~s� do pokaznika �

u grani
� q ! 1, $-qislo (C.11), wo v�dpov�da
 dro-

bovomu �nte�ralov� (C.9), zvodit~s� do mno�nika �

pri $ = 1.
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THEORY OF SELF-SIMILAR STOCHASTIC SYSTEMS (PART I)

A. I. Olemskoi, D. O. Khar
henko

Sumy State University

2 Rimskiy-Korsakov Str., Sumy, UA{40007, Ukraine

The work is based on the use of the power-law asymptoti
s for the distribution fun
tion of self-similar systems.

Starting from the obvious presentations we 
onsider an anomalous nature of the parti
le walks, �eld representation

of the sto
hasti
 pro
ess and time dependen
ies of most probable values and moments of sto
hasti
 variable.

A

ording to the equation for the distribution fun
tion a di�eren
e between main types of the parti
le walks

(Brownian di�usion, Levy 
ights, subdi�usion) is explained. It is shown that the type of the motion is de�ned

by the spatio{temporal distribution of intensity of the parti
le jump: if it takes an analyti
al form we have

the ordinary di�usion in the 
ase of nonanalyti
al dependen
e in the spa
e we 
ome to the Levy 
ights and

nonanality
al temporal dependen
e means the subdi�usion pro
ess. In the �rst 
ase the distribution fun
tion

a
quires a power-law multiplier with respe
t to the 
oordinate, and power-law multiplier with respe
t to time in

the se
ond one. The relations between the dynami
al exponent and indexes of the Levy 
ight and the subdi�usion

as well as between fra
tal dimension and multipli
ative noise exponent are de�ned. We show that the di�usion in

the ultrametri
 spa
e is de�ned with the help of the Fokker{Plan
k equation de�ned through the Jekson derivative.

It is explained that the multipli
ative noise breaks an additivity of the hierar
hi
al system and mupltipli
ativity

of the probabilities. We �nd the general type of the fra
tional order motion equation, whi
h in the limited


ases are redu
ed to the wave equation, os
illating and transporting equation, Landau{Khalatnikov equation for


onserved and non
onserved order parameter, Poisson equation and Debye's s
reening equation. In the nonlinear


ase it redu
ed to the Korteweg{de Wrize, sin-Gordon and a nonlinear S
hr�odinger equations. We show that

the distribution fun
tion is de�ned by the exponential dependen
e with the exponent whi
h is redu
ed to the

standard a
tion in the Eu
lidean �eld theory. For the white and 
oloured multipli
ative noises the evolution of the

more probable values of the sto
hasti
 variable and 
onjugate momentum is explored. We found that 
hanging of

the multipli
ative noise exponent the system tests the reversible transition from the ordered state to disordered

one and ba
k. Form the Lagrangian and dissipative fun
tion, whi
h are invariant with respe
t to the similarity

transformations, the �eld equations are obtained.

288


